1) Funksiyamin limiti .Sag va sol limitlor
Torif 1. Sonlu a vo A odadlori vo istonilon &€ >0 odadi iigiin elo §>0 odadi var ki,
x-in X ¢oxlugundan gotiriilmiis ve 0<|x—a/<8 borabarsizliyini odoyon biitiin
qiymatlerinds |f(x)-4|<e miinasibati 6denir. Onda A ododine x—a sortindo f(x)
funksiyasinin limiti deyilir vo /im f(x)= A kimi yazilir. X ¢oxlugu olaraq a noqtosinin
miloyyan otraf1 basa diisiiliir.
Mantiqi simvollardan istifads etsok torifi asagidaki kimi vermok olar:

[iiizzlf(x)zAj@(Ve >0) (38>0)(‘v’x¢a, 0<|x—a|<8) |f(x)—A|<£.

Tarif 2. Istonilon M odadi iigiin elo §>0 var ki, x-in X coxlugundan gétiiriilmiis vo
0 <|x—a|< & berabarsizliyini ddeyan biitiin qiymotlerindoa | f(x)} > M miinasibati
odonilir. Onda deyirlor ki, x =a noqtosindo f(x)-in limiti sonsuzluga barabardir vo
bunu Zim f(x)=oc vo yaxud f(x)— e (x —a) kimi yazilir.

X—a

Torif 3. Sonlu A va istonilon € >0 adadlari verildikds elo N >0 tapmagq olar ki, x-in
|x| > N barabaersizliyini 6deyan biitiin giymotlerinds |f(x)- 4| <& barabarsizliyi
odonir. Onda A odading x — o sortindo f(x) funksiyasmn limiti deyilir vo

XlZn f(x)=4 voya f(x) > A4 (x — ) soklindo yazilir.

Torif 4. A odading x — +e0 (x — —o0) sartindo f(x) funksiyasinin o vaxt limiti deyilir
ki, Ve >0 adadino qars1 elo N = N(g) olsun ki, x-in x >N (x < N ) borabarsizliyini
6doyan biitiin qiymatlorindo | /(x) - 4| < & berabersizliyi 6donir. Bunu /lim f(x)=A4

X—>+oo

( lim f (x)zA) kimi yazilar. Ogor f(x) funksiyasmim x — +e0 Vo x — —oo sortlorindo

limiti varsa vo /lim f(x)= lim f(x)=A4 6donilirss, onda lim f(x)= A4 olur. Bunun torsi
X—>+00 X—>—o0 X—>00

da dogrudur.

Funksiyanin sol vo sag limitlori

A odadi x=a noqtesinds f(x) funksiyasiin limitidirss, onda x-in a-ya yaxin vo
onun istonilon tarafinds (sol va ya sag torafinda) yerloson biitiin qiymatlorinda

|f(x)-4|<e (1)

borabarsizliyi 6donilir. x =a noqtesindo f(x) funksiyasinin limiti olmadiqda onda
(1) barabarsizliyi x-in a-nin miiayyan torafinds (masalan, sol vo ya da sag) torafinda
yerloson giymatlorinds ddonils bilor. Belo oldugda f(x) funksiyasinin a ndqtosindo
sol limitindan va sag limitindon danismaq olar.

Tutaq ki, f(x) funksiyas1 a néqtasinin sol torafinda toyin olunmusdur.

Torif . Sonlu A va a adadlari verildikds Ve >0 adadi iigiin elo 6 >0 odadi var ki, x-
in a-dan kicik olan va

0<a—-x<9d (2)

barabarsizliyini 6doyan biitiin gqiymatlorinda



|f(x)-4|<e 3)

borabarsizliyi 6donilir. Onda A adadinox — « sortinda (vo ya x =a noqtosinda) f(x)
funksiyasinin sol limiti deyilir vo

lim f(x)= lim_f(x)=f(a~0) (4)

kimi isaro olunur.

Torif. Sonlu A vo a adadlari verildikde Ve >0 odadi iiciin elo § >0 adadi var ki, x-in
a-dan boyiik olan vo

O<x-a<?d (5
barabarsizliyini 6doyan biitiin gqiymatlorinda
[f(x)-4|<e
borabarsizliyi 6donir. Onda A odadina x — a sartinda (vo ya x =a noqtosinda) f(x)
funksiyasinin sag limiti deyilir vo

lim f(x)= limof(x)=f(a+0) (6)
(Yx:;l) X—a+

kimi isars olunur.
Demoli, x=a noqtesinds y = f(x) funksiyasinin limitinin olmasi ii¢iin
lim f(x)= fla=0)= fla+0)

sorti 6donilmalidir.

2) e -adadi
o = (1 ; lj (ne N) ifadosindon
n
an:I+n-l+n(n_1)-iz+M-i3+...::2+i JEEA A UEEQ N s (1) alirgq.
n 2l n 3! n 2! n) 3! n n
n+l
a,, =1+ ! :2+L 1- ! +i 1- ! 1= 2 +... (2) olar.
n+1 2! n+1) 3! n+1 n+1

(1) barabarliyinin sag torafindo (n+1) sayda hadd vardir.

(2) boraborliyinin sag torofindoki hadlorinin say1 (n+2) olur vo (n+2)-ci hadd
miisbatdir.

(1) boraborliyinin sag torofindoki hodlor uygun olaraq (2) boraborliyinin sag
torofindoki hodlordon kicik oldugundan yaza bilorik: a,<a,,, (ne N). Yoni, {a }

ardicilligi monoton artan ardicilhiqdir.

Digoar torafdon
an:2+i 1—l +l 1—l 1—g +...<2+i+i+...+i<2+l+i2+...+ 1_1 <2+1=3.
2! n) 3! n n 2! 3! n! 2 2 2"



Yoni, {a,} ardicillifi monoton artan olmaqgla yuxaridan 3-lo mohduddur. §2,
teorem 4. Fosil II-don aydindir ki, bels ardicilligin sonlu limiti vardir vo bu limit 3-don

kicikdir. Bu limiti e ilo isara etsok, onda lima, = lz‘m(l +lj =e (3) yaza

n—oo n—sodl n

bilorik. Burada e=2,718281..., ee I -dir. e osasina gora logarifmina natural loqarifm
deyilir vo «ln» ilo isaro olunur. N adadinin logarifmi /nN kimi yazilir. (3) limitino
bazan 2-ci gérkomli limit do deyilir.

. 1y 1Y Y| 1y . 1Y
Mucan. lim| 1+— =lim|1+—=| | 1+—| |=liml1+—]| - lim|1+4—| =e-1=¢.
n—> 00l n n— n n n—oo n n—oo n

lim1—2+3—4+5—6+-~-—2n
3
Vise 2 1 +fan -1

Holli. Bazi limitlarin hesablanmasi zamani

1434+---Q2n-)=n’

2+4+---2n=n"+n disturlarindan istifads etmok olverislidir.
. 1-2+3-4+5-6+---—2n
lim =
e \/n2 +1+\/4n2 -1
A+3+5+--+2n-1))-2+4+6+---+2n)

limitini hesablayin.

=lim
e 2 +1++4n* -1
2_ 2 _
im0 g " -
"_’“\/n2+1+\/4n2—1 "_’“\/n2+1+\/4n2—1
_n
= lim L SR S
n—se0 1 1 1+2 3
I+— +,/4——
n n

sin(a + x) —sin(a — x)
) limitini hesablayin

lim
pE=0 tgla+x)—tgla—x



pein 2 024
sin(a + x) —sin(a — x) st cos

lim =lim - =
=0 tg(a+x)—tgla—x) 0 sin 2x
cos(a + x) - cos(a — x)
—lim 2sin x-cosa - cos(a + x)-cos(a — x) _
o0 sin 2x

Holli. i 2sinx-cosa-cos(a+ x)-cos(a—x) _

_XI—I>101 2SIn X - COS X B

. cos(a+x)-cos(a—x) 3
=cosa-lim =C0Sa-CcosSa-cosa=cos’ a

x=0 COS X

5) Funksiyanin kasilmazliyi.Parcada kosilmaz funksiyalarin xassalori.
1. Funksiyanin kosilmozliyi Tutaq ki, y = f(x) funksiyast a néqtosinin miioyyon atrafinda (o

climladon a noqtasinda) toyin olunmusdur.
Tarif. Ogor

lim f(x)= f(a) (1)
baraborliyi 6donilorsa, onda f' (x) funksiyasina x =a noqtasindo kasilmoyon funksiya deyilir.

(1) barabarliyi o6donilmoadikda, deyirlar ki, f1 (x) funksiyasi a noqtasindo kasilir va a noqtasi
funksiyanin kasilmo noqtasidir. (1) barabarliyini

lim f(x)= f(limx)
x—a x—a
kimi ds yazmaq olar.
Tutaq ki, y = f(x) funksiyas1 x =a néqtasinda tayin olunmusdur. Ogor . ﬁfﬁo f(x)= fla)
olarsa, onda y = f (x) funksiyas1 x =a noqtasinds sagdan kasilmoyan, i 2}320 f (x)z fla) olarsa,

onda y = f (x) funksiyasina x=a noqtasindo soldan kosilmayon funksiya adlamir. 9gor
y = f(x) funksiyas1 Vxe [a,b] noqtasinds kosilmayondirsa, onda y = f(x) funksiyasi [a,b]
parcasinda kasilmoyon funk- siya adlanir.

ogor ll'mo £(x) sol vo limo f(x) sag limitlori vardirsa, bunlar biri-birins borabor deyildirsa,
X—>a— X—a+

yani
lim_ f(x)= lim_ £(x) 2)

olarsa, onda a kosilmo noqtosi birinci nov kosilmo noqtesi adlanir. ©gor x =a ndqtosinda
y=f (x) funksiyasinin sagtorafli vo ya soltorofli limitlarindon he¢ olmazsa biri vo yaxud bunlarin hor
ikisi yoxdursa vo ya sonsuzluga barabordise, onda x =a noqtesi ikinci nov kosilma noqtasi adlanir.
Ogar X =a noqtesinds y = f (x) funksiyasinin sagtorafli va ya soltorofli limitlori vardirsa, bu limitlor

bir-birino borabordirss, bu limitlor f(a)-ya beraber deyildirso, yoni lim_ flx)= lim_ 7(x)#= fla)-
X—a— X—a+

dirsa, onda x=a noqtosi f (x) funksiyasinin «aradan qaldirila bilon» kosilmo noqtasi adlanir. Bu
halda lim f(x)# f(a) olur.
X—a

Sonlu par¢ada kesilmoyan funksiyalarin xassolari



Sonlu [a,b] pargasinda kosilmoyon f1 (x) funksiyas1 haqqinda asagidaki teoremlori isbatsiz
olaraq qeyd edak:

Teoreml (Veyerstrassin 1-ci teoremi).
Sonlu [a,b] pargasinda kosilmoyan f’ (x) funksiyas1 homin par¢cada mohduddur.

Teorem 2 (Veyerstrassin 2-ci teoremi).
[a,b] parcasinda kasilmoyon f (x) funksiyas1 homin parcanin he¢ olmasa bir o noqtasindo 6ziiniin

doqiq asagi sorhaddini (f (a )= inf f(x)= m,) vo he¢ olmasa bir  noqtesinde Oziiniin dogiq

xe [a,b

yuxari sorhoddini (f(B)= = sup f(x)=M ,) alir.

xela,b

Teorem 3. [a,b] parcasinda kosilmoyan f' (x) funksiyas1 homin parcanin uclarinda miixtalif
isarali giymotlor olarsa, masalon, f(a)=A4<0, f(h)=B>0 olarsa, onda a vo b ndqtalori arasinda
yerlogon on azi1 bir x = ¢ noqtesi vardir ki, bu noqtads [ (c) =0 olur.

6) Funksiyanin toromosi vo diferensial
Funksiyanin tdromasi

Forz edok ki, y=f(x) funksiyasi1 Ju,b[ intervalinda toyin olunmus vo x bu
intervalin geyd olunmus noqtosidir (xe Ja,5[). Onda Ax#0 artimini elo segok ki,
(x+A4x)e Jao,b[ olsun. Bu halda Ay = f(x+4x)- f(x)-o y=f(x) funksiyasinin artimu
demisdik.

B R . o
Ogor lim 2= lim = sonlu limiti varsa, bu limito y=f(x)

funksiyasinin x néqtasinda toromosi deyilir vo y, y(x), f(x), ¥,

X

Vo ya % kimi isara

olunur.
Torifa asason, yaza bilarik:

=)= fim o= i LRI )
Verilmis x noqtosinda toéromoasi olan funksiyaya homin noqtods diferensiallanan
funksiya deyilir.
Ogor Vxe Ja,b[ noqgtesindo y= f(x) funksiyasinmn toromasi varsa, onda y = f(x)
funksiyasi |o,5] intervalinda diferensiallanan funksiya adlanir.
Ogoar y= f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda toyin olunmussa, onda parcanin a vo b
uclarinda y = f(x) funksiyasinin uygun olaraq sol vo sag téromolorindon danismaq

lazimdir.

Ogor lim S+ {‘xx) — /) limiti varsa vo sonludursa, buna y = f(x) funksiyasinin x
Ax<0

noqtasinda sol téromosi deyilir vo 7 (x) isara olunur.
Torifo osason fim - v+4 x)- /() = 7 (x) yaza bilarik.

4 x—0 A x
A x<0




@gar lim f(X-i‘AX)—f(X)

Ax—0 A
Ax>0 X

ndqtosinda sag téromasi deyilir vo f7(x) isaro olunur.

Torifo osason fim L e+ 4)— /() _ f7(x) yaza bilarik.
j§>—60 Ax
Ogar x noqtosindo y = f(x) funksiyasmin sonlu sol vo sag toromolori varsa vo

7(x)=f(x)-dirso, onda y=f(x) funksiyasinin x noqtosindo téromasi vardir. Yoni x

limiti varsa vo sonludursa, buna y = f(x) funksiyasinin x

noqtasinda toromasi olan f(x) funksiyasi iigiin f/(x)=f'(x)=f'(x) olur.

Ola bilar ki, funksiyanin verilmis noqtads sonlu sol va sag téromalari olsun, lakin
homin ndqtads toromasi olmasin.

Mosalon, f(x)=|x| funksiyasmin x=0 ndqtesindo sonlu sol toromasi:

v o f0+ax)=f0) A —ax IR
f(x)= j{l‘lzzo T = Z‘QZZO = j‘l‘lzzo__ 1-0 vo x=0 noqtoesindo sonlu

sag toromasi:
o S0+ a) ) ] A : . ,
7.(0)= AI:TO T = AI:TO " AI:TO o =1-o borabordir. Yoni f’(x)# fi(x)

Ax>0 Ax>0 Ax>0
olur vo f(x)=|x| funksiyasimn x=0 noqtesindo téromasi yoxdur. Demali, f(x)=||

funk-siyast Vxe |-oo40o[ noqtosindo kosilmoyandir vo x=0 noqtosindo téromasi

yoxdur.
Teorem. Ogor y=f(x) funksiyasinin x noqtosindo toromosi varsa (yoni

diferensiallanandirsa), onda f(x) funksiyas1 x ndqtosindo kosilmoyondir.

Sabitin, sabitls funksiya hasilinin, comin, hasilin vo kasrin toromalori
Teorem 1. Sabitin toromasi sifira barabordir, yoni ¢'=0 (c sabit ododdir).
Teorem 2. Ogor u(x) funksiyas1 x noqtasinda diferensiallanandirsa, onda c-u(x)

funksiyasida x noqtosinds diferensiallanandir va [cudx)] = ¢-u(x) olur.

Teorem 3. Ogor u(x) vo v(x) funksiyalar1 x noqtosindo diferensiallanandipsa,
onda  u(x)+v(x) funksiyas1 da x noqtosindo  diferensiallanandir  vo
[u(x)i‘v (x)] - u'(x)+v “(x) olur.

Teorem 4. Ogor 1(x) vo v(x) funksiyalari x ndqtosindo diferensiallanandirsa, onda
i{x)-v(x) funksiyas1 da x noéqtosinda diferensiallanandir vo

) V)] =) )0l
olur.
Teorem 5. Ogor u(x) vo v(x) funksiyalar1 x néqtosinda diferensiallanandirsa, onda

u(x)
v (x)

v(x)#0 oldugda funksiyas1 da x noqtosinda diferensiallanandir vo

[u(x)} ' ulx) V) - vIx) - ulx)

wx) vi(x)

olur.



7) Hn{xz +4x + 3j limitini hesablaym.
—2x+7

X—>o0 X

Holli.Kasrin siiratini moxragina bolmakle onun tam hissasini ayiraq.
x(6x-4))

X +dx+3) ( 6x — 4 j
S T —— — 1+2—
x =2x+7 x =2x+7
x?=2x+7 x2=2x+7

ZHdx+3) 6x—4 614
lim| ———| =lim||1+—5——— =
e X —2x+7 x> X =2x+7

6x2—4x 6_%

x?=2x+7 \x2—2x47 X2 =2x47 ﬂ

: 6x—4 6x—4 : 6x—4 6x—4 X
= lim| | 1+ ————— = lim| | 1+ ————
X x =2x+7 X x =2x+7

X =2x+7 6 _ ﬂ
lim(l R j " oselim——X =6
Aydindrr ki, (M 2 _ -6 0hT 2 7 —° oldugundan
X —=2x+7 -2+ L
X X

X +4x+3]x 6

hm =
aliriq ki, (x Toxt7

olar.

8) V= V1+x° +—1 1+x° -1

Vi+x? +1 funksiyasinin toromoasini tapin.

1nM_(1m/1+x =1+ x2 +1))
Holli, VI+x"+1



’
4

2 —
v =| 1422 4L =1 =(\/1+x2 +l[ln(\/1+x2 —1)—(Inv1+x2 +1D -
2 J1+x*+1 2

2x

1 2x 1 2x 1 X
21+ x? 2[(\/1+x2—1) W1+ x2 W1+x2 +1) 2\/1+x2j V1422

L X - X _
2lV1+ 2 Wl+x =) AI+x2W1+x% +1)

_ +l W1+ x> +D)—x(W1+x* =1
Vi+x? 2 V1422 =D+ 22 +1)

x 1x(\/1+x2+1—\/1+x2+1)]: x 1

X

+_
Vi+x? 2 Vi+x*A+x* -1 1+x* 2 x21+x7
__ X N 1 _ x*+1 :\/x2+1\/x2+1:\/x2+1
VI+x*  xvl+x? xJl1+x° a1+ x? X

9. Roll teoremini yazin va yoxlaymn ki, f (X ) =InSinx funksiyasina {%%}

parcasinda Roll teoremini tatdiq etmak olarmu?
Teorem.

T 5%}
6

1. Roll teoremini yazin vo yoxlaym ki, [ (x ) = Insin x funksiyasina |:g y

parcasinda Roll teoremini totbiq etmak olarmi?
Teorem. (Roll teoremi) [a;b] parcasinda kosilmoyon, (a,b) intervalinda

diferensiallanan vo homin parcanin ii¢ noqtalorinds barabor S (a) =f (b) giymatlori

alan y=f (x) funksiyast iiciin (a,b) intervalinda yerloson he¢ olmasa elo bir ¢

noqtasi var ki, bu néqtads f ,(X) toromasi sifira barabardir, yoni f ,(C ) =0.
T . T 1

f|l — |=Insin—=In—
6 6 2

f S—ﬂ) = lnsin5—7z = lnSin(ﬂ'—zj = lnsinz — ml
6 6 6 6 2

-1

’

f(x)=(Insin x) :Cosx=ctgx=0:>x:§ xe(z;S—ﬂj

sin x



intervalinda sonlu toroma var. Demali, Roll teoremini totbiq etmok olar.

10. Laqranj teoremi yazin va yoxlayn ki, f(x ) = \/; funksiyasina [1;4]
parcasinda Lagranj teoremini tatbiq etmok olarmm?

Laqranj teoremi: [a;b] parcasinda kosilmayon, (a;b) intervalinda diferensiallanan
y = f(x) funksiyasi ii¢iin homin intervalda yerloson elo x = ¢ ndqtasi var ki, bu noqtado

)= fla)=(p~a)f(c) olur.

Bu diistura Lagranj diisturu deyilir. Bu diistura bozon sonlu artimlar diisturu da
deyilir.
Lagran;j diisturu

fb)=fla)=fc)b-a)
f4)-r)=f1c)-(4-1)

Demoli, ¢ = 2,25

11. [0;2] parcasinda f(x)=2x>+5x+1 vo g(x)=x"+4 funksiyalar iciin Kosi teoreminin
dogrulugunu yoxlayin. 9gar 6dayarss ¢ araliq giymoatini tapin.
Holli: Kosi teoremi asagidaki kimidir.

Teorem: Ogor f(x) vo g(x) fumksiyalar [a;b] parcasinda kasilmayan , (a,b) intervalinda
g(x)#0

diferensiallanan vo bu intervalda sortini 0dayan funksiyalardirsa onda (a,b)
intervalinda yerlagon bir elo ¢ noqtasi vardir ki,

Fb)-f@ _ £
g —g@ g0

Diisturu dogrudur.

f(x)=2x"+5x+1 vo g(x)=x"+4 funksiyalar [0;2] parcasinda Kosi teoremini sortlorini
odayir.

f(2)=2-2+5-2+1=27, f(0)=1
g(2)=2>+4=8, g(0)4



Oldugundan
)= £0) _ ) 27-1_6¢°+5 6¢*+5 13

¢s2—g(0) g  8-4 2 2 2
Burada 6¢?-13¢+5=0 buradan iso
1 5
“ :5; € 25 olur.

12. Qeyri miidyyonliklorin acilisi, Lopital teoremi .

Asagidaki kimi geyri-miioyyonliklor vardir:

0% o s, 7, 00 va

ovvalca <<% soklinds olan geyri-miioyyanliklorin acilisinin» hesablama qaydasinmi verak.

1) Tutaq ki, Zim f(x)=0, lime(x)=0 oldugda lzm&(—} limitini tapmaq lazimdir. Bu halda
xX—a xX—a xX—a
f(x)

lima—j limitina kasrin limiti hagqinda teoremi bilavasits totbiq etmak olmaz. Bels limitlorin
X—a

hesablanmasina adston, <<% soklinds olan geyri-miisyyanliklorin acilisi» deyilir. Qeyri-

miioyyanliklori agmagq ii¢iin limitlor nazariyyasindaon bir sira sads iisullar molum olmasina
baxmayaraq, diferensial hesabin totbiq edarok geyri-miioyyanliklori agmagq ii¢iin imumi metod
almaq olar. Bu metodu Lopital verdiyindon ona geyri-miiayyanliklarin agilisi iiciin Lopital gaydas: da
deyilir.

Teorem (Lopital gaydasi). Tutaq ki, f (x) Vo (p(x) funksiyalar1 x = a nodqtosinin miioyyan otrafinda

(a ndqtosi miistosna olmagla) toyin olunmus, diferensiallanan, /im f(x)=0; lim@x)=0 vo homin
X—a xX—a

otrafda ¢(x)# 0 sortini doyon funksiyalardir. Onda lim A ’(x) limiti varsa, /im J (;C)

x—a P\X xX—a
) _ g [1x)

vardir vo lim = lim
voa @x)

v—a @lx)

Tutaq ki, f (x) \&) (p(x) funksiyalar1 Kosi teoreminin sartlorini [a,b] parcasinda 6dayir vo X =a

limiti do

olur.

noqtesind sifra cevirirler, yoni f(a)=¢la)=
Onda [a,x] parcasinda Kosi diisturunu yazsaq

fx)=fla) _ 11e)
o)) ~ gl (= bl M)
1)-dan lim ( f( )) limf(c)

pla) —aglc)

X—a (

olur

Buradan /im
X—a

), 1)
)~ i glx)

)-
)-
(
(v
Ogor f1 (x) \) (p(x) funksiyalarinin x = a noqtasinin miioyyan otrafinda »n tortibli toromolari varsa vo
fla)=r1a)=...= " Na)=0
¢la)=¢la)="..=¢" Na )=0

olarsa, f (”)( ), (p(”)(x) toromalari ii¢lin teoremin sortlori ddonarso, Lopital qaydasini n dofs ardicil
totbiq etmokla

10



/) /| (nfl)
lim f (x)) = lim f1x) limlaX = ... = lim = lzmé—é—)beraberll)hm almaq olar. (Burada

lin g = Ty =+ Py ~

limT limitinin sonlu oldugu forz olunur)

Qeyd edak ki, lzmm limitinin olmasindan lzm—,(;j limitinin olmasi alinmair.

xX—a x—a
2) g soklinds olan geyri-miisyyanliklorin acilisini verak.

Teorem (Lopital gaydasi). Ogor f (x) Vo (p(x) funksiyalar1 x = a ndqtasinin miisyyan otrafinda (a

noqtasi miistasna olmagla) toyin olunmussa, diferensiallanandirsa vo (p'(x) # 0 (a noqtasinin hamin
otrafinda) sorti 6donirse vo lim f(x)=oo, lim@(x)= oo olarsa, onda
X—a X—a

lim LX) _ 4 )
x—a Q\X
limiti varsa, lim A (x) limiti da vardir vo lim A (x) = lim ! ,(x) =A olur.
x—a QX x—a X x—a

Teorem isbatsiz qabul olunur.
Ogor f1 ( ) Vo (p(x) funksiyalarinin x = a noqtasinin miioyyan atrafinda n tortibli toromalori varsa,

(n-1),
lim E ))— lim (p(( ))— = llmé—% — -dursa vo llmTé—) A limiti sonludursa, onda

(n)
llm ( ) sonlu limiti vardir vo lim / (x) = limf (x) = A olur.
x—a x—a P\ X x—a n (x)
n n—1 _ n-2 — | n
Misal. lz'mx—x = lim an = limdn—le =..== limn(n—Yl)"1 = _0.Demoli lim2=0
X—00 @’ X0 @ X—>00 e X—>o0 e o X—>oc0 @
olur.

3) oo — oo soklinds geyri-miioyyonlik avvalco % Vo ya g soklindo geyri-miiayyanliklors gatirilir vo

Lopital qaydasi ilo hesablanir. Tutaq ki, lim f(x)=oco, lim@(x)=co.Onda
X—a xX—a

lim[f(x)—(p(x)]: lim S(x)olx) - (= soklindo geyri-miioyyanliklorin acilis1 alinir).
xX—a xX—a 1 1 00
o 7t0)

4) 0o goklindo geyri-miiayyonlik % voya g soklinda geyri-miisyyonliklora gatirilir vo Lopital

qaydas ilo hesablanir. Yoni lim f(x)=0, lim@(x)=co olarsa, onda
X—a xX—a

tnf () )= L2 (9

x—a x—a
X

va yaxud

llmU )-glx)]= llm (p(x) =
e

soklindo alinir.
5) 17,°,0° soklinde geyri-miiayyonliklor avvalca 0- oo sokline gotirilir. Bunun iigiin
U(x)}u(x) = I/ x) (f(x)>0) eyniliyinden istifade olunur vo buradan

lim (x Ynf(x)

lim[ f(x )]‘P(x) =g alirq.

X—a
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Demoli, 17,”,0° soklinds olan qeyri-miioyyonliklor osason lim[(p(x) - Inf (x)]—in hesablanmasina
X—da

gotirilir.

13. 1im(1_x)tg% limitini hesablayin.

0
0o hd
Holli: Verilmis ifado soklinda geyrimiioyyonlikdir. Bu ifadoni () -kimi geyri
) . . R G
miioyyanlik soklino gatirak, 2 . tg =
Bundan sonra Lopital gaydasini totbiq edok
limf(x):limf,(x): T e P € e S B
XXy g(_x) % g (.X) X=X ctg E X=X [ ﬂxj x—1 _ 1 ] z z T
2 c1g - Lo 22
Sin ?

14 Funksiyanmin ekstemumu. Ekstemumun varhgi iiciin zaruri sartlor

Forz edok ki, y=f (x) funksiyasi [Cl,b] parcasinda toyin olunmusdur vo
Xy € ]a;b[-dir.
Ogor X = Xy noqtesinin hor hansi Jx,—&x,+95[ (5>0) otrafinda yerloson biitiin x
noqtalarinda
Jx)< fx), (F(x) 2 fx)) (1)
boraborsizliyi ddonilorse, onda deyirlor ki, f(x) funksiyasmm x, noqtosindo lokal
maksimumu (minimumu) var. f(x,) adodino funksiyanin lokal maksimum (minimum)

giymati deyilir. Funksiyanin lokal maksimumuna vo lokal minimumuna birlikdo
funksiyanin lokal ekstemumu deyilir.

Teorem (Lokal ekstemumun varhg iiciin zoruri sort). Ogor diferensiallana
bilon y=f(x) funksiyasinin x=x, noqtosindo lokal ekstemumu varsa, onda onun

toromosi hamin noqtads sifra barabardir, yoni f1x,)=0.
Miioyyan olmagq ii¢iin x = x, noqtesindo f(x) funksiyasinin lokal maksimum
qiymat aldigim forz edok. Onda ixtiyar1 kigik Ax artim tigiin
f(xo +4 X)S fxy) e f(xo +4 x)—f(xO)S 0
f(xo +4 x)—f(xo)

Buradan iso Ax > 0oldugda y <0 aling.
X
Ax < 0oldugda S+ LZCX)_ ) >0 alirig. Bu bobarsizliklords Ax —0 sortinda
limits keg¢sok alariq:
. Ax)— "
Alvl:nof(xo+ Ax) f(XO):f(xo)SO, )
Ax>0
S+ ax)-f(xy)
S e O
Ax<0

(2) va (3) barabarsizliklori birlikdo yalniz f/(x,)=0 oldugda dogrudur.
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Verilmis funksiyanin bohran noqtasinda lokal ekstemumun giymatinin oldugunu
yoxlamagq liciin kafi sortlor verok
I-kafi sort: y=f(x) funksiyasi x=x, bohran noqtosinin miioyyon otrafinda

kasilmayan vo homin otrafda (x,- noqtasi miistasna ola da bilar) diferensiallanandirsa,
onda:

1. funksiyanmn f(x) toromosi x<x, oldugda f(x)>0 vo x>x, oldugda iso
f1x)<0 olarsa, homin ndqtods funksiyanin lokal maksimumu var;

2. funksiyamin f7(x) toromosi x<x, oldugda f(x)<0 vo x>x, oldugda iso
£(x)>0 olarsa, homin ndqtods funksiyanin lokal minimumu var;

3. Ogor f1x) téromasi x<x, vo x>x, olduqda isarosini doyismirso, onda x,
noqtasinda funksiyanin lokal ekstemumu yoxdur.

II Kafi sort: Ogor x, noqtosinin miioyyon otrafinda toyin olunmus y= f(x)

funksiyasinin x, noqtosinds ikinci tortib téromosi varsa vo f”(x,)=0 vo ¢(x,)# 0 -dirsa,
onda:

1. f"(x,)<0 oldugda funksiyanin x, ndqtasinds lokal maksimumu vardir;

2. f"(x,)>0 olduqda funksiyanin x, noqtasinds lokal minimumu vardir.

III Kafi sort. Ogor y = f(x) funksiyasinin x, bohran ndqtasinda n-ci tortiba qodor
f,(xo) = f”(xo): f”,(xo) == f(n_l)(xo) =0,
A (n)(xo) #0
toromolari varsa, onda:

1. n ciit adod va f"A(x,)<0 oldugda funksiyanmn x, ndqtosinds lokal maksimumu
var;

2. n ciit odad vo f (”)(x0)> 0 oldugda funksiyanin x, noqtasindo lokal minimumu
var;

3. n tok adad oldugda funksiyanin x, ndqtasinds lokal ekstemumu yoxdur.

kasilmoayon vo (5)  sortlorini 6doyon

15. f(x)= x* —8x +22x* —24x +12 funksiyasimn lokal ekstremumlarm tapin.

F(x)=4x® —24x” + 4dx — 24 =4(x* — 6> +11x = 6)=4(x* = x? )= (5x> = 5x)+ (6x — 6)] = 4> (x = 1) -
—sx(x = 1)+ 6(x —1)]=4[(x = 1)(x? = 5x + 6)]=4[(x — )(x = 2)(x = 3)]= 0= x, =L;x, =2;x, =3.

f(x)=12x*-48x+44 olur vo buradan f7(1)=12-48+44=8>0 oldugundan f(x)

funksi-yasini x=1 noqtosinds lokal minimum qiymot o
£ () =1-8-1+22-1-24+12=3.

72)=12-4-48-2+44=—-4<0 oldugundan f(x) funksiyas: x=2 noqtosindo lokal
maksimum qiymot alir: £, (2)=4-2°-24.2°+44.2-24=4,

f(3)=12-9-48-3+44=8>0 oldugundan f(x) funksiyas: x=3 noqtosindo lokal
minimum giymot alir: £, .(3)=3.

16. Qabariq va c¢okiik ayrilor. 9yrinin ayilma noqtasi
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Miistovi iizorindo y = f(x) funksiyasinin oyrisini gétiirok vo f(x) funksiyasimin
diferensiallanan oldugunu forz edok. Onda oyrinin Ja;5[ intervalina uygun biitiin

noqtalori, bu noqtolordoki oyriys ¢okilmis istonilon toxunandan asagida (yuxarida)
yerlosirso, onda |a; 5[ intervalinda oyri qabariq (¢okiik) adlanur.

Teorem. Tutaq ki, f(x) funksiyasmn Ja;5[ intervalinda sifirdan forqli iki tortib
toromosi vardir (f{x)#0). Onda:
1) f”(x)<0 oldugda f(x) funksiyasi ]a;[ intervalinda qabariqdir;
2) f7(x)>0 oldugda f(x) funksiyas1 Ju;5[ intervalinda cokiikdiir.

9yrinin dyilmo noqtasi
Kasilmayan ayrinin gabariq hissasini ¢okiik hissasindon ayiran ndqtoys ayrinin
ayilma noqtasi deyilir.
9yilma noqtasinin tarifindon aydindir ki, bu néqtads toxunan ayrini kasir, ¢iinki
bu noqtadon bir torafdo oyri toxunandan yuxarida, digor torofdo oyri toxunandan
asagida yeralsir.
Oyilma noqtasinin varlig i¢iin zoruri vo kafi sortlori geyd edak.

Zoruri_sort. y=f(x) funksiyasinin x=x, noqtosinda

ikitortibli kosilmoz téromasi varsa vo M(x,, f(x,)) ndqtasi onun
grafikinin ayilmo noqtasidirss, onda f"(x,)=0 olur.

17. 9yrinin asimptotlar1. f(x)= funksiyasinin maili asimpitotunu tapin.

x> +1
2x

lim f(x)=oc0vo lim f(x)=oco sortlorindon he¢ olmasa biri donirsa x=x,
x—xy—0 x—=x,+0

saquli asimpitotdur. y=kx+b maili asimpitotdur.

k = lim 2 b= lim[f(x)—kx]
X—oo X X—>o0
x*+1 . o
f(x)= el funksiyasimin maili asimpitotunu tapin.
x_
2
k=tlim L o i XL 1
X X xoe Qx —x 2
2 2 )
b= lim[f(x) = kx] = lim| =L L] 2 jj 2XF2720 X
X—3o0 xoe| 2x—1 2] xoe 2(2x—1)
. ox+2 1
= lim =—
xmedyx—2 4
“Laed
YTy
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l—x+x°
18. f(x)=—— 5 funksiyasim [O 1] parcasinda an boyiik vo an Kicik
1+ x—x°
gqiymatini tapin.

’

f,(x):(l—x+x2J _ (2x—1)(1+x—x2)—(1—2x)(1—x+xz)_

L+ x—x* (1+x—x2)2
Cx=i+x—+1-x+2?] (2x-1p2
I+ x—x’ (1+x—x2)2
f(x)=0
1
X==
2
f(x)<0 f(x)>0 x= %minumum noqtosidir.
O<x<l l <x<lI
2 2
I—x+x
f(0)=( )
1+ x—x*
l—x+x7
f(l):—z =1
I+x—-x7|
oty s 1 5-2
f(l)_ﬂ 12 4_4 2__4 _3
2 1+x=x2 1 , 1 13 1 6-1 5
== [ R —
2 2 4 2 4 4
Max f(x)=1 min f(x) = % funksiyanin arasdirilmasi.

19. Qeyri miidyyan inteqralda inteqrallama iisullari

(dayisoni avozetmo iisulu)

Qeyri-miioyyan inteqrallarin hesablanmasinda doyisoni avazetma iisulu asas iisullardan biridir.
Inteqrallamada mabhirlik ¢ox zaman doyisoni elo olverisli ovoz etmokdon ibarot olur ki, bunun
naticasinda verilmis inteqral olduqca sadslosir vo asanliqla tapilir.

Tutaq ki,

[/ (x)ax (1)

inteqralin1 tapmaq lazimdir vo f (x) funksiyasi ii¢iin ibtidai funksiyanin varligini bilirik, lakin onu
birbasa tapmagi bacarmiriq. Bu halda
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x=¢(t) 2)

gotiirmakla doyisoni ovoz edirik. Burada (p(t ) funksiyasi kosilmaz toromasi va tors funksiyasi olan

funksiyadir.
(2)-dan
dx =gz Mt 3)
alirg. (2) vo (3)-i (1)-do nazors alsaq
[ /(x)dx = [ 1lp(o)]- ¢'(e)ar )

alirq. (4) borabarliyinin dogrulugunu gostarmak iiciin (4)-iin sol va sag toraoflorinin diferensiallarinin
biri-birino barabor oldugunu gostormok kifayotdir.

(4)-don d| f(x)dx = f(x)dx = flp@)]- ¢(D)dr  (5)

)-don d([ 1lp()] ¢(0)dt)= o)) (1)t (6)
(5) va (6)-dan (4)-iin dogrulugu alinir. Qeyd edak ki, (4) diisturuna geyri-miioyyan inteqralda
doyisoni ovozetmo diisturu deyilir. (4) boraborliyinin sag torofindoki inteqrali hesablandigdan sonra
yenidon x doyisoning qayitmagq liclin x = (p(t ) ovazlomasindan ¢ dayisoni yerind onun x-lo tapilmis
ifadasini yazmaq lazimdir.
X = (p(t ) funksiyasinit segmok {iciin timumi iisul yoxdur, bunu elo secmok lazimdir ki, (4)-iin
sag torofi imumiyyatlo sol torofindon sado olsun.

(arctgx)'”
20) _[ d

1+ x> tapmali
d
Holli [ =arctgx = dt = a >
' 1+x
(arcl_g)loo 100 l_l()l (arcl_g)l(n
—=" dx=|t "dx=—+c="—""-"—
Onda j 1+ x2 J 101 101

21) j 14 2 Inteqralim hesablayin

4 — —_
Jlx_l_cj; :J(x1+1x+ld Ix +1)(x 1dx+j

3
=j(x2 —1)dx+arctgx+C =%—x+arctgx+€

COS2Xx

22 dx j lim hesabl
) _[ cos? xsin’ x nteqralini hesablayin
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J- cos2x dx:J-coszx—sinzxdx:I 1 a’x—f 1 dx =

cos” xsin” x cos® xsin’ x sin” x cos’ x
=—ctgx—1tgx+c
23) ISin7x -Cos°xdx inteqralim hesablayn
Cosx =t
— Sinxdx = dt
(a-b) =da° —3a*b +3ab* - b°
.7 6 . . 6 6
ISm x-Cos xdxszmx-Sm x-Cos’ xdx =
3 3
=ISinx(1— Coszx) -Cos ® xdx = —j (l—tz) t°dt =
:—_[(1—3t2 +34 —10) 10t = —I(té —3% 43¢0 =) dr =
7 9 11 13 13
= —t—+3L—3t——t—+C =—1C0s7x+lCosgx—iC0s“x — Cos "x +C.....
7 9 11 13 7 3 11 13

.2 X
24). f (x) =1-2sin’ 5 verilir . F(x) —i tapmal .

Holli. F'(x)= f(x)= F’(x)=1-2sin? % — cos? > +sin> f—ZSinzg

2 X

x . :
=cos’ = —sin 5 =cosx= F(x)=sinx+C

25) Qeyri miidyyon inteqralda hissa-hisss inteqrallama iisulu

Qeyri-miioyyon inteqrali tapmagq iiciin osas iisullardan biri do geyri-miioyyan inteqralin hisso-
hissa inteqrallanmasi iisuludur.

Tutaq ki, u(x) vo Wx) funksiyalar ]a;b[ intervalinda inteqrallanandir vo bu intervalda
Wx)-1(x) funksiyasmin ibtidai funksiyasi vardir. Onda ]a;b[ intervalinda u(x)-v'(x) funksiyasinin
da ibtidai funksiyas1 vardir vo

.[u(x) vV (x)dx = u(x)-v(x)- J-v(x)' u'(x)- dx (7)
diisturu dogrudur.

(7) diisturuna geyri-miioyyon intervalda hissa-hisso inteqrallama diisturu deyilir.

V(x)- dx = dv,1(x)- dx = du oldugundan (7)-ni asagidak sokildo yaza bilorik:
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J-u'dv=u'v—jv'du. (8)
(8)-in sag torofindoki Iv-du inteqrali, tmumiyyatls, (8)-in sol torofindoki [u-dv -

inteqralindan sado oldugda hisso-hisso inteqrallama olverislidir.

(7) diisturunun dogrulugunu gostarak:
[ax)- v(x)] = () v(x) + v () - ulx) )
oldugunu bilirik. (9)-un her terefini dx-9 vuraraq, inteqrallamaqla

j[u ] dx = .[ o' (x )dx +J- v (x)dx vo yaxud
u(x) v(x)= Iv(x) du(x)+ j ( )- dv(x) alarq.
Buradan iso j u-dv=u-v— j v-du.olur. Yoni (7 ) diisturu dogrudur.
Qeyd edak ki, j p(x)- f(x)dx inteqralinda p(x) coxhadli, xiisusi halda p(x): x" oldugda va

f(x) funksiyasi iso €™, sinax, cosax,Inx,arcsinx,arccosx, arctgx ,arcctgx soklindo oldugda
(7) diisturundan istifado olunur, yoni hisso-hisso inteqrallama aparilir.

Burada 1) I plx)e” “dx, I p(x) sinaxdx I p(x)cosaxdx inteqralini hisso-hisso inteqrallayarkon

u=p(x) vo e™dx, sinax-dx ,cosax-dx ifadolorini dv ilo isars etmok lazimdir.

2) .[ px)Inx-dx, J- p(x)aresinxdx .[ p(x)arccosxdx, J- p(x)arclgxdx,J- p(x)arcctgxdx
inteqrallarin1 hissa-hisso inteqrallamaq tgiin /nx,arcsinx ,arccosx,arctgx ,arcctgx vuruglarini
u(x)-lo vo p(x)-dx = dv ilo isars etmok lazimdur.

3)) J,= .[ e®cosPx-dx, J,= .[ e® -sinf x-dx integrallarim  hisso-hisso  integrallamagq
qaydasin verak. Mosolon, J, = J.e“ ~ 'cos,Bxdx inteqralini tapag.
u=e"" oldugda du=o0e™ -dx alariq.
dv = cosfxdxoldugda v = I cosPxdx = ésinﬁx olur.

Onda bunlara osason J, -don aliriq:

1 o
J,=—e" " sinfx—— | e* " - sin Pxdx . (10)
"B ﬁj

(10)-nun sag tarafindaki inteqrali yena do hissa-hisso inteqrallayaq'

u=e""-dan du=ae™ -dx alarq.
dv = sinfxdx -don v = —é cosPx alariq.
Bunlara asasan (10)-dan alarq:

1 1 ’
J,=—e"" -sin x—a—(—ﬁe‘” - COS xj—a—zj.e” -cosPx - dx va yaxud

B B B
1
2 .
(I +a—2le =2 cos,B)ch-;- Psinx olur. Buradan isa
2 .
P J, = et %% P+ fsin px olur. Buradan da
ﬁZ 1 ﬁ 2
Jl=Iemcos,b’xdx:ew‘-aCOS’Bf+’BZSln’Bx (11)
a + [
Eyni qayda ils
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J2:J-e”'sin,ﬁxdx:e”-asmﬁ);_'gczosﬁx+c (12)
o+
alariq.

2) J' dx

5—4sinx+3cosx

X 2dt
te==t dt =
g2 1+1¢2

1—1¢?

Inteqralim hesablayin

sint =

! t
COST =
t2

2dt

dx 1+¢° dt
_[ . :_[ 2 _2_[ 2 P
5—4sin x+3cosx 2t 1-1¢ S5+5t7 -8t +3-3¢
5-4——+3 5
1+1¢ 1+¢
dt dt dt 1 1
=— +c=-—

_2‘[2t2—8t+8 th2—4t+4 ZI(I—Z)Z =2

X
te ¥ -2
&5

27.J.xe dx inteqralim tapin.
Hollii Y=x=du=dx

e'dx =dv = Idv = Iexdx > v=e
Onda Jxexdx = xe” —Iexdx =xe'—e +c=e'(x—-1)+c

In sin x

dx . _hi .
28). j cos’ x Hisso-hissa inteqrallama
Iudv = uv—J.vdu
In si . ‘ ‘
,[ :(i?;dx:lnsmx-tgx—jtgx-ctgxdx:lnsmx.tgx—jdx =Insinx-1gx—x+c¢
dx
Insin x = ; =|dv
nsinx=u : Icoszx j
C?Sxdx:du ; tgx = v
sin x

29). Miiayyon inteqralin xassalorini yazin.

L [ W =o;
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b c b

3. [ fx)de=—[ flx)de+ [ f(x)dx

a o c

b

4. [l = plolte= ] F(xt [ plakde

5. [ef (x)dv=c[ f(x)dx

a

b
6.a<x<b parcasinda f(x)=0= If(x)dx 20

b b
7. a<x<b parcasinda f(x)< g(x)= jf(x)dx < Ig(x)dx
8. f(x) funksiyas1 [a;b] par¢asinda kosilmoyondirso, bu parcasinda on kicik qiymoti -
b
m vo on boyiik giymoti —M alir vo m(b—a) < j flxdx<M(b—-a), a <b olur. Buna

miiayyan inteqralin qiymatlondirilmasi deyilir.
9. f(x) funksiyast [a;b] parcasinda kosilmoyandirss, onda elo c€ (a;b),(a)<c <b

1
b—a

b b
noqtosi vardir ki I flxdx=(-a)f(c) olur. j f(x)dx odadi f(x) funksiyasinin [a;b]

parcasinda orta qiymsati adlanir.
b
10. f(x) tok funksiya oldugda J' f(x)dx =0 vaciit funksiya oldugda

Tf(x)dx = 2jf(x)dx olur.

—a

b

30) . _[ (2x+3)dx=5 a+b =4 oldugunu bilsrak

b—a="?

(2x+3)dx=5

Qe
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(x2 +3x1z =5
(> +3b)-(a® +3a)=5
b*+3b—a*-3a=

5
b*—a*+3(b-a)=5
(b-a)b+a)+3(b—a)=5
(b-a)b+a+3)=5
7(b-a)=5

b—a=g
7

31). Miiayyan inteqralin taqribi hesablanmasi, diiz bucaqhlar diisturu

Qeyd edok ki, kosilmoyan f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasi molum olduqda

b
I f(x)dx integralin1 Nyuton-Leybnisin

[ £(x)dx = F(8)- Fla) 0

diisturu ilo hesablamaq olur. Lakin, kosilmoyon funksiyalarin ibtidai funksiyas: homiso elementar
funksiyalarla ifado olunmur.
Belo hallarda (1) diisturundan istifado olunmur vo ona goro miioyyan inteqrali toqribi

hesablamaq lazim golir. Masalon, SULY , cosx’ 1 ,exz, 1
X x lnx \/1 E

vo s. kimi funksiyalarin inteqrallari

(1) diisturu vasitasi ilo hesablanmur.

b
.[ f (x) dx inteqralini togribi hesablamagq iiciin:

1) diizbucaqlilar diisturu,

2) trapeslor diisturu,

3) parabolalar diisturundan (Simpson diisturu) istifado olunur. Bunlar1 ayri-ayriligda dyronok.

Diizbucaghlar diisturu.
b

Tutaq ki, [,6] parcasinda kasilmayan y = f(x) funksiyas: verilmisdir vo .[ f(x)dx

a
inteqralim taqribi hesablamaq lazimdir. [4,6] parcasim a = X, x;, x,,...,x, = b noqtalori ilo

b-a olar.

barabor hissays bolak. Har bir hissanin uzunlugu Ax =

n-1 n
1(x)= 20 (X)) = Y seees f(xx,) =y, isaro edok vo Y y,-Ax, T y, - Ax comlorini diizoldok . Bu
k=0 k=1
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comlardan har biri f (x) funksiyasi iiciin [a,6] parcasinda inteqral comdir, yoni j £(x)dx

inteqralinin taqribi giymatidir. Basqa sozls

(2)

[£(x)ax = b;"fyk 3)
k=1

a

olur. (2) va (3) diisturuna diizbucaqlilar diisturu deyilir. Diizbucaqhlar diisturu ilo J- f (x) dx

a

inteqralinm1 hesabladiqda Ax = b—a kicik oldugda xata kicik olur.

T

32).y =Insin x dyrisinin [E 5} parcasinda uzunlugunu tapin.

b
Holli. [ = _[\/ 1+(y ,)2 dx ayri qévsun uzunlugunun hesablanmasi diisturu

=Insinx = y = —— =ctgx
sin x
, 1
1+ (y )2 =4/1+ctg’x = cosecx = — Onda
sin x
7 %
l—J. dx —lntgz lntg——lntg——lnl—ln— ln\/_——1n3
,Vsmx 7 4 6 V3

“ J' \/7dx

1+ \/; inteqralin1 hesablayin.
1

Holli. £ =~/x = x =12 = dx = 21dt olar vo
x=1=1=t"=t=1,x=4=4=t>=t=2 Onda
CAlxdx  Ft-2tdt  _rtidt
=== =

ST T

2 2

jt 1_+1z+1d 2jt— dt+2j _ (%—tj

1

+2hfl+ =

1
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:2(2—2)—2[%—1}+21n3—21n2=1+In% olar.

xX+y+z A
34) f(X,y,Z)= 2 y2 2 Verilir.f(x’;’_zj-mtap.

X"+ + X
X+—+— 3
w 11 x  x2 x +x+1 !
HQHI. ’x’xz —x2+i+i x6+x2+1
x2 x4

35). I —cinov geyri-moaxsusi inteqrallarin xassalori

“+o0
I ndv geyri-moxsusi inteqrallarin asagidaki xassolorini qeyd edok. Bu xassolori j f(x)dx

geyri-maxsusi inteqrali iiciin geyd edak.

Xasso 1. [a,+oo[ WHTepBanbiHaa kacunmanaH f(x) dyHkcunackiHbIH M6TUAaN dyHKCMach

oo
F(x) onapca Bs Jim F(b) conny numuTy Bapca, oHaa jf(x)dx MblbblNaHAbIP BA
—>+o0

+j:°f(x) dx = lim F(b)— F(a) dogrudur.

b—>+oo

Bu diistur I n6v geyri-moxsusi inteqral {i¢iin Nyuton- Leybnis diisturudur.

+oo +oo
Xassa 2. .[ f(x)dx vo J-(p(x)dx inteqrallar1 yigilandirsa, onda istonilon o vo B adalari iiciin

400
“af (x)+ B(p(x)]dx inteqrali da yigilandir.

Xassd 3. u =u(x) vo v=v(x) funksiyalarmin [a,+oo[ intervalinda kosilmoz téromalori varsa,
+oo
I v-du qeyri-moxsusi intervali yigilandirsa, /fim u(b)v(h) limiti vardirsa vo sonludursa, onda

b—>+oo
a

+co
.[ u-dv geyri-maxsusi inteqralt yigilandir vo

a

fu -dv = blz'm u(b)v(b)—ula)v(a)- fv du 4)

diisturu dogrudur.
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Xassa 4. f(x) funksiyasi [a,+oo[ intervalinda kosilmoyondirse, x =@ ) funksiyasinin [oc,B[,
(0t <P < +00) yarim intervalinda kesilmoz tdremosi vardirsa vo a=@a)< (s )< < lin?3 olr )=
t —

~+oo
miinasibati dogrudursa, onda I f(x)dx inteqrali yigilandir vo

a

T flx)dx = l}f [o(0)]- ¢/(¢) it 5)

diisturu dogrudur.
36). II n6v geyri-moxsusi inteqrallar

Tutaq ki, f(x) funksiyas: [a,b[ intervalinda toyin olunub vo kesilmozdir. Lakin x=b
b—e
noqtosinds kosilondir. Onda /im j £(x)dx limiti varsa vo sonludursa, bu limito II n6v geyri-
g —0

moxsusi inteqral deyilir vo
j f(x)dx = llm j f(x (1)

soklindo yazilir. Bu halda inteqral vardir vo ya ylgllandlr deyirlor.

ogor lzm b f f(x)dx limiti yoxdursa vo yaxud sonsuzlugdursa, onda I f(x)dx yoxdur vo ya
dagilandir dey1r13r. '

Ogor y=f (x) funksiyast Ja,b] intervalinda toyin olunmus vo kosilmoyondirss, x=a
noqtasinds kasilondirse, onda Flll_’l;l j’. f dx limiti varsa vo sonludursa bu limits Ja,b] intervalinda II

a+te

nodv geyri-moaxsusi inteqral deyilir vo

J- x)dx = lim J- fx (2)
e =0
a ate
b
kimi yazilir. Bu halda da I f(x)dx yigilan adlanir.

b b

ogor limO .[ f(x)dx limiti yoxdursa, yaxud sonsuzlugdursa, onda .[ f(x)dx inteqrali digilan
& —>
ate a

adlanir.
Ogor [a,b] parcasinin bir x=c¢ noqtosindo f(x) funksiyas1 kosilondirso vo [a,c[, ]c,b]
intervallarinda toyin olunmus vo kosilmoyondirso, onda

b c—¢ b
jf(x)dx = Sll'TO J‘f(x)dx+gliT0 ,J‘f(x)dx. 3)

b
(3) barabarliyinin sag torafindoki limitlorin haor biri vardirsa vo sonludursa, I f(x)dx inteqrali

yigilan adlanir.
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(3) boraborliyinin sag torofindoki limitlorin he¢ olmazsa biri yoxdursa yaxud sonsuzluqdursa
b

onda (3)-iin sol torafindoki .[ f(x)dx inteqrali dagilan adlanir. IT n6v geyri-moxsusi inteqrallarmn
bozi xassalorini geyd edok.
Xassa 1. [a,b] intervalinda kosilmoyon f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyas: F(x)-dirso, onda

}f(x)dngliTOF(b—e )—F(a) 4)

Nyuton-Leybnis diisturu dogrudur.
Xassa 2. u=u(x) vo v=¥x) funksiyalarmimn [a,b[ yarimintervallarinda kesilmoz tromolori
b—¢
b
varsa vo lz'mo u(b—e )v(b-e), limO vdu — .[ u-dv limitlori vardirsa vo sonludursa, onda J. udv 11
& = & = a
a

nov geyri-moxsusi inteqrali vardir vo

b b—¢
judv: lim()u(b—s )-v(b—s )—u(a)v(a)— lz'mo vdu  (5)

diisturu dogrudur.

37). Coxdayisonli funksiya va onun limiti. Tokrar va ikigat limitlor.

Tutaq ki, G ¢coxlugu xy miistovisinin néqtalar ¢oxlugu vo haqiqi z adadlorin F
coxlugu verilmisdir.

Torifl. G ¢oxlugunun her bir M (X, ¥) néqtesine F coxlugundan miioyysn

z= f(x,y) adodini garst goyan f uygunluguna G coxlugunda toyin olunmus vo
qiymatlari F ¢coxluguna daxil olan funksiya deyilir

Torif Tutaq ki, sonlu A ododi M (X, y,) >0
noqtasi va istonilon adadi ticiin elo
o) G
odadi var ki,  ¢oxlugnun
O0<pM,M,)<o
(1)
M=(xy)eG
Borabarsizliyini 6doyan biitiin noqtalorinda
[f(M)-Al<e
4)
M—->M, G
Miinasiboti 6donilir.Onda A adadino sortindo  ¢oxlugu iizro f
M —M,
funksiyasinin limiti deyilir.A adadinin G ¢coxlugu iizra sortindo f

funksiyasinin limiti olmasini

A}L%Of(M)ﬂggf(x,y):A

Y=o (2) kimi yazilir.
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2 2
Torifdoki 0< p(M, M) <0 . O<\/(x—x0) +(y—y,) <6
ovazing vo yaxud
x=x,|<d |y=y,< o
barabarsizliklarinin yazmagq olar.

X
Ikidoyisonli funksiyalarin x vo y arqumentlori novbailo ,  ododloring

lim lim f(x, y)
yaxinlagdigda da limitindon danigsmagq olar. 0 Y7 limitino funksiyanin
tokrar limiti deyilir.Sonuncu ifadeds limitlarin yerini doyismaklo miixtalif tokrar
lim lim f(x,y) lim lim f(x, y)

limitlar almagq olar. *~% 77 Y=Y X%

Teorem 1 C= }1_{2 f (x’ Y ) Ikigat limiti varsa, y-in geyd olunmus qiymotindo x
Y=Y

doyisonino nozaoron }g{} f (x, Y ) limiti varsa, onda A= lim lim f (X, Y) tokrarlanan

y%yo )C—))CO

limitids var va ikiqat C limitine barabardir.
Umumiyyatlo G oblastinda toyin olunmus f (X, y) funksiyasinin M (XO » Yo )

=l : o C . }
¢ XHQ f (x y ) ikigat limiti varsa x voy —in geyd olunmus

Y=o

limit noqtasinda

qiymatlarinda, uygun olaraq lim f (X, y ) \&) lim f (x, Y ) limitlori varsa, onda

hm flx,y)= hm hm f(x, y)— lim lim f (x y) barabarliyi dogrudur.

X—=Xg Y=o
y—>)’0
—2y
38). flx.y )_ +3y funksiyasmnin 0.0) noqtasindo, tokrar vo ikigat limitini tapin.
. x—=2y
Avvalco liM ikigat limitini tapaq:

30 x+3y
Forz edok ki, M (X, y) noqtasi 0(0;0) nogtasing yaxinlagir. Onda x vo y —in y=kx

diiz xatti lizro doyismasina baxaq (k a 0)

x—2y x—2kx . x(l-2k) 1-2k
lim = lim 1m =
0 x+3y 20 x+3ke =0 x(1+3k) 143k

Goriindiiyii k1m1, notico k-nin se¢ilmoasindon asili olaraq, doyisir (yoni limit yegano

deyildir). Demali, M (x, y) - 0(0;0) -da baxilan limit yoxdur.

Tokrar limitlori tapagq.
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. - -2-0 . )
Iim lim X = hmx— = hmz =liml =1
x—0 y—0 x+2y x—0 x+30 x>0 x x—0

x=2y 0-2y 2

lim lim =lim
=0 %20 x 43y =0 0+ 3y 3

39), lm——m—— /7 limitini, limlim——=—— va limlim——=—= tokrar
) );183 2 150 0y—=03 _ xy+9 }—>Ox—>03 \/7
limitlorini tapin.

Hollj: 1im il =lim (3+ vxy+9)_

x%03 )Cy+9 ;:())0 9_(Xy+9) =

y—0

xy(3+1/xy+9) o 3+4Jxy+9 343

=lim = hn(} = =-6
- — Xy - -1 -1

3+./xy+9
mlim——2 —qimlim oYY i3t
x50 y-0 3 Xy + 9 x—0 y—0 -1 =0 —1]
3+ +9
imlim——2 —fimlimo Y i3t
y—0 220 3 _ xy + 0 y—0 x—0 -1 y—=0 —1]

40 . u= In (x*-y?) funksiyasimnin M, (2;-1 ) ndqtesinds xiisusi toremalorini tapmali .

(=) 2 , 4 4
Holli : ) =~ ). 2 W (2-1)=—2 =

(xz_yz) (xz_yz) 1 g
2
u (x Yy )y —2x , ~2(-1) 2
y = 2;-1)= =—
o) “heoy)  EE S
41 : z= In(x*+y*+1) verilir. 2”yy=2"yx oldugunu gostarin.
Halli :
Z,_(x2+y2+1)x_ 2x o = 2x o =2x2y 4wy
Xy 4+l Pyl T i+ (x2+y2+1)2 (x2+y2+1)2
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4

, (x +y +1) 2x ” _( 2x j' —4xy

< —Z

N e kT B S e | (x> +y2)
.=z 4%y
. N = X = alariq
Demoli, “x y (x2 + y2 + 1)2 )
42  z=x"y’ verilir. d’z-i tapmal.
dz d°z
Holli : - =2xy" == 7 =2y’
2 2 ’
dz _0d7z =(2xy2)y 4y
oxdy dyox
%) 9’
—Z:2x2y %—§=2x2
dy dy
0’z 0’z 0’z
d’z —dx + 2—dxdy+—dy =2y°dx” +8xydxdy+2x*dy”
ox’> 0zdy dy”

n!

43. Dalamber slamatinagors siranmin yigilan olmasim arasdirin. Z T
Holli: v,=— "y, =_+D!
T3+ 3" (n+2)

n 2
/= 1im Y — i (n-tl)S (n+l):1im(n+1)(n+l):hmn +2n+1 _
ne U poo 31 (n+2)-n! n>= 3(m+2) o> 3n+6

n+2+l
n

= o0

= lim 6

3+
n

C: [ = cooldugu iiciin verilimis sira dagilandur. .
44 Kosinin inteqral slamatino gora siranin yigilan va ya dagilan olmasim

1
arasdirin: 2 m

n=l1
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[ dleim?(l—ljd — tim(infd — Infx+1)| =
1 x(x+1)

boei X  x+1 b—eo |
Holli: b b 1
:limln—\ =lim| In/———-In— |=
b x 41 b=\ [D+1 2
=—lnl=1n2<oo
2

Demaoli verilmis sira yigilandir.

45 Kosinin inteqral dlamating gora siranin yigilan va ya dagilan olmasim

arasdlrln Z \/31’17
T dx = lim dx =lim—
Holli: { J3x-2 b—>°°'[ N3x— b—eo 3 '[ 1vV3x
= lim — («/ 3b—2—-1)=c

b—e 3

d(3x 2)= hm—\/3x \

Cavab : Verilimi sira dagilandir.
46 = 3"(n+1) sirasinn yigilma radiusunu tapin.
1 1

a :‘444444*,an =
Holli: " 3"(n+1" """ 3"(n+2)

n+l1
R = lim|-% | = fim>__**+2)| _ 1im3(1+Lj=3
noeslg | noe 3M(n41) | onoee n+1
Cavab : R=3

47 =l n(n+1) grasin yigilma radiusunu tapin.
4 = 1 1
Holli: " nln+ 1)~ (a4 D(n+2)

R = lim|-% =lim(n+1)(n+2)=lim(l+2j=1
o] A e+ | el
Cavab :R=1
o 3y

4 - .
n=l A 2 sirasinin yigilma radiusunu tapin.
3l’l+1

Holli: \/7 Gt = Ty
311 /2n+1
N

G —hm —hml\/i \/—

= lim
n—eo| g




49. xy’ -y —1=0 ddyisanlarina ayrilan tonliyin iimumi hallini tapin.

(L mly+1)=mfx|+e, =
X

50. (x* +1) y’—xy =0 doyisenlorins ayrilan tanliyin iimumi hollini tapin.

R=2
Cavab. 3
xd—y:y+1:> dy :d—x:j
dx y+1 X
Holl
ln|y+l| = ln|x|+ln|c| = ln|y+l| = 1n|cx|
y+1=cx
y=cx-1
Cavab : y=cx-1.
Holli:
(x> + 1)y = xy =0
dy
2+ =
(x )dx xy
dy _ Zx dx
y x4+ 1
dy X
el B e
y x° + 1

ln|y|=;—ln(x2+1)+cl
In[y|=I ~x?+ 1+ In|c|
ln|y|=ln‘cx/x2+1‘

y = ¢ x? + 1

Cavab: y=cvVx* +1
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