Riyaziyyat-1

. a= (2 ;351 ) b= (5,‘7,'0) c= (3 ;2.4 ) vektorlarinin bazis omalo
gatirdiyini gostorin vo d = (4 ;12,3 ) vektorunu bu vektorlar iizro xotti

kombinasiyaya ayirin.
Holli.

Xotti  asililigin  torifine  goro Alc_l + ﬁzb + 235 =0 boraborliyi
}Ll = /12 = /13 =0 oldugda 6donarss onda a,b v c vektorlar1 bazis omola
gotirir.
Verilonlari nazars alsaq

24, +54, +34, =0

34, +74,-24,=0 tonliklor sistemini alariq.

A +0-4,+44, =0

Uciincii tonlikdon 4, = =44, ovozlomosini digor iki tonlikde nozers alsaq

{— 84, +54, +34, =0

54, -54,=0 (4, -4,=0
=
—124,+74, =24, =0

olar. Buradan {722 144, =0 A =24 =0

torof-torofo ¢cixcaq 4, =0 alariq. Demoli 4, =0 oldugunu digor tonliklordo
nozors alsaq ﬂq = /12 = /13 =0 alariq.

Demoli bu vektorlar bazis omala gatirir.

d vektorun @,b vo C vektorlar iizro xotti kombinasiyasini tapmaq

ucliin
4@+ b +A,;c =d tonliyini hall etmaliyik.

24, +54,+34, =4
Verilonlori nozors alsaq 34 +74,-24 =12 glanq.
A +0-4,+44,=-3



Axirinci tonliyi oldugu kimi saxlayib -2 —ya vurub 1-ci tonlikla, -3-5 vurub 2-ci
A +0-4,+41, =3 A +0-4,+44, =3

tonliklo toplayaq. 51, -54,=10 = A=-A=2
74, —144, =21 A, —-22,=3
Ikinci vo iiciincii tonliklori torof-toraf cixsaq Ay =-1 alariq.

Bu qiymoti 2-ci tonlikde nozors alsaq 4, +1=2=4, =1 olar. 4, =1

oldugunu 4, +44, = =3 tonliyinds nozors alsaq 4, =1 alarq.

Demoli yeni koordinatlar @ (1212_1) olar. Yoni d =a+b—¢

xotti kombinasiya alinar.

2. a=(2-2)ve b= (2 ;=1 ) vektorlarinin bazis omslo gotirdiyini

gostarin. c= (2 4 ) olarsa, p = 2a—b + ¢ vektorunu a vs b vektorlar:
tizro ayrilisini tapin.

Holli.

@ vo b vektorlarmim bazis smolo gotirdiyini yoxlamaq iiciin 4@ + 4,b =0
24, +24, =0

oA~ A, =0 sistemini alariq.

boraborliyindon {

Torof-torafo toplasaq 4, =0 alariq. Yerino yazsaq ﬂl =0 olar.

Demoli, torifa gora a vo b vektorlari bazis amolo gotirir.

P vektorunun koordinatlarim tapaq.

P =2(2:-2)— (2i-1)+ (2:4) = (4:-4) - (2-1) + (2:4) = (431)
Xotti ayrilis tigiin 4,a + Ab =P sorti 5denmolidir.

{221 +24, =4

24 -4, =1 sisteminda tonliklori torof-torafo toplasaq 4; =3
=

alariq. Digor tonlikdo yerino yazsaq 24, +2-5=4=24 =—6= 4, =-3
alariq.

Demoli, p =-3a + 5b alnar.



3. R"- do xotti asili olan vektorlar haqqinda teorem va isbati.
Holli.
Teorem 1. G,,a,,...,a, vektorlarinin xatti asili olmasi {iglin zoruri vo kafi sort

bu vektorlardan he¢ olmazsa birinin yerds galanlarinin xotti kombinasiyasi
kimi gostorilmosidir.

Zorurilik. Forz edok ki, 4,.4,,....a, vektorlar1 xatti asihidir. Yoni, (2)
boraborliyi A,,A,,...,A, adadlorinin biri (masalon, A,) sifirdan forqli olduqda
dogrudur. Onda (2) beraborliyinin hor torafini A —o bdlsak a, vektorunu

digorloari ilo asagidaki kimi ifada edo bilorik:

a,=—a--—2a,—..——2%q,,. 4)

Burada, o, = —% (z

m

=1,m- 1) kimi isars etsok, onda (4) barabarliyini

a, =o,d, +0,d+..+0 d (5)

m m=1"m-1

soklindo yaza bilorik. Bu iso o demokdir ki, a, vektoru a,a,,..,a

m m—1

vektorlarinin xotti kombinasiyasi kimi gostorils bilir.

Kafilik. Forz edok ki, 4,,d,,...,a, vektorlarindan biri (mesalon, G, ) yerdo
galanlarmin xotti kombinasiyasidir. Yoni, (5) baraborliyi dogrudur. Onda (5)
borabarliyini

o i, +a d,+...+a, ,d,_ +(-1)d, =0 (6)
kimi yazsaq, o, =—1#0 oldugundan torifs asason 4,,d,,...,a, vektorlarinin xatti
asili oldugunu aliriq.

Qeyd edok ki, ogor a,a,,..,a, vektorlarinin he¢ olmazsa biri sifir
vektordursa, onda bu vektorlar xotti asihidir. Dogrudan da forz etsok ki,
i =0.0nda A =1, A, =A,=..=A_ =0, gotiirsok, (2) barabarliyi ddanir.

Yoxlamagq olar ki, 4,,4,,...,a, vektorlarinin bir necasi xatti asilidirsa, onda

PERD

bu vektorlarin hamisi xatti asilidir.



2 -1 4 34 1 4 2 3
4. A=|1 3 5|,B=|2 3 2|, C=|-1 1 -2|matrisloritizorinds

2 3 -1 | -1 -2 2 -1 1
qruplasdirma ganununun ((AB)C = A(BC)) dogrulugunu yoxlayin.
Holli.

2 -1 41\3 4 1 8§ 1 -8
AB=|1 3 5|2 3 2 |=|14 8 -3
2 3 —-1A1 -1 =2 11 18 10
8 1 —8)(4 2 3\ (15 25 14
(ABYC)=|14 8 —3||-1 1 -2|=|42 39 23
11 18 10 2 -1 1 46 30 7

34 1Y)yY4 2 3 10 9 2
BC=2 3 2 |-1 1 =-2|={9 5 2
I -1 =22 -1 1 I 3 3
2 -1 4310 9 2 15 25 14
(ABC)=|1 3 5|9 5 2|=(42 39 23
2 3 —-1IA1 3 3 46 30 7

((AB)C = A(BC)) -nun dogrulugunu yoxladiq

5. Determinant anlayisi. Minor va cobri tamamlayici. Determinantin
xassoalori.
Holli.

n tortibli 4, kvadrat matrisinin a; elementinin yerlosdiyi i-ci satri va j-ci

nxn

siitunu sorti olaraq sildikdon sonra galan elementlorin omolo gotirdiyi n —1

tortibli kvadrat matrisin determinantimi M, ilo isars edok. M; -ys a;

) )

elementinin minoru deyilir. Bu halda

Z (_ 1)1+j alelj = a11M11 - a12M12 +..+ (_ I)HH alann (7)

J=1

comino 7 tortibli 4, , kvadrat matrisinin determinanti deyilir.

nxn



Xassa 1. Determinantin biitiin satirlorinin onun uygun némrali siitunlari

ilo yerini doyisdikdo determinantin qiymoti doyismoz. Yoni,

app dpp---ayy ajp Azp---Qyg

Ay Appe--lpy| (A Aoy lyp| - (1)

sonraki xassolorini ancaq sotirlori vo ya ancaq silitunlar1 {iiclin sOylomok
kifayotdir.

Xassd 2. Hor hansi determinantin ixtiyari iki sotrinin (siitununun) yerini

doyissok, onda determinantin yalniz isarasi doyisor. Yoni, masalon

ap; dp---dyy, Ay dyy..-dyy,
Aoy Gppe-lpp| _ |Ayp App--Gpp | (2)
an] anZ"'ann anl anZ"'a

Xassa 3. Iki sotri vo ya iki siitunu eyni olan determinant sifra barabordir.
Xassa 4. Determinantin hor hansi bir sotir (siitun) elementlorinin ortaq

vurgu olarsa, homin vurgu determinantin isarasi xaricina ¢ixarmagq olar. Yoni

ka, ka,..ka,, a,; a...a,,
Qo1 GQozelon | _ pf21 G22eCon) (4)
App Apoee-yy Ay Qpa-- Ay

Xasso 4 onu gostorir ki, k-detA . hasilini tapmaq tigiin detA4, , —nin hor

hanst bir sotirinin (siitununun) elementlorini homin k& ododino vurmaq
lazimdir.

Xassd 5. Determinantin  iki  sotrinin  (siitunun) elementlori
miitonasibdirlorss, homin determinant sifra barabordir.

Xassa 6. Determinantin hor hansi sotrinin (siitunun) biitiin elementlori
sifirdirsa, onda determinant sifra barabordir.

Xassd 7. Determinantin hor hanst bir sotrinin (sitununun) biitiin
elementlori iki toplananin comi soklindodirso, homin determinant iki
determinantin comina borabordir: 1-ci determinantda homin sotir (siitun)
elementi olaraq 1-ci toplanan, 2-ci determinantda iso homin sotir (siitun)

elementlori olaraq 2-ci toplanan gotiiriiliir. Yoni, mosalon 1-ci satir elementlori

ucun



a,+b, a,+b,..a,+b, a; ey, by byyby, (5)

2n

|92 G-y, . Ay Ay,

olur.
Xassd 8. Determinantin hor hansi sotrinin (siitununun) biitiin elementlorini bir
adads vurub digar bir sotrinin (siitununun) uygun elementlorinin {izorins slava

etsok determinantin qiymati doyismoz. Yoni,masalon,

a,; ap..q4;,| |a;,;+ka, ka;,+kay,...a,,+ka,,
Ay Aply,| | Gy Ay, oo Gy, . (6)
@, Aye.a a,; a,, a

Xassd 9. Determinantin hor hansi sotir (siitun) elementlorinin, digor sotirin
(stitunun) uygun elementlorinin cabri tamamlayicilarina hasillorinin comi sifra
borabordir.

Yoni, masalon

a11A21 +a12A22+...+a1nA2n:0. (7)
1 -3 0
6. A=|0 2 1]olarsa, f(x)=x*-3x+2 ¢oxhadlisino uygun f(A)=?
3 -3 2

Holli.

1 -3 0yl -3 0y (1 =3 0y (1 00
f(A)=A>-3A4+2E=[0 2 1|0 2 1[-30 2 1[+20 1 0|=

3 -32)3 -32) (3-32/ (0011
1+0+0 -3-6+0 0-3+0) (3 =9 0) (2 0 ©
= 0+0+3 0+4-3 O0+2+2|-|0 6 3|+/0 2 O|=
3+0+6 -9-6-6 0-3+4) |9 -9 6/ (0 0 2
1 -9 -3 (3 -9 0)(200) (0 0 -3
=3 1 4|-0 6 3/+/0 2 0|=3 -3 1
9 -21 1)19 -9 6) (0 0 2) (0 -12 -3

7. A= (_12 (3)] olarsa, f(x)=4x’—2x* +3x-2 ¢oxhadlisino uygun f(A)="?



F(A)=44° —24? +3A—2E sokildo yaza bilorik.
(373 I
SO R e A
15 3 A M 2
90 DD

—-102 105
0 2 35 =32

a a’+1 (a+1)

8. b b°+1 (b+1)*| determinantin uygun xassosini yazin ve homin

c c+1 (c+1)’

Xassoyo asason hesablayin.
Holli.

Ogor determinantin har hansi siitunu iki toplananin comi soklindadirsa onu iki
determinantin comi kimi yaza bilorik.

a a +1 (a+1)2 a a a+2a+1 la 1 a*+2a+1
b b*+1 (b+1 |=lb b* bV +2b+1+b 1 b*+2b+1|=
c ¢’ +1 (c+1)2 c ¢ +2+1 ¢ 1 "+2c+1

a a* adl la a* 2a+1 la 1 a*+2d la 1 1
b b* bl+b b* 2b+1+b 1 b*+2b+p 1 1
c ¢ c c ¢ 2c+1 lc 1 ¢*4+2 |c 11

Ogor determinantin iki siitunu eyni vo ya miitonasibdirss, o determinant sifra
barabardir. Onda I toplanan vs axirinci toplanan sifra barabor olar. Digor
determinantlari da ayirsaq



—_
[\®}
S

a a* 24 la a* 1| la 1 4% |a
b b* 2bl+b b* 1+|b 1 b*|+|b 1 2b|l=

c ¢* 2 le ¢ 1 e 1 ¢* |le 1 2¢

a a* 1 la 1 a° a a* 1 la a* 1
=0+ b* 1+pb 1 b*+0=p b* 1-b b* 1=0
c ¢t 1 |ec 1 ¢ c ¢t 1 |lec ¢* 1

alariq.

9. Determinantin uygun xassasini yazin vo homin xassadan istifado edarok
a+bx ax+b c a b c

d+ex dx+e f|= (l —x*)d e f| eyniliyini isbat edin.
k+px kx+p m k p m
Holli.

Determinantin har hansi satir v siitunu iki toplananin comi soklindadirsa,
onda determinant elo iki determinantin comins barabardir ki, birinci
determinantda birinci toplanan, ikinci determinantda iss ikinci toplanan
olmagqla galan elementlori iso verilmis determinantda oldugu kimi saxlanilir.

Iki satri va ya siitunu eyni olan determinant sifra borabordir.

Determinantin har hansi bir sotrinin va ya siitununun biitiin elementlorinin
ortaq vurugunu determinant isarasi xaricine ¢ixarmagq olar. Hor hansi
determinantin iki sotrinin yerini doyissok, onda determinant yalniz isarasini
dayisar. Determinantin miitonasib olan satirlori va ya siitunlar1 varsa, bu
determinant sifira barabordir.

Yuxarida geyd etdiyimiz xassolors asason verilmis determinant1 hesablayaq.



a+bx ax+b c¢| |a ax+b c| |bx ax+b c
d+ex dx+e fl=|d dx+e f|+lex dx+e f|=
k+px kx+p m |k kx+p m |px kx+p m
a ax c| |la b c| |bx ax c| |bx b ¢
d dc f|+ld e fl+lex dx fl|+lex e f|=
k kx m |k p m |px kx m |px p m
a b c b a c a b c
d e fl+x’le d f:(l—xzd e f
k p m p k m k p m
I -2 1 -1
2 1 -1 2 o .
10. A= 1 5 -1 1 matrisinin ranqini tapin va bazis minorlarindan

birini yazin.
Holli.

Bilirik ki, matrisin sifirdan forqli on yiiksok minorunun tortibins ranq deyilir.
Rangqi tapmagq ii¢iin hasiyaloyon minorlar iisulundan istifads edok.

1 -2 1
M, = _12=1+4=5¢0M3=2 1 —ll=-1-44+6-3-2-4=8%0
3 -2 -1

olduguna gora bu matrisin ranqi r(A) = 3 olar. Onda

1 -2 1
M,=2 1 =10 oldugundan hom do bazis minoru olacaqdir.
3 -2 -1

11. Matrisin ranqi vo onun tapilmasi iisullari.
Holli.

mxn olgtli 4, duzbucaqh matrisindo k< mir{m,n} sortini 6doyan ixtiyari

k sayda sotir vo k sayda siitunlarin kosismosindo duran elementlordon



diizoldilmis k tortibli A4, , kvadrat matrisin determinantina k tortibli minor

a;; ap...dp
deyilir vo M, ilo isars olunur. ,, _|dx @:--ax| kimidir.
L=

Matrislorin ranq1 ii¢iin asagidaki miinasibatlorin dogrulugunu yoxlamagq
olar.

1) {4+ B)<{4)+1(B); 2) {A+B)=|{A4)-AB);

3) {4B)< min{rlalr(B)}; 4) Hd'4)=r(4);

5) {4B)=rA) ogor detB +#0 olarsa;

6) HAB)>rA4)+rB)-n, burada n, 4 matrisinin siitunlarinin sayini vo ya B

matrisinin satirlori sayini gostorir.
ranqin tapilmasi iisullar hasiyoloyon minorlar vo elementar g¢evirmolor

usuludur.

1) Hasiyalayon minorlar iisulu.
A, . matrisinin ranqini tapmaq ticlin hesablamani, onun asag tortibli

minorlarindan baslayib yuxari tortibli minorlara ke¢gmok vo bu prosesdo
sifirdan forqli r tortibli M, minoruna rast goldikdon sonra, M, minorunu

hasiyaloyon (6z daxilindo saxlayan) (r+1) — tortibli minorlar1 hesablamaq

lazzimdir. ©gor M, —i (M #0) hasiysloyon (r+1) — tortibli minorlarin hamusi

matrisinin ranqu r -dir. Yoni, {4 _)=r. Ogor (r+1) —

n mxn

sifirdirsa, onda A4,

tortibli hasiyaloyon minorlardan biri, mosolon, M, sifirdan forqli olarsa, onda

A,,.,, matrisinin ranqi r-don boyiik olmalidir. Bu prosesi M -1 hasiysloyon

(r+2) — tortibli minorlar1 hesablamaqla davam etdirsok vo M -1 (M, )#0
hasiyaloyon biitiin (r+2) — tortibli minorlar sifira borabordirso onda 4,,,,
matrisinin ranqi r+1-o barabardir va s.

2) Elementar ¢evirmolor iisulu.

Isbatsiz olaraq asagidaki teoremi qeyd edok.

Teorem. Matrisin iizorindo aparilan elementar ¢evirmolor onun ranqgini

doyismir.



Qeyd edoak ki, ranqlar1 barabar olan matrislors ekvivalent matrislor deyilir

vd 4)=r(B) = A4~ B kimi isara olunur. Demoli, elementar ¢evirmolordon sonra

alinan matris, verilmis matriso borabar deyildir.
Teorem (bazis minorlar hagqinda teorem). Matrisin bazis sotirlori (bazis
siitunlar1) xotti asili deyildir. Matrisin ixtiyari sotri (ixtiyari siitunu) onun bazis

sotirlorinin (bazis situnlarinin) xotti kombinasiyasi soklindo gdstarilo bilor.

I -1 -1
12. A=|-1 2 1 | matrisinin torsini elementar ¢evirmolorlo tapin vo
-1 1 2

A-A"'=A"-A=E oldugunu yoxlaym.
Holli.

Bilirik ki, Q = (A/ E) kimi bir qosma matrisi diizeldilir. Onu elementar

cevirmoalorlo E/ A soklino gotirilir.

I -1 -1j]1 0 O 1 -1 -1100
A/E=/-1 2 1101 0=~|0 1 O 1 1 0|~
-1 1 210 01 0 0 1 101

S O =
oS = O

1210y (1003 11 311
o 11 0/~0 101 11 A'=1 11
1 1 01) (00 1t 01 1 01

Qeyd edak ki, birinci satri ikinci ila toplayib ikinci siitunda yazdiq, birinci ilo
ticiincii satri toplayib iigiincii sotirds yazdiq. Daha sonra birinci satirlo ikinci
satri toplayib birinci satirds yazdiq. Sonra birinci satirlo ii¢lincii sotri toplayib

birinci satirds yazdiq. Noticodo A matrisinin torsini elementar ¢evirmolar yoli
ilo tapmus oldugq.

0O 1 2
13. A:(—l 3 IJ oldugda, A”-ni tapin vo A*> A7 =A47-A’=E oldugunu

2 1 4
yoxlayin.
Holli.
Ay Ay Ay
Bilirik ki, A matrisinin torsi A" =——|A, A, A, | diisturu ilo hesablanir.

detA
A‘|3 A23 A33



Verilmis A matrisinin tors matrisini tapaq.

|0
A11:(_1)1+1'; 121'0—3-22—6, A|2=<_1)12'3 j:—<0—9)=9
01 2 —1
Ag=()" 0 1=0-2-3-1=3 A, =(-I]" | 1=-{2.041-2)==2
3 : 2 0
1 - 1 2
=_12+2, =1-0+1-3=3 A = 12+3 — _(h—6)=4
A, ( ) 3 Ol‘ Ay () - ( )
a2 - A2
A31=(—1)“1 ;‘:2-3+1-1=6+1=7, A33:(1)330 1‘:
| —6 -2 7
Demoli A =E 9 3 =3
-3 4 1

3x, +2x, +x; =5
2x, +3x, +x;, =1

14. xotti tonliklor sisteminin uyusan olub olmadigini

2x, +x, +3x;, =11
3x, +4x, —x; =5
(Kroneker-Kapelli teoremi vasitosilo) yoxlaymn, sistemin itimumi va Xiisusi

hallini tapin.
Holli.

Bilirik ki, asas matris doyisonlorin amsallarindan diizaldilir.

302 1

a-|? 3 1| genislondirilmis matris iso
2 -1 3
3 -4 -1
3 2 1 5

12 31

A" = olar.
2 -1 3 11

3 -4 -1 =5



Kroneker —Kapelli teoremina gora sistemin hollinin varligi tigiin r(A) = r(A*)

olmalidir.

Ovvales r(A) -n1 tapaq.

3 2 3 2 1 .

M, = =9-4%£0>M,=2 3 1=27-2+4-6+3-12=1420 oldugundan
23 2 -1 3

r(A)=3 olur.

Indiise A" -un ranqini tapaq.
Bunun iiciin

3 2 1 5 0O 0 1 0
‘A*‘_z 301 1| |-1 1 1 -4 S ol
2 -1 3 11| -7 -7 3 -4/ B

3 -4 -1 -5 |6 -2 -1 0
=0-56-24-6-7-4-8-0=-80 —168 —8=-256 0
olduguna goro r(A* ) =4 olar.

Demoli 3=r(A)# r(A* = 4) oldugundan sistem uyusan deyil.

15. nmochullu m sayda xatti tonliklor sisteminin uyusan olmasi hagqinda
Kroneker-Kapelli teoremi.
Holli.

n machullu m xatti tonlik sistemins baxaq:

a,x,+a,x,+..+a,x,=b ,

1n""n

ax,+a,x,+..+a,x =b, ,

(1)

ax+a,x,+..+a,x =>b .

‘ml mn”"n

(1) xotti tonliklor sistemini holl etmozdon qabaq onun hoallinin olub-
olmadigin1 miioyyon etmok lazim golir.



Qeyd edok ki, 4 =|“ G (2)

verilon sistemin asas matrisi,
a;; a...a;, b
. Ay, Ayy...045, b
Amx(n+1) = e ? ? (3)
verilon sistemin genislonmis matrisi adlanir.
(1) sisteminin birgs (uyusan) olub-olmamasini miioy-yonlosdirmok {i¢ciin
asagidaki teorem miihiim rol oynayir.
Teorem (Kroneker—Kapelli). Verilmis (1) xotti tonliklor sisteminin birgo

(uyusan) olmasi ii¢iin zoruri vo kafi sort sistemin asas matrisinin ranqinin onun
genislonmis matrisinin ranqina barabar olmasidir, yoni, #(4)=r4*) olmasidir.

X, +2x, =3x; +4x, =-13

—-x, + x, +2x, =—1 . . . .. . .
16. ! o xatti tonliklor sistemini Qauss iisulu ilo hall edin.
3x, +4x, +5x, =11
5x,+6x, +7x;, —2x, =19
Holli.

Birinci tonliyi aparici tonlik kimi gobul edok. Digar dayisonlori toplama iisulu
ilo “yox” edok.

X, +2x, =3x; +4x, =13

2x, —2x,+6x, =-14
—2x, +14x, —12x, =50
—4x, +22x, —22x, =84

Indi isa 1kinci tanliyi aparici toanlik kimi gabul edak va toplama iisulu ilo digar
doyisonlori ardicil yox edok.



X, +2x, =3x; +4x, =13
2x, =2x, +6x, =—14
12x, — 6x, =36 ‘5 = 60x; —54x, —30x, +30x, =180—-168

18x, —10x, =56 |-3

6x, =12

X, =2

x, =2 qiymatini 12x, — 6x, =36 tonliyindo yerinos yazsaq

24— 6x, =36 2x, —4-12=—14
X +2-6-8=—13
6x4:—12 2x2:2
x, =-1
x4:—2 _x2:1

Demoli, tonliyin timumi vo xiisusi hollori eynidir.

{— 1;1;2;—2} olur.

2x, +x, +3x;, =0

17.  a-nin hansi qiymatindo < 4x, —x, + 7x, =0 Xatti tonliklor sisteminin halli
x, tax, +2x; =0

sonsuz saydadir? Bu halli tapin.

Holli.

Bilirik ki, bircins xatti tonliklor sisteminin sifirdan forqgli hallinin varlig tigiin
asas matrisin determinanti sifra barabor olmalidir.

2 1 3
4 -1 71=0=>-4+12a+7+3-14a-8=0=>-2a-2=0=>a=-1
1 a 2

olarsa, sistemin sonsuz sayda holli var.

2x,+x,+3x;, =0
Ax,—x,+7x,=0 =

X, —Xx,+2x,=0

ticiincii tonliyi aparici tonlik kimi saxlayagq.



X, —x,+2x,=0
= 3x,—x;,=0 = x; =3x, alangq.

3x,—x,=0
x, = C e R qgobul etsok,

x,—-C+6C=0
x, =-5C

x, =3C va alariqg.

Onda sistemin imumi halli {~5C;C;3C} olar.

18.  AX =(x, +x, +8x,;2x, ;x, — x, ) Xotti cevirmosinin matrisini vo moxsusi

adadlorinin ¢omini tapin.
Holli.

Bu ¢evirmonin matrisi amsalardan diizaldilir.
I 8
2 0
0

Moxsusi adadi tapmagq tigiin

|[A—AE|=0 tonliyini hall etmok lazimdir.

-4 1 8
0 2-4 0 =0=
1 0 -1-4

=01-2)2-4)1-4)+0+0-8(2-1)0-0=0
2-A)1-A)-1-1)-8)=0
—(1-2)-8=0



Onlarin comi 4, + 4, + A, =24 (=3) =2o0lar

X' =x+3y X'=y-z

19. {y'=2y-z (A) vo iy =2x+z (B) cevirmoalori iigiin AB - BA ¢evirmasini
=7-x 7=-x—y

tapin.

Holli.

Verilon ¢evirmolorin omsallarindan A vo B matrislorini diizoldok

1 3 0 0 1 -1
A= 0 2 -1 2 0 1
-1 0 1 -1 -1 0

1 3 0)(O0 1 -1} (6 1 2

B=

AB= 0 2 —-1||12 O 1|=14 0 2
-1 0 1 -1 -1 0 -1 -2 1
0 1 -1(1 3 0) (1 2 =2
B-A=[2 0 1|0 2 —-1|=|1 6 1
-1 -1 0) (-1 0 1) (-1 -5 1
6 1 2 1 2 =2 5 -1 4
AB—-BA=|4 0 2|-|1 6 1 |=]3 -6 1
-1 -2 1 -1 -5 1 0 3 0

x"=5x—y+4z
Onda AB-BA cevirmesi |V ~ 3x—6y+z
7" =3y

2
20. A=|-2

0
tapin.
Holli.

-2 0
1 -2 | matrisinin moaxsusi adadlorini vo moxsusi vektorlarini
-2 0

Bilirik ki, moxsusi adad ‘A —AE ‘ =0 tonliyindon tapilir.



2-1 -2 0
-2 1-12 =2[=0=-A(1-2)2-4)+0+0-0-4(2-1)+40
0 -2 -2

~A1-2)2-1)-8+41+41=0
~A1-2)2-1)+81-8=0
—A(1-2)2-1)+8(1-1)=0
(2-1)(A(2-4)+8)=0
A=1 21-2+8=0
A -21-8=0
A=4 1=
Hor bir moxsusi adads uygun moxsusi vektorlari tapaq.

A, =1 oldugunu nazors alaq.

(2—A)x,—2x,+0=0 —x,—2x,=0 x, = —2x,
—2x,+(1=A)x, = 2x,=0 = {-2x,-2x,=0 = {x =ux,
0-x,—2x,—Ax; =0 —2x,—x,=0 X, =—2x,

x, =C, qabul etsak 0 # C, € R olmalidir.

Onda moxsusi vektor {—2C,;C,;—2C,} olar.

2) A, =4-5 uygun sistem

—2x,—2x,=0 X, =—X, x,=C,#0
2x,=3x,-2x,=0 = {2x,-3x,-2x,=0 = <x, =-2C, alanq.
—2x,—4x,=0 X, =—2x, x, =2C,

Moxsusi vektor {2C,;—2C,;C, } alnar.

3) A, =—2-yo uygun moxsusi vektor.



4x,—2x,=0 X, = 2x, x, =C,

—2x,+3x,-2x,=0 = {-2x,+3x,-2x,=0 = {x,=2C,

—2x,+2x,=0 X, = X, x, =2C,
{C3;2C3;2C3} alinar.

21. Xotti ¢evirmonin matrisi. Xatti ¢evirmonin masusi adadi vo maxsusi
vektoru.
Holli.

Tutaq ki, n-0lgiilii R" xotti fozasinda e,e,,...,¢, bazis vektorlar1 vo A xatti

cevirmosi verilmisdir. Onda bu fozadan gétiirillmils X € R” vektorunun bazis
vektorlar iizro yegano qayda ilo

X =x6, +x,8, +...+x,¢, (1)

soklindo ayrilisini yaza bilorik. A xotti gevirma oldugu {iciin bu ayrilis1 ¥ = A(x )
borabarliyindo nazors alsaq,

—

Y = A(X)=x,4@,)+ x,A@,) + ..+ x,AE,) (2)

alariq. Digor torofdon A(6) (i=7n) vektorlanm da R” fozasmm elementlori

oldugundan onlarin da e,e,,....e, bazis vektorlar iizrs ayrilisin1 yazmagq olar.

Ae =a, e taye, +..+a,e,

nl

Al =6, +aye, +.. %456, (3) Bu ayrilislar1 (2) miinasibatindo nozors alsaq,

Ae, =a,e€ +a,e, +..+a,e

nn-n

Y, = apx; +a12x2 +...+alnxn

Yo = ok + Xy et Xy (4) alariq. (4) boraberliyinin omsallarindan diizeldilmis

Yy, =a,x +an2x2 +...+a x

nn-"n

a; ap a,
A, =% 92 - % kvadrat matrisind ee,,...e, bazisindo A xatti gevir-
an] anZ ann
X
. . o« . oqe x2 .
masinin matrisi deyilir. Burada, x -| |-dir.



Bu ¢evirmoni qisa olaraq v, = A, x,, kimi yazmagq olar.

nxn“* nxl
Tutaq ki, A operatoru R"-don R"-o tosir edon xotti ¢evirmadir.
Tarif. R"-don gotiiriilmiis sifirdan forgli hor hanst X vektoru ii¢iin
AX =X (0% X e R") (5)

baraborliyini 6doyan A4 adadinae A operatorunun moxsusi adadi, ona uygun
tapilan X vektoruna iso moxsusi vektor deyilir.

Bozon moxsusi adad avazina moaxsusi qiymat do isladilir.
(5) baraborliyini agiq sokildo yazsaq

@ X +a,x +o ot a,x, = Ay (au_/l)xl"'alzxz +..+a,x, =0
oty gy oy, X, = Ay a0 +(ay =A%, +.. 4 a,,x, =0 ()

a,x+a,x+..+a, x =Ax, a,x +a,,x, +...+(a,m —l)xn =0

soklinda bircins xatti tonliklor sistemi alariq. Bu sistemin sifirdan forqli hallinin
varlig1 liclin zoruri vo kafi sort onun mochullarinin amsallarindan diizaldilmis
determinantin sifra borabor olmasidir:

a,-A a, .. a,
Gy =A@, | )
a, a, e a, =

(7) boraberliyini qisa olaraq |A-AE|=0 soklinds yazmaq olar. Bu

baraborliyin sol torafi ham do 4-dan asili n-doracali coxhadlidir. Bu ¢oxhadliya
xarakteristik ¢oxhodli deyilir. Xarakteristik c¢oxhadlinin koklori A xotti
cevirmoasinin maxsusi adadlaridir.

(7) xarakteristik tonliyini hall edorok 4,,4,,...,4, maxsusi adadlorini tapiriq

vo bu moxsusi adodlori ayri-ayriligda (6) bircins xotti tonliklor sistemindo
yerino yazaraq sifirdan forqli x hollini (vektorunu) tapiriq. Homin bu X
vektoru uygun moxsusi vektor olacaqdir.

22. R’-do diiz xottin iimumi vo parcalarla tonliyi.
Holli.

1. R*-do diiz xottin iimumi vo parcalarla tonliyi.



Miistovi {izorindo diizbucaqli koordinat sistemi vo bu sistemdos ixtiyari L
diiz xotti gotiirak (sokil 1).

A
L diiz xattino perpendikulyar olan N{A;B} vektoruna L ' ”ﬂ'\ .
diiz xottinin normal vektoru deyilir. L diiz xatti tizorindo i1x- 1 M W
tiyari M (x;y) noqtosini gotiirak. L diiz xotti tizarindo M (x;y) Wy
noqtasindon forqli olan geyd olunmus molum koordinath  —; >
M,(x,:y,) noOqtesini do gotiirok vo m,m vektorunu gokok. ol

Koordinat baslangicindan  OMo=7 vo OM=F
vektorlarimida ¢okok. Onda sokildon 7=7+M,M vo yaxud
F—r,=M,M olur.

N{A; B} normal vektoru L diiz xattina perpendikulyar oldugundan L diz xotti
tizorindo yerloson 7-7,=M,M vektorunada perpendikulyardir. Yoni bu
vektorlarin skalyar hasili sifira barabardir.

(F=7.8)=0 (1)
Bu skalyar hasili koordinatlarla yazsaq
A-(x—x,)+B-(y—y,)=0= Ax+By+C=0 (2)
aliriq. Burada € =—(Ax, + By,) isara olunmusdur. (2) tonliyino diiz xottin miistovi
lizorindo iimumi tonliyi deyilir.

Demoli, miistovi iizarinds yerloson diizbucaqli koordinat sistemindo Ldiiz
xottinin imumi tonliyini yazmaq {i¢in Ldiz xottinin normal N{A;B}
vektorunun koordinatlariin vo onun iizorindo geyd olunmus M,(x,;y,)
noqtosinin koordinatlarinin verilmasi kifaystdir.

Diiz xottin parcalarla tonliyi

(2) diiz xottin iimumi tonliyinin (A#0; B#0;C#0) hor torofini — C-yo
bolsak

A B C C .
—x+—y=1 voyaxud ¥ . Y _; alarigq. Burada a=-—, b=——= 1sard
“C —Cy y _£+_£_I q " B S

A B
etsok

X, Y_
a+b 1 (3)

alariq. (3)-1 diiz xottinin pargalarla tonliyi adlanir. Burada a adadi diiz xattin
absis oxundan, b iso ordinat oxundan ayirdig1 parcanin qiymatidir.



23. (x;z) miistovisine paralel olan vo M(2;-5;3) noqtesindon kegon miistovinin
tonliyini yazin.
Holli.

(x;z) miistavisina paralel olan miistavinin tonliyi By+D=0 soklindadir. M
noqtasinin koordinatlar: bu tenliyi 6domalidir. B-(—=5)+ D =0; D =5B

Bunu nazors alaq: By+5B=0 y+5=0
Cavab: y+5=0.

x=7 y-4 z-5

4. 5 ! diiz xotti ilo 3x-y+2z-5=0 miistovisinin kasisma
noqtasini tapin.
Holli.

Diiz xottin tonliyini parametrik sokilds yazaq:

x=T7+54
y=4+1
z=5+44

koordimatlar: bu tonliklori vo miistovinin tonliyini 6domalidir:
(x, =T7+54

J Vo= 44+ A

Zp=5+44

3%y — Yo +22,—5=0

Bu tonliklordon 4 tapaq.
3(7T+50)—(4+1)+2(5+44)-5=0
21+154-4-A+10+84-5=0

axtarilan noqto M (XO’ Yo Zo) olsun M noqtasinin

224 =-22

A=-1

X, =T+5(-1)=2
Yo=4-1=3

2y =5+4(-1)=1

Cavab: M(2;3;1)

25. Funksiyanin limiti. Sag vo sol limitlor. Bazi limit diisturlari.



Holli.

Torif 1. Sonlu a vo A adadlari vo istonilon £>0 adadi ii¢iin elo §>0 odadi
var ki, x-in X ¢oxlugundan gotiiriilmiis vo 0<|x—a/<8 barabersizliyini 6doyen
biitiin qiymatlorindoe |f(x)-4|<e miinasiboti 6donir. Onda 4 odedine x —a
sortindo f(x) funksiyasinin limiti deyilir vo ){z_zzz f(x)=4 kimi yazilir. X ¢oxlugu

olaraq a noqtesinin miioyyon otraf1 basa diisiiliir.

Funksiyanin sol va sag limitlori

A adadi x =a néqtasinds f(x) funksiyasinin limitidirse, onda x-in a-ya yaxin

vo onun istonilon torafinda (sol vo ya sag torofindo) yerloson biitiin
qiymotlorinda

1f(x)-4|<e (1)

barabarsizliyi ddonilir. x =a ndqtasinds f(x) funksiyasinin limiti olmadigqda

onda (1) barabarsizliyi x-in a-nin miiayyan torafinds (masalon, sol vo ya da
sag) torafinds yerloson giymatlarinds ddanils bilar. Belo oldugda f(x)

funksiyasinin @ ndqtasinda sol limitindan vo sag limitindon danismaq olar.

Tutaq ki, f(x) funksiyasi a néqtasinin sol torafinds toyin olunmusdur.

Torif . Sonlu 4 va a adadlari verildikds Ve >0 adadi ii¢lin elo >0 adadi var
ki, x-1n a-dan kigik olan va

0<a-x<9d (2)
borabarsizliyini 6doyon biitiin giymatlorindo
[f(x)-4|<e (3)

borabarsizliyi 6donilir. Onda A ododinox — a sortindo (voya x=a
noqtasindo) f(x) funksiyasinin sol limiti deyilir vo

1=t S=sa0) @
(x<a) )

kimi isars olunur.

Torif. Sonlu A va a adadlari verildikds Ve >0 adadi ligiin elo § >0 adadi var
ki, x-in a-dan boyliik olan va

O<x—a<d (5)
borabarsizliyini 6doyon biitiin gqiymatlorindo
1f(x)-A4|<e

barabarsizliyi 6donir. Onda A ododinox — a sortindo (voya x=a
noqtasinda) f(x) funksiyasimin sag limiti deyilir vo

lim f(x)= lim f(x)= fla+0) (6)



kimi isars olunur.

Demoli, x =a ndqtasindo y = f(x) funksiyasinin limitinin olmasi ti¢iin

lin ()= fla=0)= fla~+0)

sorti 6donilmalidir.

26. Funksiyanin kasilmazliyi. Sonlu parcada kosilmoz funksiyalarin
xassalori.
Holli.

Tutaq ki, y= f(x) funksiyasi ¢ ndqtoesinin miioyyan otrafinda (o ciimlodon

a ndqtesindo) toyin olunmusdur.

Torif. Ogor lim f(x)= f(a) (1)

X—a

boraborliyi Odonilorsa, onda f(x) funksiyasina x=qa noqtesindo kosilmayon
funksiya deyilir

Tutaq ki, y=f(x) funksiyast1 x=« noqtesindo toyin olunmusdur. Ogor

lim f (x)= fla) olarsa, onda y=f(x) funksiyasi x=a noqtesindo sagdan

kosilmoayan, lim f (x)= fla) olarsa, onda y= f(x) funksiyasma x=a noqtosindd
soldan kasilmayoan funksiya adlanir.

Arqumentin x, qgiymoti ilo ona qonsu olan qiymotinin forqino, yoni
x—-x,—a arqumentin x, noqtesindoki artimi deyilir vo A4x ilo isars olunur.
Yoni x—x, =4 x olur. Buradan x=x,+Axaliriq. Onda 4fix) = flx, +4 x)- f(x,)-
a y = f(x) funksiyasiin x, ndqtoesindoki artimi deyilir. 9gor f(x) funksiyasinin
x, noqtesindoki Af(x) artimi {iglin lim Af (x)= = Alngzo[f(xo+Ax)— flx)l=0

minasibati 6donilarss, onda f(x) funksiyasi x, noqtasinda kasilmoyan adlanir.
Sonlu parcada kasilmoyan funksiyalarin xassolori

Sonlu [a,h] par¢asinda kosilmoyon f(x) funksiyasi haqqinda asagidaki
teoremlori isbatsiz olaraq geyd edok:

Teoreml

Sonlu [4,b] parcasinda kosilmoayan f(x) funksiyas: hamin par¢ada mohduddur.

Teorem 2



[a,b] parcasinda kasilmoyan f(x) funksiyas: homin parcanin he¢ olmasa bir o
noqtesinde 6ziiniin doqiq asagi serhoddini (f(a )= inf f(x)=m,) vo he¢ olmasa
[ab]

xela,b

bir B noqtosinda dziiniin doqiq yuxari sorhaddini (f(3)= = sup f(x)=M,) alir.
xela,b
Teorem 3. [a,5] parcasinda kosilmoyon f(x) funksiyasi homin parc¢anin
uclarinda miixtalif isarali giymotlor olarsa, masalon, f(a)=4<0, f(b)=B>0

olarsa, onda a vo b noqtalari arasinda yerloson an azi bir x=c¢ ndqtesi vardir
ki, bu noqtoda f(c)=0 olur.

. e —1
27. limiti hesablayin.: }Cli% cos x —1
Holli.
Lopital qaydasini totbiq edok:
2 2 2 2
et =1 . (e =1 . 2xe" . 2e" 2-1
llm—:llm(—),zllm —=lim—————= =2
x=>0cosx—1 x-0(cosx—1) x=0—sinx x—0 _Sinx - 1
X
Cavab: -2.

28. Miirakkob funksiyanin téromasi diisturunun ¢ixarilisi.
Holli.

Forz edok ki, y=f (x) Vo X= (D(I ) funksiyalar1 vo homin funksiyalardan
diizoldilmis y = f(¢(¢)) miirokkeb funksiyas: verilmisdir.

Teorem. x=g0(t ) funksiyasi fonoqtesinde vo y=f (x) funksiyas1t uygun
X, =¢(IO) noqtesindo  diferensiallanan oldugda y=—f ((ﬂ(t)) miirokkab

funksiyas1 ?y noqtesinda diferensiallanandir vo onun téromasi

’

(flp(,)) =1(x,) @t,) (1)
dusturu 1lo hesablanir.

Isbati. Toromonin torifino asason

o(t)-9(,) =(t,)+ar) lima(r)=0

-1, -ty

voya



x—xo:¢(t)—(o(t0)=(t—to)((o'(t0)+05(t)) (2)
baraberliyini yazmaq olar. Bu boraberliyi f (x) funksiyasi tigiin do yazagq:
F ()= £y ) = (e =2,) (%) B(x)) lim Bx)=0 (3

(2) va (3) barabarliklorini nazars alsaq:

Flpe)=flple))= f(x)= f(x)=(x—x,) f(x,)+ Blx)=
= (1=1,)(¢(t, )+ a(t)) (£ (x, )+ Blx))

X = (p(t ) funksiyast fy noqtesindo diferensiallanan oldugundan homin
noqtodo kosilmoyondir. Buna goro do f—1, sortindo x—>Xx, vo
}Lrtn,[)’ (x)= ll_gl) B(x)=0 bunlari nazors alaraq

SO =1L _ (o Y ) (£ )+ A(2)

t—t,

boraborliyinds t — ¢, sortindo limito kegsok

hmf((ﬂ(f))—f((p(fo)) o' (1,)- £(x,)

1=t t—t,

miinasibotini alariq, bu da (1) boraborliyinin dogru oldugunu gostorir (1)
boraborliyini bozon

Y, =Y. X, (4)

soklinds yazirlar.

29.  f(x)=+/cos(2x +3)funksiyasinin diferensialini tapin
Holli.

df (x) = dJcos(2x+3) = (/cos(2x + 3)),dx - (cos(2x+3)) dx =

2 /cos(2x+3)
S S
2./cos(2x+3)

1 ' o
= ooy Csin(x 32+ Idr=

__ sin(2x+3) dx
cos(2x+3)

-sin(2x+3)-2dx =

sin(2x +3)

Cavab df (x)=-— o5

dx-



30. f(x)=sin L L funksiyasinin diferensialini tapin.
Sin x

X
Holli.

df(x)zd(sin LI jz(sin LI )dx:[cos l-(l) —?"S—Zx}dxz
X Sin x X Sin x X X Sin X

= [—chos l— cos X jdx

.2
X X sin Xx

Cavab df (x)= (— iz cos1 _ cosx ]dx
X

X sin’x

31. f(x)=5sin2x funksiyasina [0;%} parcasinda Roll teoremini totbiq edin

Vo X=¢ qlymatini tapin.
Holli.

F/(x) =10cos 2x, {o;ﬂ

T

Verilmis funksiya [O;ﬂ parcasinda koasilmozdir, [0’ zjintervahnda

0) = V4
diferensiallanandir. /©=5yy /O =7/ 2 ) Yoni, demoli bu funksiyaya verilmis
parcada Roll teoremini totbiq etmok olar.

f(¢)=0; 10cos2c=0; cos2c=0; 2c=i72[+2nn

c=+% c:”e(o/fj
4 4 2

Cavab:c = z
4

S ACY =5x funksiyasi iigiin [1;9]

parcasinda Laqranj diisturunu yazin

Vo X=C- ni tapin.
Holli.

F(x)=x/x funksiyasi iigiin [0;3]
parcasinda kosilmozdir va (0;3)

/ 3
intervalindadiferensiallanandir, / (*) :5\/;



Lagranj teoremina asasan yaza bilorik:

(i) s = (x/x) Ly = 3= 0)(%«/¥>x=c; 33 -0 = 3 %J?

9 — A3~ 4 1
3\/_23\/;,1—7'\/;, C—3—13
Cavab:czll

3

33. Funksiyanin ekstemumu. Ekstemumun varligi {iclin zaruri vo kafi sortlor
Holli.

Forz edok ki, y=f(x) funksiyasi [4,b] parcasinda toyin olunmusdur vo
%y € Ja;b[-dir.

Ogor x=x, noqtesinin har hansi Jx,—&x,+9[ (§>0) otrafinda yerloson

biitiin x néqtalorindo
f)< flx), (/%)= f(x)) (1)

barabarsizliyi 6donilorss, onda deyirlor ki, f(x) funksiyasinin x, néqtesinds
lokal maksimumu (minimumu) var. f(x,) odadino funksiyanin lokal

maksimum (minimum) qiymsati deyilir. Funksiyanin lokal maksimumuna va
lokal minimumuna birlikds funksiyanin lokal ekstemumu deyilir.

Teorem (Lokal ekstemumun varhgi iiciin zoruri sort). 9gor diferensiallana
bilon y= f(x) funksiyasmin x=x, noqtesinds lokal ekstemumu varsa, onda

onun téromosi homin néqtads sifra barabordir, yoni f{x,)=0.

Miioyyon olmaq iiglin x=x, noqtesindo f(x) funksiyasimmin lokal
maksimum qiymsot aldigini forz edok. Onda ixtiyar1 kigik Ax artimi {iciin

f(xo +4 X)S f(xo)@f(x(ﬂ%’ x)—f(xo)SO

Buradan iso Ax >0olduqda Sl +4 %)= £(x,) <0 alingq.

A x

Ax < 0oldugda S + {‘xx)_ ) >0 alirng. Bu bobarsizliklords 4x—0

sortinda limito kegsok alariq:

Ail-zlof(x0+AAxx)_f(x0)=f’(x0)so’ (2)
Ax>0
Ail-zlof(x0+ézcx)_f(x0)=f’(x0)20’ (3)

Ax<0



(2) va (3) barabarsizliklari birlikds yalniz f(x,)=0 oldugda dogrudur.

Verilmis funksiyanin béhran noéqtesinds lokal ekstemumun qiymotinin
oldugunu yoxlamagq ii¢iin kafi sortlor verok

I-kafi sart: y = f(x) funksiyasi x=x, béhran ndqtesinin miioyyan ostrafinda
kosilmoyon vo homin otrafda (x,- ndqtesi miistosna ola da bilor)
diferensiallanandirsa, onda:

1. funksiyanin f7(x) toéromosi x<x, oldugda f(x)>0 vo x>x, oldugda iso
7(x)<0 olarsa, homin noqtods funksiyanin lokal maksimumu var;

2. funksiyanin f7(x) téromoasi x<x, oldugda f(x)<0 vo x>x, oldugda iso
£x)>0 olarsa, homin ndqtads funksiyanin lokal minimumu var;

3. Ogor f(x) téromoasi x<x, vo x>x, oldugda isarasini doyismirsa, onda
x, noqtasinds funksiyanin lokal ekstemumu yoxdur.

II Kafi sort: Ogor x, néqtasinin miloyyan strafinda toyin olunmus y = f(x)
funksiyasmmin x, noqtosindo ikinci tortib toromosi varsa vo  f'(x,)=0
v ¢#(x,)#0-dirsa, onda:

1. f(x,)<0 oldugda funksiyanin x, noqtosindo lokal maksimumu vardir;
2. f(x,)>0 olduqda funksiyanin x, ndqtasinds lokal minimumu vardir.

III Kafi sort. 9gor y = f(x) funksiyasinin x, bohran néqtasinds n-ci tortibo
f,(xo) = f”(xo) = fm(xo) == f(n_l)(xo) =0,

/ (n)(xo) #0
O0doyon toromalori varsa, onda:

godor kosilmoyon vo (5) sortlorini

1. n ciit adod va f"(x,)<0 oldugda funksiyanin x, noqtesinds lokal
maksimumu var;

2. n cit adad vo f"(x,)>0 oldugda funksiyanin x, noqtesinds lokal
minimumu var;

3. n tok odod oldugda funksiyanin x, noqtesindo lokal ekstemumu
yoxdur.

34. f(x)= x — x Inx funksiyasinin [l;e} parcasinda an boyiik qiymatini tapin.
e

Holli.



f'(x):l—(lnx+x~lj:—lnx; —Inx=0; x=1
X

f(l)=l—l~lnl=g; fle)=e—elne=0;
e e e e e
f)=1-1-In1=1
3
35. f(x)= 4)2 1x oyrisinin maili asimptotunu tapin.
X
Holli.
y=kx+b
2
: X . 4—x
k:hmf():hm =-1

i x  xoext 44

_ 3
b=1lim(f () —k)=Tlim| 2% 4 x |=1im—>¥ =0
X e x| x" 44 xoe x° 44

Demoli y=-x diiz xatti verilon ayrinin maili asimptotudur.

Cavab: y= -x..

36. Coxdoyisenli funksiya vo onun limiti. Tokrar va ikiqat limitlor.
Holli

Tutaq ki, G ¢oxlugu xy miistovisinin noqtalar ¢oxlugu vo hoqiqi z adodlorin F
coxlugu verilmisdir.

Torifl. G coxlugunun hor bir M (X, ¥) néqtesine F coxlugundan miioyyen

z2= f(x,y) adadini qars: qoyan f uygunluguna G coxlugunda toyin olunmus
va qiymoatlori F coxluguna daxil olan funksiya deyilir
Torif2 . Tutaq ki, sonlu A odadi M, (x,,y,) noqtesi va istonilon &€ > 0 ododi

iiciin elo J odadi var ki, G ¢oxlugunun
0<plM,M )<6 (1)
boarabarsizliyini 6doyan biitiin M (x, y)e G noqtalorindo
|f(M)-A<e

miinasibati ddonarss, onda A adadine M — M, sortindo f(M)= f(x, y)

funksiyasinin limiti deyilir. Yoni,



Jim f£(M)=1lim f(x, y)=A (2)
Y=o

Torifdoki 0<p(Mo, M )<5 ovezine 0<y(x—x,) +(y—y,) <5 vo yaxud

|x—x0| <9,

y— Y| < & barabarsizliklorini do yazmaq olar.

Ikidoyisonli funksiyanin arqumentlori x, vo y,-a yaxinlasdiqda tokrar

limit olan lim lim f(x,y) vo ya lim lim f(x, y) iki miixtalif tokrar limitlordir.

X—)XO y_>y0 y—)yo x—)xo

Teorem. Ogor lim f(x,y)=A limiti vo 0 <‘ y— yo‘ <0 qiymotlorindo

¢(y)=1lim f(x, y) limiti varsa onda onun tokrar lim lim f(x, y) limiti do var vo

X=X, Y=o XX

ikigat limito borabordir.

lim lim f(x, y)=lim f(x, y) (3)

Yo XX X=Xy
Y=o

M,(x,,y,) noqtesindo lim lim f(x, y)= lim lim f(x, y) onda

X=Xy Y=o Y=Yo X=Xy
lim lim f(x, y)= lim lim f(x, y) = lim f(x, y) 4)
X=Xy Y=o Y=Yy XXy XX,

Y=Y
olar.

37. Xiisusi toromalar. Tam artim va tam diferensial.
Holli.

U = f(x,y,z) funksiyasinin toyin oblastina daxil olan ixtiyari bir M(x,y,z)

noqtosini  gotiirok  vo  Xx,y,z arqumentlorino uygun olaraq elo
Ax#0,4y#0,4z#0 artimlarmi verok ki, N(x+4x,y+A4y,z+4z) ndqtasi do

u=f(x,y,z) funksiya smn toyin oblastina daxil olsun. Onda

Axuzf(x+Ax,y,z)—f(x,y,z), (1)

Au=flx,y+4,z)- f(x,.2), (2)

Au=flxyz+dz)-f(xy.2), 3)

ifadalori u = f(x,y,z) funksiyasinin uygun olaraq, x,y,z arqumentlorind nozoron
4 u

xususi artimlar1 adlanir. nisbatinin Ax — 0-da sonlu limiti varsa, bu limita

A x
u= f(x,y,z) funksiyasinin M noqtesindo x arqumentino nozoron birinci tortib



xiisusi toromosi deyilir vo g—ugluY /7 simvollarindan biri ilo isars olunur.
X 0OX
Torifs asason
ou _ jim 21— fle+dx, y.z)-fxp.2)
ox 4x=0 A4 x A4x-0 A x
Eyni gayda ilo u= f(x,y,z) funksiyasimin y arqumentino nozoron birinci

. . C . A u _
tortib xiisusi toromasi %: lim ——= lim J (x’y 4y, Z) fx.y.z)
ay 4y-0 A y A y—0 /A y
u= f(x,y,z) funksiyasinin z arqumentino nozoran birinci tortib xiisusi toromasi
ou lim Au_ lim f(x,y,z+A z)—f(x,y,z)

0z Az=0Az Az-0 Az

olur.

Vo

soklindo yazilir.

Torifdon aydindir ki, u= f(x,y,z) funksiyasinin bir arqumentino nozoron
xiisusi toéromosini hesabladigda onun yerds galan arqumentlorini sabit hesab
etmok lazimdir. Buna gora do coxdoyisonli funksiyalarin xiisusi téromolorini
hesabladiqda birdayisonli funksiya toromosinin hesablanma qaydalarindan va
diisturlarindan bilavasits istifads olunur.

u= f(x,y,z) funksiyasinin M(x,y,z) néqtoesinds tam artimi

Au= flx+Ax,y+dy,z+42)- flx,p,2)  (4) soklindadir.
u= f(x,y,z) funksiyasimin tam artimini M(x,y,z) néqtosinda
Au:%Ax+%Ay+%Az+an+BAy+yAz (%)

0x ay oz

soklindo gbéstormok miimkiin oldugda ona M(x,y,z) noqtesinde diferensiallana
bilon funksiya deyilir. du=2%4 x+2%. 4+ 42,  (6)
0x dy 0z

u= f(x,y,z) funksiyasinin M(x,y,z) ndqtesinds tam diferensiali adlanir.
dx=x"-Ax=Ax;dy = Ay ,dz = Az oldugundan (3)-don alanq:

duzﬁ-dx+%-dy+g—u-dz.
4

0x ay
_x—2y
38. flxy)= x+3y funksiyasinin 0.0) hsqtosinds, tokrar vo ikiqat limitini
tapin.
Holli.

Forz edok ki, M (X, y ) noqtasi 0(0;0) noqtesine yaxinlasir. Onda x vo y —in
y=kx diiz xatti iizra doyismosine baxaq (k * 0)
p XT2y . x—2ke limx(l—zk) _1-2k
=0 x+3y w0 x+3ke 0 x(1+3k) 143k

Goriindiiyti kimi, natico k-nin se¢ilmoasindon asili olaraq, doyisir (yoni limit
yegana deyildir). Demoali, M (x, y) — O(O;O) -da baxilan limit yoxdur.
Tokrar limitlari tapaq.



fim im > =2 = lim* =2 i ¥ = lim1 =1
x—0 y—>0x+2y x—0 x+30 x—0 x x—0
0-2y 2

x=2y

lim lim lim =
y=0 a0 x+3y =0 0+3y 3

_ Xy
39. u=arcig 2 funksiyasinin tam diferensialini tapin.
Holli.
ou ou du
du=2"ax+ Pay+ 2
”axxayyazz M

diisturu ilo hesablanir.
Xiisusi toromolori hesablayaq.
2

Ju _ 1 ) y Z4 .l_ D24 (2)

dx 1+x2y2 72 _z4+x2y2 Z2 _x4+x2-y2
Z4
ow_ 1 x_ a7 (3)
ay xzyz Zz z4+x2y2
1+—
<
du_ 1 '(_ 2xyj_ b 2xy _ 2xyz 4)
oz 1+x2y2 Z3 z4+x2y2 Z3 z4+x2y2
Z4
(2),(3) va(4) -t (1)—do nozors alarq.
2
X 2x
du=— yZz 7 dx+— Zz 2dy_4—y§2dZ
zZ +xy 2 +x7y 2 +xy

40, u=x""° funksiyasinin diferensialini tapin.
Holli.

_ . ' _ ou ou ou
Malumdur ki, funksiyanin diferensiali d4 = =—dx+——dy +——dz
ox dy 0z

diisturu ilo tapilir. Xiisusi téromolori tapaq:

al/l 2 yiz-1
dx Y

a—u=xyzo2 z -In x
dy Y

%) :

a—u: xVF oy n x
<

Tapdigimiz xiisusi toromolori tam diferensial diisturunda yerinos yazaq:

du = yzz-xyzz_ldx+xyzz -2yz-1nxdy+xy2z -y’Inxdz



X+y
41. u:arctg1

funksiyasinin ikinci tortib differensialini tapin.

Holli.

Ikidoyisonli funksiyanin tam diferensial diisturu asagidaki kimidir:

du=— dx+—-dy
ox ady
Bu diistura asason funksiyanin xiisusi toromslorini yazaq:
a—uz(arctg x+yJ: 1 2‘(x+ij: 21 2_(l—xy)—()c+2y)(—y):
ox l=xy) o (xey) U-w (1= xy)* +(x+y) (1—-xy)
1—xy (l—xy)2
_ (1-xy) 'l—xy+xy+y2: 1+y®
(I-xy) +(x+y) (-x) (1=xy) +(x+y)

’ ’

ou ( x+yJ 1 (x+yJ
- = CerZg y= 2' y=
dy 1—xy “{x_,_yj 1—xy

1—xy

(l—xy)2 .1—xy—(x+y)(—x)_ 1+ x7
(l=xy)" +(x+y) (1= xy)’ (1= xy)” +(x+y)
Bunlar diisturda yerina yazsaq alanq:

2 2
du = Ity dx + I+x dy

I-xy) +Gx+y)  (-x) +(x+y)

1 2 2
du = (1—xy)2+(x+y)2 ((1+y )dx+(1+x )dy)

42. Coxdayisonli funksiyanin ekstremumu. Ekstremum {iigiin zoruri sort.
Holli.

M,(x,,) ndqtasina kafi yaxin va ondan farqli olan M(x,y) noqtalari ii¢iin
flay)< fogye)  (flxy)> flgy,)) oldugda z=flx;y) funksiyasmnin  My(x; )
noqtesindo maksimumu (minimumu) var deyirik. z= f(x;y) funksiyasimin
maksimum vo minimumuna birlikdo onun ekstemumu deyilir.

Flsy)< flxg )= flxy)= £l ) <0. (1)

Burada x=x,+ 4x, y =y, + 4y 1sard etsok (1)-don alariq:

fx, +Ax;y, +Ay)-f(x,,y,)<0 vo yaxud Af <0
Yoni, x vo y arqumentlorinin biitiin kafi kigik Ax#0, Ay =0 artim ii¢iin

Af <0 olarsa, onda z= f(x;y) funksiyasmin My(x;y,) néqtesindo maksimumu
var.



f(x;y)>f(x(,;y0):> f(x;y)—f(xo;y(,)>0:>f(x(, +Ax;y, +Ay)_f(x0;y0)> 0

vo yaxud Af >0.
Yoni, x vo y arqumentlorinin biitiin kafi kigik Ax#0, Ay =0 artim ii¢iin
Af >0 olarsa, onda z=f(x;y) funksiyasinin My(x;y,) noqtesindo minimumu

var.
Funksiyanin verilmis oblasta (toyin oblastinda) bir nego maksimum vo
minimumu ola da bilor vo maksimum, minimumu olmaya da bilor.

Teorem (ekstemumun varhg iiciin zoruri sort).

Diferensiallanan z= f(x;y) funksiyast1 My(x;y,) noqtesindo ekstemuma

malikdirss, onda z= f(x;y)funksiyasinin birinci tortib xiisusi toromolori
My x,;y, )noqtasindoa sifra boraboardir. Yoni

o oy
y doayisonine y, qiymotini versak, onda f(x;y) bir x doyisoninin funksiyasi

of

olur. Bu funksiyanin x=x, ndqtesindo ekstemumu oldugu ii¢iin onun =~
X [X=X0
)):}70

of

var vo sifra borabordir. Eyni qayda ilo E™ toromosinin sifra borabor
Vher
oldugunu gostormak olar.
(2) boraborliklori ekstemumun zoruri sortini ifads edirlor. (2) sistemini
0doyon noqtolora stasionar noqtalor deyilir. Funksiya ekstemum qiymotini

xlisusi téromalarinin biri vo ya har ikisi olmadigi néqtalords do ala bilor.

43. z=x +3xy° =15x—12y funksiyasinin ekstremumunu tapin.
Holli.

Verilon funksiyanin xiisusi toromalorini tapaq.

%53)(2 +3y? =15
ox

%E 6xy—12
dy

Ekstremum varligi tigiin zoruri sorti osason
3x2 +3y2 —15=0 X +y*=5
voya

6xy—12=0 xy=2
x*+y2 =5 ) 5
Buradan 22y Viyet  teoremino K°-5K+4=0 buradan
Xy =



Odur ki {yz _4 {yz _q buradan iso y=12 y ==l

oldugundan. Bu funksiyanin M, (1:2) Mm,(21) M, (-1;-2) M, (-2-1)

kimi stasionar noqtolori vardi.
Funksiyanin ikinci tartib téromsaloarini tapaq

0’z 0’z 9’z
2 =6x, =6y =6
n dxdy Y dy’ Y
va har dir noqte tigiin A= AC - B* diskrimenantini hesablayaq
1) M1(1;2) noqtasi liclin A :(8—21 —6. B :( A J 12
ox* u, 0xdy )
d°z
C= PN =6 A=AC-B* =36-144 <0 oldugu iiciin M,

noqtesinds eksremum yoxdur.
2) M,(2:1) noqtosi iicin A=12, B=6, C=12, A=144-36>0 vo A>0
oldugundan M, nnéqtesinds funksiyanin minimumu vardi. Funksiyanin bu
minimum qiymati

Z . =8+6-30-12=-28 olur.
3) M,(~1;-2) noqtosi iicin A =- 6, B=-12, C =-6;

A=AC-B*=36-144 <0 oldugundan M3 nsqtesinds ekstremum yoxdur.
4). M ,(-2;-1) noqtosi iicin A=-12; B = -6; C=-12,

A=144-3>0, A >0oldugunda bu funksiyanin M, (-2:-1) noqtasinda
maksimum vardir. Bu maksimum qiymot Z,, =—-8-6+30+12=28 olur.

44. Ibtidai funksiya,qeyri miioyyon inteqral vo onun xassalori.
Holli.

Torif. Ogor Ju,b[ intervalinin biitiin néqtolorindo diferensiallanan F(x)
funksiyasinin F(x) toromosi f(x) funksiyasina borabordirso, yoni F/(x)= f(x)-
dirsa, onda F(x) funksiyasina Ju,b[ intervalinda f(x) funksiyasmin ibtidai
funksiyasi deyilir.

Torif. f(x) funksiyasmin Ju,b[ intervalinda biitiin ibtidai funksiyalar
coxduguna, yoni {F(x)+c}-yo f(x) funk- siyasinin Ju.b[ intervalinda qeyri-
miloyyan inteqral deyilir vo [ f(x)dx (1)
kimi isars olunur.

Torifo osason j f(x)dx=F(x)+c¢ yaza bilorik. Burada f(x) funksiyasi

inteqral alt1 funksiya, f(x)-dx inteqralalt1 ifads, x inteqral doyisoni adlanur. J' -

isarasi geyri-miloyyon inteqral isarasidir.



Verilmis funksiyanin ibtidai funksiyasini tapmaga homin funkisyani
inteqrallamaq deyilir.

Qeyri-miioyyon inteqralin asagidaki xassalorini qeyd edak.

1. Qeyri-miioyyon inteqralin téromaosi inteqralalti funksiyaya borabordir.

Yoni F/(x)= f(x) olarsa, onda (j f (x)dx),= f(x) olur.

’

N[ 7R dx) = (F()+e) = F )= 1(5).
2. Qeyri-miloyyan inteqralin diferensiali inteqralalti ifadoyo borabordir:
d| f(x)dx = f(x)-dx.

. djf(x)dx=d[F(x)+c]:dF(x):£'@dx:f(x)-dx.
7x)

3. Hor hansi bir funksiya diferensialinin geyri-miioyyon inteqrali, homin
funksiya ilo ixtiyari sabitin comind barabordir: I dF(x)=F(x)+c.

de(x)zIF'(x)dx:If(x)dx:F(x)+c

4. 1ki va ya bir ne¢o funksiyanin cominin qeyri-miioyyen inteqrali onlarin
inteqrallarinin comina borabordir:

[ )+ plx)]dx = [ 1 (x)dx+ [ plx) dx 2)
. Isbat iiciin homin bgrabsrl’iyin sol va sag torafinin téromolorini tapaq:
([ () + ple)ldx) = 1(x) + (). (3)
([ £+ [ gwhae) = ([ £e)ae) + ([ g (whax) = 1)+ 1) )

(3) va (4)-don deyo bilarik ki, (3) va (4)-lin sol torofindo duran ibtidai
funksiyalar bir-birindon sabit toplananla forqglonir. (2) boraborliyini do bu
monada basa diismok lazimdir.

5. Sabit vurgu qeyri-miioyyan inteqral isarasi altindan onun isarasi xaricino
gixartmaq olar: [/ (x)dx = k[ f(x)dx . (5)

[k ()x) =k () vo (k[ f(ddx) = k- (] (xhdx) =kf(x)  oldugundan
[kf(x)dx  vo k[f(x)dx inteqrallart eyni k-f(x) funksiyasmun ibtidai

funksiyalaridir. Bu ibtidai funksiyalar bir-birindon sabit toplananla forglonir.
(5) baraborliyini bu monada basa diismok lazimdir.

45. Qeyri miioyyan inteqralda inteqrallama tisullar:
Holli.



1. Doyisoni avazetma iisulu.
Qeyri-miioyyon inteqrallarin hesablanmasinda doyisoni ovozetmo iisulu

osas isullardan biridir. Inteqrallamada mabhirlik ¢ox zaman doyisoni elo
alverisli ovoz etmokdon ibarat olur ki, bunun naticosinda verilmis inteqral
oldugca sadalosir vo asanligla tapilir.

Tutaq ki,

[/ x)x (1)
inteqralimi tapmaq lazimdir vo f(x) funksiyasi {i¢iin ibtidai funksiyanin
varligini bilirik, lakin onu birbasa tapmagi bacarmiriq. Bu halda

x=olr) (2)
gotliirmoklo doyisoni avaz edirik. Burada ¢ ) funksiyasi kosilmoz toramasi va
tors funksiyasi olan funksiyadir.

(2)-don
dx =t Jt (3)
alinig. (2) va (3)-1 (1)-do nazars alsaq
[/ (x)dx = [ lp@)]- /() (4)

alirig. (4) boraborliyinin dogrulugunu gostormok {ii¢iin (4)-lin sol vo sag
toroflorinin  diferensiallarinin  biri-birina  borabor oldugunu goéstormok
kifayotdir.

(4)-don d| f(x)dx = f(x)dx = flp()]- ¢(0)ar (5)
(5)-don d([ fle(0)]- ¢'0)dt)= flp(0)) ¢/(0)- e (6)
(5) va (6)-dan (4)-iin dogrulugu alinir. Qeyd edoak ki, (4) diisturuna qgeyri-

miloyyon inteqralda doyisoni ovozetmo diisturu deyilir. (4) baraborliyinin sag
torofindoki inteqrali hesablandigdan sonra yenidon x doyisonino qayitmaq

iclin x=¢(r ) ovozlomasindon ¢ doyisoni yerino onun x-lo tapilmus ifadosini

yazmagq lazimdir.

Dayisonin avoz olunmasi tisulundan istifado edorak
.[f(ax)dx = iF(ax)+ c, .[f(ax +b) :iF(ax +b)+c; Isinkxdx = %coskx+ c
a a

+c; Ii:iln|ax+b|+c

.[coskxdx:isinkx+c; Iakx-dx: a
k ax+b a

kina
oldugunu gostormak olar.
Tutaq ki, u(x) vo W(x) funksiyalar1 Js;5[ intervalinda inteqrallanandir vo bu

intervalda w(x)-u(x) funksiyasinin ibtidai funksiyasi vardir. Onda Ju;b[
intervalinda u(x)-v(x) funksiyasinin da ibtidai funksiyasi vardir vo
ju(x)- V(o0)dx = u(x)- v(x)- Iv(x)- u'(x)- dx (7)

diisturu dogrudur.



(7) diisturuna geyri-miioyyan intervalda hissa-hissa inteqrallama diisturu
deyilir.

dx
46. J.— inteqralini hesablayin.

x*+2x-3
Holli.
1 1 1
xdx B —dxzj.( - jdx_
jm—j(x—l)(x+3) 4x—1) 4(x+3)

:11n|x—1|—11n|x+3|+c
4 4

47. Miiayyan inteqral vo onun xassalari.
Holli.

Sonlu [a,5] parcasinda kosilmoyon f(x) funksiyasi verilsin. [4,5] par¢asini
A= Xy Xpp Xopeeis X, p X, =D noqtalori  ilo  n  hissoyo  bolok  (burada
a=xy<x<x,<..<x,=b oldugu forz olunur). Bu halda [a,5] parcasi kicik
[x_p ] (kzl,_n) hissaloring boliniir. [x,_, x| par¢asinin uzunlugunu Ax, ilo isaro
edok:
Ax, = x,—x,_, (k=Tn).

o, € [XO,Xl],OC 2 € [.X'I,.X'Z],. . .,Ocke [xk_l,xk],.. .y
o, € [x,_,x ] ixtiyari ndqtalorini gotiirok
(xk_] <a,<Xx., k=],_n) vo bu nodqtalorin hor birindo funksiyanin qiymatlorini
uygun olaraq f(ay), f(o,),...,  flo)..... f(ar,) isara edorak I'(xk,ock):élf(ock)Axk
(1)
comini diizoldok. (1) comina f(x) funksiyasinin [«,5] parcasinda inteqral comi
deyilir. Bu comin qiymoti [4,h] par¢asinin kigik par¢alara bolgii qgaydasindan,
hom do bu kicik pargalarda o, noqtalorinin secilmasindon asilidir. A = max4x,
(k=T.n) isaro edok.

Tarif. [a,6] parcasmn kicik parcalara boliinma qaydasindan va bu kicik
parcalarda o, noqtolorinin segilmo dsulundan asii olmayaraq f(x)
funksiyasiin [a,6] parcasi iizra (1) inteqral cominin A — 0 sartinds sonlu limiti
varsa, onda bu limito f(x) funksiyasinin [a,5] parcasi izro miioyyan inteqrali



b AY
deyilir va I f(x)dx kimi isaro olunur. Torifa asason 4 B
v
. . b n AZ/ y"
yaza bilarik: [fx)dx = lim > flog) Ax; . 4 i
a k=1
§%)
) | | o,
Burada f(x)-o inteqralalti funksiya, f(x)-dx-o wl
inteqralalt: ifads, a vo b odadlori uygun olaraq | X, X, X, bx>
X,—a X

miloyyon inteqralin asagi vo yuxari sorhodlori, x

doyisoni iso inteqrallama doyisoni adlanir. [«,5] parcas: inteqrallama parcasi
adlanir. Miioyyan inteqralin hondosi monasini verok. Bunun {igiin avvalco (1)
inteqral cominin hondasi izahini gostorak.

Yuxaridan y= f(x) (f(x)>0) funksiyasinin oyrisi ilo, yanlardan x=a vo
x=>b diiz xotlori ilo, asagidan absis oxu ilo ohato olunmus ayri xotli trapesi
cokok (sokil 1).

Sokildon goriiniir ki, 7(x,o,) inteqral comi oturacagl Ax, (kzl,_n) hiindurliyi
floy) (k=1,_n), sahasi  f(oy,)- Ax, (kzl,_n) olan strixlonmis diizbucaqlilarin

" b
sahalorinin comidir Onda  fim 1 (x,.,a k):AZiTO,; Sla W x, = [ f(x)dx

inteqrali hondosi olaraq f(x)>0 olduqda sokildoki @ A B b oyrixatli trapesin
sahosini verir. Qeyd edok ki, miloyyon inteqral yalniz f(x) funksiyasinin

tobiotindon vo inteqralin sorhadlorindon asili olur, inteqral doyisenindon asili
olmur, ona goro inteqrallama dayisoninin istonilon doyison ilo isars etmok olar.

Yoni [*f(x)dx=["f()dt=..=["f(z)dz

Miioyyon inteqral anlayisini verarkon biz a<b oldugunu forz etmisdik.

b<a olduqda
[/ f(x)dx==[f(x)dx
a b
oldugunu gobul edok. a =5 oldugda yens do gobul edok ki, j“ f(x)dx=0.

Miioyyon inteqralin asas xassalori
Xasso 1. f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda inteqrallanandirsa, k- f(x)

b b
funksiyasi da [a,5] parcasinda inteqrallanandir vo jkf (x)dx=k J f(x)dx olur.

Xasso 2. f(x) vo ¢(x) funksiyalari [4,6] parcasinda inteqrallanandirsa,
onda bir ne¢o funksiyanin cominin miioyyan inteqrali, toplananlarin



miioyyon inteqrallarinin coming borabordir.

ji[f(x)i' o(x)]dx = jzf(x)dxi'jz(p(x)dx olur.

a

Xasso 3. f(x) funksiyasi [a,c] vo [¢,b] parcalarinda inteqrallanandirsa,
onda 1(x) funksiyasi [a,b] parcasinda  inteqrallanandir  va

jif(x)dx =jf(x)a’x+jzf(x)dx olur.

Xasso 4. [a,b] parcasinda inteqrallanan f(x) vo ¢(x) funksiyalar1 [a,b]
parcgasinin biitiin ndqtolorinda f(x)< ¢(x) sortini 6dayirso, onda

'Iff(x)dxsjz(p(x)dx. (2)

Xasso 5. m vo M ododlori [a, b] parcasinda inteqrallanan f(x)
funksiyasinin an kicik vo an boyiik qiymotloridirsa vo a<b-dirso, onda

m(b—a)sj‘f(x)deM(b—a) (4) olur.

Xasso 6 (orta qiymot teoremi). f(x) funksiyasi [a, b] parcasinda
inteqrallanandirsa, onda el ce |a, 5[, (a <c<b) ndqtasi vardir ki,

[ /x)ds = (b-a)- ) 6) olur.

. 3
48. ISln xdx inteqralin1 hesablayin.
Holli.

U =COSX ovaz edok
du = —sin xdx

sin xdx = —du
Isin3 xdx = J-sin2 sin xdx = I(l — cos? x)sin xdx =

=—I(1—u2)du =—(u—%u3j+C =—(Cosx—%cos3x]+C

2

49. J = Ix V4 - x’dx inteqralini hesablayin.

0

Holli.

x=2sint ovaz edok x=0 olarsa t=0 olur. x=2 olarsa t:% olur . Onda

dx=72costdt.



2 5 5
J =Ix2\/4—x2 dx = I4sin2t\/4—4sin2t2cos tdt = I4sin2t2\/1—sin2t2cos tdt =
0 0

0
T

sin % tcos 2 tdt = 4j4s1n tcos*tdt = 4|sin* 2tdt =

O —po |y
on_,.\)‘.:,

5
ISsm tcost-2cos tdt =16
0

V4

~ 5
= 4jﬂm =2[(1—cos 4r)dr = 2| 1 - L in 4¢
0 4

N

2

2 0
= 2((—— lsm 27[} 2(0 — lsin OJ =
2 4 4
Cavab 7T .
50. J= jL integralin1 hesablayin
. s (x—1INx+6 q Y
Holli.

Inteqralda asagidaki ovozlomoni aparaq:
Nx+6=t=x+6=t>= dx="2tdt

eyni qayda ilo x—1=¢> -7
Dayisoni avaz etdiyimizdon inteqralin sorhaddids dayisar

x=3%  t,=3+6=3

jztdr IZdt z—f| 4=V [3-47)
e ‘4+\/_‘ ‘3+«/_‘



