Xatti cabr vo riyazi analiz

1. Xotti asililigin  torifing  goro )blc_l + ﬂzb + 235 =0 barabarliyi

/11 = /12 = /13 =0 oldugda 6donorso onda a,b vo C vektorlart bazis amoals
gotirir.
Verilanlari nazars alsaq

24, +54,+34, =0

34, +74, =24, =0 tonliklor sistemini alariq.
A +0-4,+44,=0

Uciincii tonlikden 4, = —44; avozlomesini digor iki tonlikde nazors alsaq

-8, +54,+34,=0 54, =54, =0 . A, -A,=0
—124,+74, 24, =0 74, -144, =0 |4, -24,=0
torof-torafa ¢ixcaq 4, =0 alariq. Demoali 4, =0 oldugunu digor tonliklorda

olar. Buradan {

nazars alsaq 2'1 = ﬂz = /13 =0 alariq.
Demaoli bu vektorlar bazis amalo gatirir.

d vektorun @, b vo C vektorlar iizra xatti kombinasiyasini tapmaq ti¢iin
Aa+Ab + ¢ =d tonliyini holl etmoliyik.
24,454, +34, =4
Verilonlari nazars alsaq 34, +74,-24,=12 alariq.
A+0-4,+44,=-3

Axirinei tonliyi oldugu kimi saxlayib -2 —ya vurub 1-ci tonlikls, -3-9 vurub 2-ci
A +0-4,+44, =3 A +0-4, +44, =3

tonlikls toplayaq. 54, -54,=10 = A, —A,=2
14, —144, =21 A, —24,=3
Ikinci va iiciincii tonliklori torof-torof cixsaq 23 =-1 alariq.

Bu qiymoti 2-ci tonlikdo nozoro alsaq A+1=2=4,=1 olar. 4, =-1
oldugunu A +44, =-3 tonliyinds nazors alsaq A =1 alariq.

Demali yeni koordinatlar d (1;1;_1) olar. Yoni d =a+b—c
xotti kombinasiya alinar.

2. G va b vektorlarinin bazis amolo gatirdiyini yoxlamagq iigiin 4,a + A,b =0
24,424, =0

barabarliyindon {_ 24~ A, =0

sistemini alariq.



Torof-tarafa toplasaq 4, =0 alariq. Yerino yazsaq ﬂ-] =0 olar.
Demali, torifo gora @ vs b vektorlari bazis smalo gotirir.

P vektorunun koordinatlarini tapagq.
P =2(2-2)~ (2-1)+ (2:4) = (4-4) - (2:-1) + (2:4) = (41)

Xotti ayrilig iiciin 4,a + A,b =P sorti denmalidir.

{211 +24, =4

oA -4, =1 sistemindd tonliklari torof-tarafo toplasaq A =5
L=

alariq. Digar tonlikds yerino yazsaq 24, +2-5=4 =24 =—6= 4, =3 alanq.

Demoli, p =—3a +5b alinar.
3. R"- do xatti asili olan vektorlar hagqinda teorem v isbati.

Teorem 1. a,.d,,...,a, vektorlarinin xotti asili olmasit ii¢lin zoruri vo kafi sort bu

vektorlardan he¢ olmazsa birinin yerdo qalanlarinin  xotti kombinasiyast kimi
gostorilmosidir.
Zorurilik. Forz edok ki, 4,,4,,...,a, vektorlart xotti asilidir. Yoni, (2) borabarliyi

A,A,,..., A, ododlorinin biri (mosalon, A,) sifirdan forgli oldugda dogrudur. Onda (2)

baraborliyinin hor torsfini A,—o bolsok @, vektorunu digorlori ilo asagidaki kimi ifads edo
bilorik:
L =A - A,

am=}b—ma1—}b—ma2—...—f:&m. (4)
Burada, o, = _7»_[ (l =1,m- 1) kimi isaro etsok, onda (4) baraborliyini
a =o,d +o,d,+..+0, .a, ®)

soklindo yaza bilorik. Bu i1so o demokdir ki, a, vektoru a,,a,,...,a, , vektorlarmin xatti

kombinasiyas1 kimi gostarils bilir.

Kafilik. Forz edok ki, a,,d,,...,a, vektorlarindan biri (masalen, 4, ) yerds qalanlarinin

xotti kombinasiyasidir. Yoni, (5) barabarliyi dogrudur. Onda (5) boraborliyini

o i, +ady+..+a, 4, +(—1)d, =0 (6)
kimi yazsaq, o, =-1#0 oldugundan torifs ssason d,,d,,...,a, vektorlarmin xotti asili
oldugunu aliriq.

Qeyd edok ki, agor a,,4,,...,a, vektorlarinin he¢ olmazsa biri sifir vektordursa, onda
bu vektorlar xotti asilidir. Dogrudan da forz etsok ki, @,=0. Onda A, =1,
A=A, =...=A, , =0, gotirsak, (2) barabarliyi 6donir.

Yoxlamaq olar ki, 4,a,,...,a, vektorlarinin bir negosi xotti asilidirsa, onda bu
vektorlari hamisi xotti asilidir.

4. Determinant anlayisi. Minor va cobri tamamlayici. Determinantin ssas
xassalori.

n tortibli 4, kvadrat matrisinin g, elementinin yerlogdiyi i-ci satri va j-ci slitunu gorti
olaraq sildikdon sonra qalan elementlorin omalo gotirdiyi » —1 tortibli kvadrat matrisin
determinantini M, ilo isars edok. M, —ys a; elementinin minoru deyilir. Bu halda



Z(_ l)w auMu = auMu - a12M12 Tt (_ I)Hn alan (7)
J=1
comina n tortibli 4,,, kvadrat matrisinin determinanti deyilir.
Xasso 1. Determinantin biitiin satirlorinin onun uygun némrali siitunlar ilo yerini
doyisdikds determinantin qiymati doyismaz. Yoni,
App Apz---App | |y dop---Gyg
App Aopenlzy| |Apy pp.eyps| - (1)

Ay Ay yy| Qg Aoy...Gy,

sonraki xassalorini ancaq satirlori va ya ancaq siitunlari iigiin séylomoak kifayatdir.
Xassd 2. Hor hansi determinantin ixtiyari iki sotrinin (siitununun) yerini doyissok,
onda determinantin yalniz isarasi doyisor. Yoni, masalon

n

a;, ap...a, ay; Ayye..ly,
Ay Appnly,| Ay Ay, | (2)
Ay oGy A,y Ay Q

Xassa 3. Iki sotri vo ya iki siitunu eyni olan determinant sifra borabordir.
Xassa 4. Determinantin har hansi bir satir (siitun) elementlorinin ortaq vurgu olarsa,
homin vurgu determinantin isarasi xaricine ¢ixarmagq olar. Yoni
ka; ka,,..ka,, a;; ap;...a,,

pr Gapeeeloy | _ NA2p G- Ao 4)

Ay Qyy...a a,; Q,...a

nn nn

Xasso 4 onu gostorir ki, k-detA,, hasilini tapmaq tliglin detA4,,, —nin hor hansi bir

sotirinin (siitununun) elementlorini homin k adadins vurmaq lazimdir.

Xasso 5. Determinantin iki sotrinin (siitunun) elementlori miitonasibdirlorss, homin
determinant sifra barabardir.

Xassd 6. Determinantin hor hansi satrinin (siitunun) biitiin elementlori sifirdirsa, onda
determinant sifra barabordir.

Xasso 7. Determinantin hor hansi bir sotrinin (siitununun) biitiin elementlori iki
toplananin comi soklindodirss, homin determinant iki determinantin comino barabordir: 1-ci
determinantda homin sotir (siitun) elementi olaraq 1-ci toplanan, 2-ci determinantda iso
homin sotir (siitun) elementlori olaraq 2-ci toplanan gétiiriiliir. Yoni, masalon 1-ci satir

elementlori liclin
a,+b, ap+b,..a,+b, a; ap..ay,| |by byy.by,

©)

|42y Ayl . Ay dy;---Ay,

olur.
Xassa 8. Determinantin hor hansi satrinin (siitununun) biitiin elementlorini bir adods vurub
digor bir sotrinin (siitununun) uygun elementlorinin {izorino olavo etsok determinantin
giymoti doyismaz. Yoni,masolon,
a;; Qp...qp,| |a;+kay kap,+ka,...a;, +ka,,

dy Gpy---Apy| | Ay pp ooy, . (6)

ay Q.0 a,; ay, ... a

nn
Xassa 9. Determinantin har hansi satir (siitun) elementlorinin, digar satirin (siitunun)
uygun elementlorinin cobri tamamlayicilarina hasillorinin comi sifra barabardir.
Yoni, masalon



a11A21+a12A22+...+a1nA2n:0. (7)

I -3 0
5.A=|0 2 1]olarsa, f(x)=x>—=3x+2 coxhadlisino uygun f(A)="?
3 -3 2

1 -3 0yl =3 0y (1 =30y (100
f(A)=A*-3A42E=|0 2 1|0 2 1]-30 2 1|+20 1 0O|=
3 -3 2\3 -32) 3 -32/ (001

1+0+0 -3-6+0 0-3+0) (3 -9 0) (2 0 O
=0+0+3 0+4-3 0+24+2|—-|0 6 3|+/0 2 0|=
3+0+6 -9-6-6 0-3+4) (9 -9 6) (0 0 2
1 -9 -3} (3 -9 0) (2 0 0} (0O 0 -3
=3 1 4|-|0 6 3|+/0 2 0|=|3 -3 1
9 -21 1 9 -9 6) \0 0 2) (0 —-12 -3

-2 3 ; )
6. A= { 0o olarsa, f(x)=4x> —2x>4+3x—2 coxhadlisine uygun

f(A)=4A—2A% +3A—2E sokildo yaza bilarik.
-2 3)-2 3Y-2 3 -2 3Y-2 3
f(A)=4- -2 +
1 o1 Oof1 O 1 ol1 O
-2 3 1 0 443 -6)-2 3 7 -6
+3 -2 =4 _2 +
1 0 0 1 -2 3L 1 0 -2 3
-6 9) (2 0 —14-6 214+0) (14 -12
+ - =4 - +
3 0/ (0 2 443 —-6+0) \-4 6
N -6 9) (2 0) (-80 84 14 -12 +_-—6 9
3 0) 0 2) (28 —24) (-4 6 30

2 0) (-102 105
0 2/ | 35 =—32

7. Ogar determinantin har hansi siitunu iki toplananin comi soklindadirsa onu iki

determinantin comi kimi yaza bilarik.



a a +1 (az+1)2 a a a+2a+l la 1 a*+2a+1
b b*+1 (b+1 |=|b b* b*+2b+1+b 1 b*+2b+1|=
c c+1 (c+1)2 c ¢ 42+ ¢ 1 +2c+1

at a*l la a® 2a+1 la 1 a*+2d la 1 1

a
b b* b*+b b* 2b+1+b 1 B*+2b|+b 1 1
C

¢ o le ¢ 2e+1 e 1 *+2] e 11

Ogor determinantin iki siitunu eyni vo ya miitonasibdirss, o determinant sifra
barabardir. Onda I toplanan va axirinci toplanan sifra barabar olar. Digor
determinantlar1 da ayirsaq

2 2 2
a a° 2a la a° 1 |la 1 a°| |a 2a

b b*> 2bl+b b> 1+|b 1 b*|+|b 1 2bl=

c ¢t 2 le ¢ 1 e 1 ¢ |le 1 2¢

—_—

a a* 1 la 1 a° a a1 la a* 1
=0+b b* 1+|b 1 b*|+0=|b b* 1-b b* 1=0
2 2 2 2
c c ] |[c 1 ¢ c c 1 |c ¢ 1

alariq.

8. Determinantin uygun xassosini yazin vo homin xassadon istifads edarak

a+bx ax+b c a b c
d+ex dx+e f:(l—x2 d e f
k+px kx+p m k p m

Determinantin hor hansi satir va siitunu iki toplananin comi soklindadirss, onda
determinant elo iki determinantin comina barabardir ki, birinci determinantda
birinci toplanan, ikinci determinantda is9 ikinci toplanan olmaqla qalan elementlori
1s9 verilmis determinantda oldugu kimi saxlanilir.

Iki satri va ya siitunu eyni olan determinant .... barabaordir.

Determinantin hor hansi bir sotrinin va ya siitununun biitiin elementlorinin ortaq
vurugunu determinant isarasi xaricind ¢ixarmagq olar. Hor hansi determinantin iki
sotrinin yerini doyissok, onda determinant yalniz isarasini doyisor. Determinantin
miitonasib olan satirlori vo ya siitunlar1 varsa, bu determinant sifira boarabardir.
Yuxarida geyd etdiyimiz xassalora asason verilmis determinanti hesablayagq.



a+bx ax+b c¢| |la ax+b c| |bx ax+b c
d+ex dx+e fl=|d dx+e fl+lex dx+e f|=
k+px kx+p m |k kx+p m |px kx+p m
a ax c| la b c| |bx ax c| |bx b c
d dx f|+ld e fl+lex dx fl+lex e f|=
k kx m |k p m |px kx m |px p m
a b c b a c a b c
d e fl+x’le d f:(l—xzd e f
k p m p k m k p m

1 -2 1 -1

2 1 -1 2

9.A=
3 -2 -1 1

Bilirik ki, matrisin sifirdan forgli on yiiksok minorunun tartibino ranq deyilir. Ranqi
tapmagq li¢iin hasiysloyan minorlar iisulundan istifads edak.

I -2 1
Mzzi _12:1+4=5¢0M3=2 I —l=-1-4+6-3-2-4=8%0
3 -2 -1
olduguna goro bu matrisin ranqi 7(A) = 3 olar. Onda
I -2 1
M,=2 1 —1/#0 oldugundan hom do bazis minoru olacaqdir.
3 -2 -1

10. Matrisin ranqi vo onun hesablanmasi

mxn Olgiilii 4, diizbucagh matrisinde k < mir{m,n} sortini 6doyen ixtiyari k sayda

sotir vo k sayda siitunlarin kosismosindo duran elementlordon diizoldilmis k tortibli 4, ,
kvadrat matrisin determinantina k tortibli minor deyilir vo M, ilo isaro olunur.

d;; Apy...dpy
M, = sy Az---dy| kimidir.
Arp Qg
Matrislorin ranq iigiin asagidaki miinasibatlorin dogrulugunu yoxlamaq olar.
1) {4+ B)<HA)+HB); 2) HA+B)= |r(A)—r(B)| ;
3) {AB)< min{{A)r(B)}; 4) r(ATA)z HA);
5) {AB)=rA4) ogor detB #0 olarsa;
6) "AB)>rA)+rB)-n, burada n, A matrisinin siitunlarinmn saym vo ya B
matrisinin satirlori sayini gostorir.



ranqgin tapilmasi iisullar hasiysloyon minorlar vo elementar ¢evirmolor iisuludur.
1) Hasiysloyan minorlar iisulu.
A,,., matrisinin ranqini tapmaq u¢iin hesablamani, onun asagi tortibli minorlarindan

mxn

baslayib yuxari tortibli minorlara kegmok vo bu prosesds sifirdan forqli r tortibli M,

minoruna rast goldikdon sonra, M, minorunu hasiysloyon (6z daxilindo saxlayan) (r+1) —
tortibli minorlar1 hesablamaq lazimdir. 9gor M, —i (M #0) hasiyoloyon (r+1) — tortibli

minorlarin hamisi sifirdirsa, onda 4

mxn

matrisinin ranq1  -dir. Yoni, /{4, )=r.9gor (r+1)—
tortibli hasiysloyon minorlardan biri, mosalon, M,

r+l

sifirdan forqli olarsa, onda A4

mxn

matrisinin ranqi r-don boyiik olmalidir. Bu prosesi M -1 hasiysloyon (r+2) — tortibli
minorlari hesablamaqla davam etdirsok vo M -i (M )#0 hasiyoloyon biitiin (r+2) —
tortibli minorlar sifira barabordirss onda A4,,, matrisinin ranqi r+1-3 barabordir va s.

2) Elementar cevirmalar iisulu.

Isbatsiz olaraq asagidaki teoremi geyd edok.

Teorem. Matrisin {izorinds aparilan elementar ¢evirmalor onun ranqini doyigmir.

Qeyd edok ki, ranglari borabor olan matrislora ekvivalent matrislor deyilir vo
HA)=rB)e A~B kimi isaro olunur. Demoli, elementar gevirmolorden sonra alinan
matris, verilmis matriso boarabor deyildir.

Teorem (bazis minorlar haqqinda teorem). Matrisin bazis sotirlori (bazis siitunlari) xatti
asili deyildir. Matrisin ixtiyari sotri (ixtiyari siitunu) onun bazis sotirlorinin (bazis
siitunlarinin) xatti kombinasiyasi soklinda gostarils bilor.

I -1 -1

1. ,_|_y , | matrisinin torsini elementar ¢cevirmolarls tapagq.

-1 1 2

Bilirik ki, Q = (A/ E) kimi bir qosma matrisi diizaldilir. Onu elementar
cevirmalarlo £/ A sokling gatirilir.

1 -1 —-1]1 0 0 1 -1 -1 100
A/E=|-1 2 1[0 1 0|=~[0 1 0 1 1 0|~
-1 1 20 0 1 0 0 1 101
10 -1210) (1 00311 311
~lo1 0 11 0/~0o1 o1 1 1| A'=[1 11
00 1 101) 100 11 01 1 01

Qeyd edak ki, birinci satri ikinci ilo toplayib ikinci siitunda yazdiq, birinci ilo
ticlincii sotri toplayib iiciincii sotirde yazdiq. Daha sonra birinci satirls ikinci sotri
toplayib birinci satirde yazdiq. Sonra birinci satirls iigiincii satri toplayib birinci
sotirds yazdiq. Noticodo A matrisinin torsini elementar ¢cevirmoalar yoli ilo tapmis
oldug.

12. A=-131 oldugda A~ -ni tapagq.
1 4



Bilirik ki, A~ -ni tapmagq iigiin -i A~

=A"A" hesablamagq lazimdr.

| Ay Ay Ay
_1__
A" matrisin torsini tapmagq ii¢iin A= ‘ A‘ Ap Ap Ay diisturundan
Ay Ay Ay
istifads etmok lazimdir.Bu diisturu verilmis misalla totbiq edak.
141
Al=-1 3 1|=0+2-2+4-0-12=-8 A, =(-1) | 4=12—1=11
2 1 4
A :(_1)1+2—1 1=—(—4—2)=6A _( 1)“3—1 31 1—6 =7
’ 2 4 v 2 1
a4l 2 L0 2
Ay =07 4‘=—(4—2):—2 Ay = (=17 4‘=0—4=—4
0 1 1 2
243 +
Ay, =(-1) ) 1‘:—(0—2)=2 A31:(_1)“3 1‘:1_ -5
0 2
A32 :(—1)3+2_1 1‘:—(04'2):—2 A33:(—1)3+3 0 |:0+1:1
| 11 -2 =5
Demoli A_lz—g 6 -4 -2 olur.
-7 2 1
A7 =A"- A" oldugundan
1211 -2 =5\(11 -2 -5
A‘2:(—§j 6 -4 -2|| 6 -4 -2|=
-7 2 1){-7 2 1
121 —-12 +35 -22 +8 —-10 -55 +4 -5
=6—14 66 -24 +14 -12 +16 -4 -30 +8 -2|=
-77 +12 -7 14 -8 +2 35 -4 +1
144 -24 -56 18 -3 -7
_ L 56 0 -24 _1 7 0 -3
64 8
-72 8 32 -9 1 4
A’A™? = E oldugunu gostorok
0O 1 2yy0 1 2 3 5
A’=|-1 3 1||-1 3 1|=|-1 9 5
2 1 402 1 4 7 9 21



3 5 9\(18 -3 -7
A2A‘2:% -1 9 5|7 0 -=-3|=
7 9 21)|-9 1 4
54 +35 -81 -9 +0 +9  -21-15+36

=1 -18 +63 -—45 3 +0 +5 7-27+20 |=
8 126 +63 —-189 -21 +0 +21 —-49-27+84
8§ 00 1 00

=—|0 8 0|=/0 1 O|=E

0 0 8 0 01

(3x,+2x,+x,=5

13, ) 2% T35+ x, =1
2x,—x, +3x, =11

3x,—4x,—x; =5
Bilirik ki, osas matris doyisonlorin amsallarindan diizsldilir.

32 1
a-|? 3 1| geniglondirilmig matris iso
2 -1 3
3 -4 -1
32 1 5
2 3 11
A’ = olar.
2 -1 3 11
3 -4 -1 -5
Kroneker —Kapelli teoremina gora sistemin hallinin varlig iiciin r(A) = r(A*)
olmalidir.
Ovvalco r(A) -n1 tapaq.
3 2 302 1 -
M, = =9-4%05>M,=]2 3 1=27-2+4-6+3-12=14#0 Oldugundan
23 2 -1 3
r(A)=3 olur.

Indi iso A" -un ranqim tapaq.
Bunun ii¢iin
3 2 1 5 0 0 1 0
. 2 3 1 1 -1 1 1 -4
BE = -7 -7 —4]=
2 -1 3 11| |-7 -7 3 -4
3 -4 -1 -5 6 -2 -1 0

=0-56-24-6-7-4-8-0=-80—-168 —8=-256 #0
olduguna gors r(A* ) =4 olar.
Demoli 3=r(A)# r(A* = 4) oldugundan sistem uyusan deyil.



14. . n machullu m xatti tanlik sistemi. Kponexep-Kanennu reopemu

n machullu m xatti tonlik sistemino baxaq:
a.x, +a,x,+..+ax =b ,

1n""n

ax, +a,x,+..+a,x =b

2n"n 20 (1)

ax+a,x,+..+a, x =>b .

ml mn” " n

(1) xotti tonliklor sistemini holl etmozdon qabaq onun hallinin olub-olmadigini
miloyyon etmak lazim galir.

all alZ' : 'aln

a,, a,....d
Qeyd edok ki, A4 b1 Uyeeothy,

mxn

(2) verilon sistemin asas matrisi,

a, a.,..a

ml mn

a;; a...a;, b
* Ay Ap;...0, b, . . . . ) ..
Ap(ne1) = (3) verilon sistemin genislonmis matrisi

adlanir.
(1) sisteminin birgs (uyusan) olub-olmamasini miioy-yanlasdirmak ii¢iin asagidaki

teorem mithiim rol oynayir.
Teorem (Kroneker—Kapelli). Verilmis (1) xotti tonliklor sisteminin birgs (uyusan)

olmasi {iclin zoruri vo kafi sort sistemin osas matrisinin ranqinin onun genislonmis
matrisinin ranqina barabor olmasidir, yoni, 1(A4)=r{4*) olmasidur.

X, +2x,-3x;+4x, =-13
- x, + X, +2x, = -1
3x,+4x, +5x;, =11
S5x,+6x, +7x;,—-2x, =19

15.

Birinci tonliyi aparici tonlik kimi qoabul edak. Digar doyisonlari toplama iisulu ilo
“yox” edak.

(x, +2x, —3x, +4x, =—13
2x, —2x,+6x, =-14
—2x, +14x,-12x, =50
| —4x, +22x,-22x, =84

Indi is9 ikinci tonliyi aparici tonlik kimi gobul edok vo toplama iisulu ilo digor
dayisanlari ardicil yox edak.




X, +2x, —3x; +4x, =13
2x, = 2x, +6x, =-14

12, —6x, =36 |5 = 60x, —54x, —30x, +30x, =180 - 168
18x, —10x, =56 |-3
6x;, =12
X, =2

x, =2 qiymatini 12x, —6x, =36 tonliyinds yerine yazsaq

24 —-6x, =36 2x, —4-12=-14
X +2-6-8=-13
6x, =—12 2x, =2
x,=-1
X, =—2 x, =1

Demali, tonliyin imumi va xiisusi hallori eynidir.
{— 1;1;2;—2} olur.

16. Bilirik ki, bircins xatti tonliklor sisteminin sifirdan forgli hallinin varligi ii¢iin
osas matrisin determinanti sifra borabar olmalidir.

2 1 3
4 -1 71=0=>-4+12a+7+3-14a-8=0=>-2a-2=0=a=-1
1 a 2

olarsa, sistemin sonsuz sayda halli var.
2x,+x,+3x,=0
dx,—x,+7x,=0 =
X, —Xx,+2x,=0
ictincii tonliy1 aparici tonlik kimi saxlayagq.
X, —X,+2x,=0

= 3x,—x;=0 = x; =3x, alarq.
3x,—x;,=0
x, =C e R qabul etsok~
x,—C+6C=0
x, =3C va alariq.
x, ==5C

Onda sistemin iimumi halli {—5C;C;3C} olar.

17. Ax = (x; + x, +8x;;2x,;x, — x; ) Bu ¢evirmanin matrisi amsalardan
diizaldilir.



I 1T 8
0 2 0
I 0 -1

Moaxsusi adadi tapmagq ligiin

Ax =

‘A —AE ‘ =0 tonliyini hall etmok lazimdhr.
1-4 | 8
0 2-4 0 [=0=>
1 0 -1-4
=(1-2)2-2)1-4)+0+0-8(2-1)0-0=0
(2-A)([1-2)(-1-2)-8)=0

—(1-2)-8=0
=9
=2
4 A, =3
I =3
Onlarm comi A, + A, + 4, =2+ (-3) = 2olar

18. Verilon ¢evirmalorin omsallarindan A vo B matrislorini diizoldok

1 3 0 0 1 -1
A= 0 2 -1 B={2 0 1
-1 0 1 -1 -1 0

1 3 0Y(0 1 -1y (6 1 2
AB=|0 2 —1[|2 0 1|=/4 0 2
{—10 1”—1 -1 OJ [—1 -2 J

1

0

0 Sy (103 0 (1 2 -2
B-A=| 2 1|0 2 -1=|1 6 1
-1 -1 0 -1 0 1 -1 -5 1
6 1 2) (1 2 -2) (5 -1 4
AB-BA=|4 0 2|- 6 1 |=3 -6 1
1 -2 1) (=1 =5 1) o 3 o
x"=5x—y+4z
Onda AB-BA ¢evirmosi |7~ 3x—=6y+z
7" =3y

19. Bilirik ki, moxsusi adad ‘A —AE ‘ =0 tonliyindon tapilir.



2-4 -2 0

A=1 2A-AF+8=0
B -21-8=0
A =4, ==2

Hor bir moxsusi adods uygun moaxsusi vektorlari tapaq.
A, =1 oldugunu noazars alaq.

(2= A)x,—2x,+0=0 —x,—2x,=0 x, =-2x,
—2x,+(1=A)x,—2x,=0 = 4-2x,—-2x,=0 —{x =ux,
0-x,—2x,—Ax; =0 —2x,—x,=0 X, =—2x,

x, = C, gobul etsak 0 # C, € R olmaldur.

Onda moxsusi vektor {—2C,;C,;—2C, } olar.

2) A, =4-5uygun sistem
—2x,—2x,=0 X, = —X, x,=C,#0
2x,—=3x,—2x,=0 = 32x,—-3x,—2x,=0 = <x, =-2C, alang.
—2x,—4x,=0 X, =—2x, x, =2C,

Moxsusi vektor {ZC2 ;—2C,; Cz} alinar.

3) ﬂa = —2-y2 uygun moxsusi vektor.

4x,—2x,=0 X, =2x, x, = C,
—2x,+3x,-2x,=0 = —2x,+3x,-2x, =0 = <x, =2C,
—2x,+2x,=0 X, = X, x, =2C,

{C,;2C,:2C, } alnar.

20 Verilmis A =G ;) matrisinin xotti ¢evirmosinin moxsusi adadini va

moxsusi vektorunu tapin.
a,-A a, .. a,

Holli. | “ G=h =0 boraborliyino osason verilmis matrisin xarak-

P

a,

n

a, .. G, —

n. nn

teristik tonliyini



|A-EA =

; , A‘=(3—1)(2—1)—20=/12 ~51-14=0

soklindo yaza bilorik. Bu xarakteristik tonliyin koklori 4, =2 vo 4, =7 olar.
A, = -2 olduqda tonliyins gora
{(3 —A)x, +4x, =0 {(3 +2)x, +4x,=0

5x1+(2—/1)x2=0:> 5x1+(2+2)x2=O:>

5x,+4x,=0 x, =—4c
Yot dx, =0 T (L e R).
5x, +4x,=0 x, =53¢,

Demoali, 4 =-2 moxsusi adodino uygun moxsusi vektoru X ={-4c,;5c,}
soklindadir. ¢, € R oldugundan istonilon qiymatlor vermakls verilon ¢evirmanin
moxsusi vektorlarini tapa bilorik.

Eyni qayda ilo A4, =7 oldugda uygun bircins tonlik

(B-A)x, +4x,=0 (B-7)x, +4x,=0
{le +(2-4)x, =0 {le +(2-7)x,=0 -

—4x, +4x, =0 (x —x, =0
{le—Isz i0 :{ .
Demali, 4, =7 moxsusi adadine uygun maxsusi vektor X ={c,; ¢,} kimidir.

=x, =x,=c, #(c,eR.
x,—x,=0

21. Xotti cevirmanin matrisi , moxsusi adadi vo moxsusi vektoru
Tutaq ki, n-6l¢tlii R" xotti fozasinda e,e,,...,¢, bazis vektorlar1 vo A xotti

cevirmosi verilmisdir. Onda bu fozadan gétiiriilmiis X € R" vektorunun bazis
vektorlari lizra yegano qayda ilo
X = X& +X,8, +...+x,E (1)

n-n

soklindo ayrilisini yaza bilorik. A xatti ¢evirmo oldugu ii¢iin bu ayrilist v = A(}? )
borabarliyindo nazors alsaq,

?=A()z)zxjA(EJ)+x2A(Ez)+...+x”A(En) )
alariq. Digor torofdon A(é,) (i = ﬁ) vektorlar1 da R" fozasmin elementlori
oldugundan onlarin da e, e,,....e, bazis vektorlar izro ayrilisin1 yazmagq olar.

Ae =a, e +a,e, +..+a,e,

A¢, =ané +aye, +..+a,e,  (3) By ayrilislar1 (2) miinasibotinde nozers alsaq,

Ae, =a, e +a,e,+..+a,e

Y, = apx; + a X, +...+ a,x,
Yo = ok + Xy et Xy (4) alariq. (4) borabarliyinin omsallarindan diizeldilmis

Yy, =a,x +an2x2 +...+a x

nn-"n



a;; a, ... 4a;

A =|% 92 - %) kvadrat matrisino e,e,,...e, bazisindo A Xxotti cevir-

n

an] anZ o ann

X
. Ce X
moasinin matrisi deyilir. Burada, x | © |-dir.

X

n

Bu ¢evirmoni qisa olaraq v, =4, X, kimi yazmaq olar.

Tutaq ki, A operatoru R"-don R"-2 tosir edan xatti ¢evirmadir.
Torif. R"-don gotiiriilmiis sifirdan forgli hor hanst X vektoru ii¢iin
AX =X (0= X e R") (5)
baraborliyini 6doyan 4 adadina A operatorunun moxsusi adadi, ona uygun
tapilan X vektoruna iso moxsusi vektor deyilir.
Bozon moxsusi adad avazina moaxsusi qiymat do isladilir.
(5) baraborliyini agiq sokilds yazsaq
g tag+etax, =y [la =A% +ay +.ta,x, =0
o+l bt o, =,y = Ayt t a3, =0 (©6)

a,x +a,x+..+a,x =Ax, a,x +a,x+..+(a,—A)x, =0
soklinda bircins xotti tonliklor sistemi alariq. Bu sistemin sifirdan forqli hallinin
varlig1 liclin zoruri vo kafi sort onun mochullarinin amsallarindan diizaldilmis

determinantin sifra barabar olmasidir:

a,-A a, .. a,
Uy =A@ | 7
a, a, e a, -

(7) beraborliyini qisa olaraq |A-AE|=0 soklinde yazmaq olar. Bu

baraborliyin sol torafi hom do 4 -dan asili n-doracali ¢coxhadlidir. Bu ¢oxhadliya
xarakteristik ¢oxhodli deyilir. Xarakteristik c¢oxhodlinin koklori A xotti
¢evirmasinin maxsusi adodlaridir.

(7) xarakteristik tonliyini hall edorok 4,,4,,...,4, moxsusi adodlorini tapiriq

vo bu moxsusi adodlori ayri-ayriligda (6) bircins xotti tonliklor sistemindo
yerino yazaraq sifirdan forqli X hollini (vektorunu) tapiriq. Homin bu X
vektoru uygun moxsusi vektor olacaqdir.

22/ Funksiyanin limiti. Sag va sol limitlor. Bazi limit diisturlari.

Tarif 1. Sonlu a vo A adadlari va istonilon € >0 odadi tigiin elo & >0 odadi var ki, x-in

| f (x)—A| <& miinasibati 6denir. Onda A4 ododine x — a sortindo f(x) funksiyasinm limiti



deyilir vo /im f(x)=A kimi yazilir. X ¢oxlugu olaraq a ndqtesinin miioyyon otrafi basa

X—a
distliir.
DyHKCUHAHBIH COJI Bsl Cab JINMUTIISIPU

A A1 X = @ HIOTTACUHAS [ (x) (yHKCHUHACHIHBIH JIIMUTHIUPCS, OHJA X-UH a-iia HaXbIH BS
OHYH MCTSHHJISH TAPsAUHIS (COM B ia cab TAPAGUH/ISA) HepISIsH OLTIH THAMSTISIPHHAIS

|f(x)-A4|<e (1)

6ApaGAPCHU3IMIAN IOASHUIND. X = @ HIOTTACHHAA f(X) (yHKCHAACEIHBIH IMMHTH OIMA/IBIIIA
onza (1) Osipabspcu3uiiy X-HH a-HBIH MISHNASH TApaUHAs (MSCSIISH, COJ B Ha Ja cab)
TApAQUAIA HepIALISH THRMSTISPHHS 0sHIIs Orsp. Benst omayraa f(x)
(YHKCHHACHIHBIH @ HIOTTACHH/S COJI TUMUTHH/SH BS Cab JIMMUTHUH/ISH JTAHBIIIMAT OJIap.

Tyrar ku, f (x) (byHKCHHACHI @ HIOTTSCUHUH COJI TAPAGUHAS TIHUH OJTYHMYIIYD.

Tsapud . Couny A Bs a sasuisapu Bepuiaukas Ve > 0 spsan muis enst 0> 0 sy Bap Ku,
X-UH a-IaH KHYHUK OJIaH BS

0<a—-x<9d (2)

Os1palsAPCU3NUIUHN IOUSH OLTIH THHMS TS PHHIS
[f(x)-4|<e (3)

Osipabspcu3nuiin oasawmp. OHga A SASAUHS X — a MWAPTUHAS (BS Ha X = @ HIOTTSACUH/IA)
f (x) (G YHKCUMACHIHBIH COJI JIMIMHUTH JICHHIIUD BS

lim f(x)= lim f(x)zf(a—O) 4)

KMMHU UIIAPS OJIYHYP.

Tsapud. Couny 4 Bs a suanasipu Bepuaaukas Ve >0 sty mans enst & > 0 sasiau Bap K,
X-UH a-1aH OOULK OJIaH B

O<x—a<d (5)

Os1palsPCU3NUIUHN IOUSH OLTIH THHMS TS PHHIS
|f(x)-4|<e

Osipabspcu3nuiin oasaup. OHga A SIISIuHS X — @ WSAPTUHISA (BS la X = @ HIOTTSCUH]IA)
f (x) (YHKCUMACHIHBIH Cab JINMHUTH ICHUIIUD BS

lim f(x)= lim_ f(x)= fla+0) (6)
Ecx—>>ccll) X—a+

KMMHU UILIAPS OJIYHYP.
JleMsuti, X =@ HIOTTACHHISA ) = f (x) (yHKCHHACBIHBIH IMMUTUHUH OJIMACHI ITYIIH
lim f(x)= fla—0)= f(a+0)
X—a
sorti 6donilmalidir.

23. lim(1 - x)rg ”2”‘ limitini hesablayn.

x—1



0- 00 0
soklinda geyrimUayyeanlikdir. Bu ifadani () -kimi geyri
o (1-x)

(1-x)rg 5

Halli: Verilmis ifada

clog —
&5

muayyanlik sekline gatirak,

Bundan sonra Lopital qaydasini tatbiq edek

70 _ o F6)

lim —= = :
X=X g(x) X=X g,(x)
1—x . x—1 . -1 1 2
X=X, X x—>x, x—1 1 T T
clg — 7tx — =
2 (}%) LT 22
2 sin” —
24. y=2+ 1 funksiyasinin kasilma ndqtasinin tosnifatini verin.

1+21-
Holli: % funksiyast x=1-do  kosilondir. Ovvalco sol limiti
- X

[2+ ! - J:Iirg[2+ ! 1}:2
14200 1427
0 olur. Demali f(1-0)=2.

tapaq. jim f(x)=lim

l =
) 1+27
Indi sag limiti tapagq.

olur. Clinki, lim
a—+0

I jzlim 2+ I 1

35901‘<X>=;L%[2+—1+21(M) fim 2+
1 1
=lim0 2+ 11 =lin+10 2+ 1 :lin+10 2+2 +11— 11 =
b+ 1+2¢ 1429 1+2°
20{
: 1
- llm 3— N :3
a—+0 il
1+ 27

Cinki, lim % =0. Demali, f(1+0)=3

a—->+0 =

2% +1



Yoni, f(1-0)# f(1+0) olur. Bu iso x=1 ndqtoesinin birinci noév kosilmo
noqtasi oldugunu gostarir.

25. y= x%sin2x funksiyasinin funksiyasinin besinci tortib tdromasini tapin.

Halli: Leybins disturunu tatbiq etsek alariq:

54 ,, 543 ,, 5432,

(1] = uy + 50Dy + =20+ T2 2@ )
2! 3! 41

’ V4

[ sin 2x]” = ()7 sin 200+ 5(x2 ) (sin 2x) + 52'—'4 () (sin2x) +
5 ; 3( 2) (sin 2x)(3) 544#( )(sm 2x ( )(sm 2x) ) =
=04+0+0+10-2(—8)cos2x+5-2x-16sin 2x + x> -32cos 2x =

=—160cos2x +160xsin 2x + 32x cos 2x

26. . Roll teoremini yazin vo yoxlayin ki, f(x ) = Insin x funksiyasina

{7: oY/

—, —i| parcasinda Roll teoremini totbiq etmok olarmi?

6

Teorem. (Roll teoremi) [a;b] parcasinda kosilmoyon, (a,b) intervalinda
diferensiallanan vo homin parcanin iic noqtolorinde boraber f (Cl)= f (b)
giymatlori alan y = f (x) funksiyasi iigiin (a,b) intervalinda yerlogon he¢ olmasa

elo bir ¢ noqgtesi var ki, bu noqtads f ’(X) toromasi sifira borabordir, yoni

f Zj = lnsinz = lnl
6 6 2

f S—ﬂj = lnsins—ﬂ = lnsin(ﬂ'—z) = lnsinz — 1nl
6 6 6 6 2

A%

" COSX T
( ) (nSIIl.X) Sinx ng X 2 X (6 6)

intervalinda sonlu toroma var. Demoli, Roll teoremini totbiq etmak olar.

27. Kosi teoremi yazin vo [0;2] parcasinda f(x)=2x"+5x+1 va g(x)=x2+4

funksiyalar ti¢iin Kosi teoreminin dogrulugunu yoxlayin. ©gar 6dayarsa ¢ araliq
giymatini tapin.



Teorem: Ogor f(x) va g(x) fumksiyalar [a;b] parcasinda kasilmayan , (a,b)

intervalinda diferensiallanan vo bu intervalda (x) =0 sortini 0doyan
funksiyalardirsa onda (a,b) intervalinda yerlason els bir ¢ noqtasi vardir ki,

fb)=f(@) _ f(©)
gb)—ga@ g'(c)

f(x)=2x"+5x+1 vo g(x)=x"+4 funksiyalar [0;2] parcasinda Kosi teoremini sortlorini
odoyir.

f(2)=2-2°+5-2+1=27, £(0)=1
g(2)=2>+4=8, g(0)=4

diisturu dogrudur.

Oldugundan
f2)—f0) _ fc) 27-1_6¢*+5_ 6¢*+5 13
g(2)—g(0) g'(c) 8—4 2c T 2c 2
Burada 6c2-13c+5=0 buradan isa
1 5
gl :E; € 25 olur.

28. y=2x— x’ oyrinin A(1;1) vo B(3;-3) noqtalori arasinda yerlogon AB qovsu
tizorinds elo M noqtasini tapin ki, homin noqtadon cokilon toxunan AB voatorino
paralel olsun.

Holli: y=2x-x" funksiyast x- in biitiin qiymotlerindo kesilmoz vo diferensiallanan

funksiyadir. Odur ki, bu funksiya [1;3] parcasinda Laqranj teoreminin sartlorini
0dayir. Laqrang diisturuna asason

Y3 =y =y ()3-1) (1)

y3)=-3, Y(x)=2-2x

y(1) =1 olmasini (1)-do nozars alsaq

—3—-1=(2—-2c)-2 buradan c=2 y(2) =0 oldugu iiciin M ndoqtosinin
koordinatlar1 (2;0) olur.

29.Miirakkoab funksiyanin toramasi diisturunun cixarilisi.

Forz edok ki, y=f (x) Vo X = (D(I ) funksiyalar1 vo homin funksiyalardan
diizoldilmis y = f (¢(t )) miirokkob funksiyasi verilmisdir.



Teorem. x = (p(t ) funksiyas1 fonoqtesinde vo y=f (x) funksiyast uygun
Xy = (D(IO) noqtosindo  diferensiallanan  oldugda y =-—f (¢(t )) miirokkob
funksiyasi y noqtesindo diferensiallanandir vo onun téromasi

(Flp(,)) = £"(x,)-¢t,) (1)

dusturu 1lo hesablanir.
Isbati. Toromonin torifina asasan

A00)_ g )rat)  timat)=0
=0l 0le)= 1))+ ) ®

boraberliyini yazmagq olar. Bu boraborliyi f (x ) funksiyasi {iciin do yazagq:
W= le)=(-x) (e +AE)  lmp=0
(2) va (3) barabarliklarini nazars alsaq:
flo@)=flo,))= f(x)= flx)=(x=x,) f(x)+ Blx)=
= (1 =1,)(¢(ty )+ a(t)) (f () + Blx))
X = ¢(f ) funksiyas1 fo noqtosindo diferensiallanan oldugundan homin noqtoda
kosilmayandir. Buna goéra do f — £, sortindo X — X, vo }l_glﬁ(xﬁlggﬁ(x):o

bunlar1 nazers alaraq

flo(t)- f(o,))

t—1,

= (¢ (to)+ (1)) (f (x))+ B (x))

baraborliyinds # — £, sortinds limito kec¢sok
. r))— ! , ’
i LA~ 00) ) 1
0 o

miinasibatini alariq, bu da (1) boraborliyinin dogru oldugunu gostorir (1)
barabarliyini bazon

Y, =Y. X, @)

soklinds yazirlar.

30. Funksiyanin ekstemumu. Ekstemumun varhgi iiciin zaruri sortlor

Forz edok ki, y = f(x) funksiyasi [a,b] par¢asinda toyin olunmusdur vo x, e Ja; 5[ -dir.

A39p X = x; HIOITACYHWUH LWAP LWAHCHI ]x0 —3;x, + 8[ (§>0) arpadbiHaa NepnsLwsH
BUTUH X HIOITANAPUHAS

J(x)< flg), (%) 2 flx)) (1)

boraborsizliyi 6donilorsa, onda deyirlor ki, f(x) funksiyasimin x, noqtesinde lokal

maksimumu (minimumu) var. f (xo) ododino funksiyanin lokal maksimum (minimum)



giymoti deyilir. Funksiyanin lokal maksimumuna vo lokal minimumuna birlikds
funksiyanin lokal ekstemumu deyilir.

Teorem (Lokal ekstemumun varhgi iiciin zoruri sort). H3ap AudepeHcmnannaHa
6unaH y = f(x) dyHKCHiAachIHbIH X =X, HIOITACMHAA NnOKan eKkcTemMymy Bapca, oHAa

OHYH THOPAMSCHK LAMUH HIOITA4a ceidhpa 6apabapanp, naHu f’(xo): 0.
Miioyyon olmaq iiglin x =X, noqtesinds f (x) funksiyasmin lokal maksimum
qiymat aldigini forz edok. Onda ixtiyar1 ki¢ik Ax artimi iigiin
g+ )< £(xg) & £y +4 x)= 1 () <0
f(xo +4 x)—f(xo)

Buradan iso Ax > 0 oldugda ¥ <0 alirq.
X
Ax < 0 oldugda Sl + AZCX)_ /() >0 aliriq. Bu bobarsizliklorde Ax — 0 sortinda
limito kegsok alariq:
g+ Ax) - flg) _
Agvlzlo Ax =/Tx)<0: @
Ax>0
. +AX - /|
Af\leof(xo Ax) f(x‘)):f(xo)zo, (3)

Ax<0

(2) va (3) barabarsizliklori birlikds yalniz f '(xo) =0 olduqda dogrudur.

Bepunmuin  ¢yHKCHfaHBIH OIOIIpaH HIOTTSCHHIS JIOKAI €KCTEMYMYH THAMATHHUH
OJIIybYHY HOXJIaMar 4 Kapu HsIpTIIsp BepsK

I-kafi sort: y=f(x) funksiyassi x=x, bohran ndqtosinin miioyyen otrafinda
kosilmoyon vo homin otrafda (x,- noqtosi miistosna ola da biler) diferensiallanandirsa,
onda:

1. funksiyanin f7(x) téromosi x<x, oldugda f(x)>0 vo x>x, oldugda iso
71(x)<0 olarsa, homin néqtads funksiyanin lokal maksimumu var;

2. funksiyanin f/(x) téromesi x<x, oldugda f(x)<0 vo x>x, oldugda iso
71(x)> 0 olarsa, homin nqtado funksiyanin lokal minimumu var;

3. Ogor f(x) téromesi x<x, vo x>x, oldugda isaresini doyismirso, onda x,
noqtasinds funksiyanin lokal ekstemumu yoxdur.

Il Kafi sort: Ogor x, noqtosinin miloyyen otrafinda toyin olunmus y = f(x)
funksiyasmin x, noqtesinds ikinci tortib tdromasi varsa vo f’(x,)=0 vo @(x,)# 0-dirsa,
onda:

1. f”(x0)<0 onayraa PyHKCUNaHbIH X, HIOTTACUHAA NoKan MakcMMmymy BapAabip;

2. f”(x0)> 0 onpgyraoa dyHKCUMaHbIH X, HIOFTACUHAA fIoKan MUHUMYMY Bapabip.

III Kafi sort. Ogor y = f(x) funksiyasinin x, bohran noqtesindo n-ci tortibo qodor
F%0)= )= /7)== 1 W)= 0,
S (n)(xo) #0

kosilmoyon vo (5) sortlorini 6doyan téromaolori

varsa, onda:

1. n ciit adod vo f (”)(x0)< 0 oldugda funksiyanin x; ndéqtesinds lokal maksimumu
var;

2.ncltodod vo f (")(xo) > (0 oldugda funksiyanin x;, noqtosinds lokal minimumu var;

3. n tok adad olduqgda funksiyanin x;, ndqtesinda lokal ekstemumu yoxdur.



2
31. Oyrinin asimptotlari. f(x)= x £l
2

funksiyasinin maili asimpitotunu tapin.
x —

lim f(x)=oc0ve lim f(x)=co sortlorindon he¢ olmasa biri ddonirso
x—xy—0 x—=x,+0

x=X¢ saquli asimpitotdur. y=kx+b maili asimpitotdur.

k = lim 29 b= lim[f (x) — kx]
X—>00 X X—>00
x*+1 . e
f(x)= 1 funksiyasinin maili asimpitotunu tapin.
x_
2
k=1lim L =i XL 1
xoe X xoe Qxt —x 2
2 2 A2
b=Tlim[f(0)—ke]= lim| = L 1|y 20 F 2720
X300 xoe\ 2x—1 2] aoe 2(2x-1)
. ox+2 1
= lim =—
e dx—2 4
“Laed
YTy

32. f(x)= Xt —8x° +22x* —24x+12 funksiyasinin lokal ekstremumlarini tapin.

F(x)=4x® = 24x” + 44x - 24=4(x* —6x” +11x = 6)=4|(x* = x* )= (5x> = 5x)+ (6x - 6)|=4|x* (x 1) -

—5x(x=1)+6(x - 1)]= 4[(x - 1)(x2 —5x+ 6)]= 4[(x —1)(x-2)(x- 3)]= 0=x =Lx,=2;x, =3.

f7(x)=12x* —48x+44 OJYP Bsl OypajaH ;(1)=12-48+44=8>0 OJAYbYHAaH f(x)
(pyHkcu-acbiHbl x=1 HIOITACHMHAA JIOKAJ] MHHMMYM THAMAT aJbIp:
foill)=1-8-1422.1-24+12=3.

f2)=12-4-48-2+44=-4<0 onmybynman f(x) ¢yskcuiacel x=2
HIOTTSICUH/IA JIOKAJ MAKCUMYM TUIMAT anblp: f,,(2)=4-2'—24.22+44.2-24=4
f(3)=12-9-48-3+44=8>0  onaybynman  f(x)  dQyHkcuiacel  x=3
HIOITSCHH/IS JIOKAJI MUHUMYM TUAMSAT ansip: f,.(3)=3.
33. Coxdoyisonli funksiya vo onun limiti. Tokrar vo ikiqat limitlor.

Tutaq ki, G ¢oxlugu xy miistavisinin néqtalar ¢coxlugu va haqiqi z
adadlarin F ¢oxlugu verilmisdir.
Torifl. G ¢oxlugunun her bir M (X, ¥) néqtesine F coxlugundan miioyyen

z= f(x,y) adedini garst goyan f uygunluguna G ¢oxlugunda toyin olunmus vo
qiymatlari F coxluguna daxil olan funksiya deyilir



Torif Tutaq ki, sonlu A adadi M,(x,,Y,) >0

noqtasi vo istonilen adadi
o G
lciinele adadi var ki, ¢oxlugnun
O<pM,M,)<o
(1)
M=(x,y)eG
Barabarsizliyini 6dayen biitiin noqtalarinda
[f(M)-Al<e
(4)
M — M, G
Miinasibati ddanilir.Onda A adadina sortind®  coxlugu iizro f
M—M,

funksiyasinin limiti deyilir.A 8dadinin G ¢oxlugu iizre sortinda f

funksiyasinin limiti olmasini

hm f(M)—hmf(x y)=A

y_>y0 (2) kimi yazilir.

Terifdeki 0 < p(M,M,) <o 0<\/(x—x0)2+(y—y0)2 <0
avazind va yaxud
x—x|<8 [y=y <4 N
barabarsizliklerinin yazmagq olar.

, Xo Yo
Ikidayisenli funksiyalarin x v y arqumentlari novbaile , adadlarine

lim lim f(x, y)
yaxinlasdigda da limitinden danismagq olar. *— Y7 limitina funksiyanin

tokrar limiti deyilir.Sonuncu ifadeda limitlarin yerini doyismakle miixtalif tokrar
lim lim f(x, y) lim lim f(x, y)

limitler almagq olar. 7% Y7 Y=Y XX

Teorem 1 C= }E}; / (x’ Y ) Ikigat limiti varsa, y-in geyd olunmus qiymatinda
Y=o

x dayisenin® nazaren }g{} f (x, y ) limiti varsa, onda A= lim lim f (X, y)

y%yo )C—))CO
tokrarlanan limitida var va ikigat C limitin® barabardir.
Umumiyyetle G oblastinda toyin olunmus J (x,y) funksiyasinin M (x5 70)
¢ xl_g; / (x y ) ikigat limiti varsa x vy —in geyd olunmus

Y=o

giymatlarinda, uygun olaraq ylim f (x, y ) Vo lim f (X, y ) limitlari varsa, onda

limit noqtasinda

lim f(x,y)=lim lim f(x, y)=lim lim f (x y) baraberliyi dogrudur.

X=X Y=Y XX X=Xy Y=o
Y=o

34. Xususi tébramalar. Tam artim va tam diferensial.



U = f(x,y,z) funksiyasinin toyin oblastina daxil olan ixtiyari bir M(x,y,z) noqtasini
gotlirak vo x,y,z arqumentlorine uygun olaraq elo Ax#0,A4y #0, 4z #0 artimlarini verok
ki, N(x+Ax,y+Ay,z+ Az) noqtesi do u= f(x,y,z) funksiya sinn toyin oblastina daxil
olsun. Onda

Au=flx+ax,p.2)= f(x.y.2), (1)
Ayu:f(x,y+Ay,z)—f(x,y,z), (2)
Au=flepz+4z)-flxy2), 3)

ifadolori u = f(x,y,z) funksiyasmin uygun olaraq, x,y,z arqumentlorino nozoron xiisusi

artimlart adlanir. Ax” nisbatinin Ax — 0-da sonlu limiti varsa, bu limito u = f(x,y,z)
kY

funksiyasinin M ndqtesinds x arqumentine nazaran birinci tortib xiisusi toromasi deyilir vo

ou of u., /7 simvollarindan biri ilo isars olunur. Torifs asason

ox’ ax
%: llm A_xu: llm f(X+Ax, y)Z)_f(x,y,Z)
Ox 4x-0 4 x 4x-0 Ax
Eyni qayda ilo u = f(x,y,z) funksiyasinin y arqumentina nazaran birinci tortib xiisusi
tOramasi

olur.

4 u _
%— lim —— = lim f(X,y+Ay, Z) fxp,2) vo
ay 4y=0Ay  4y-0 Ay
u = f(x,,z) funksiyasinin z arqumentina nazoran birinci tortib xiisusi téromosi
%: llm A—Zu: llm f(.X,y,Z+A Z)_f(x:y,Z)
0z 4:z-0Az Az-0 Az

soklindo yazilir.

Torifdon aydmdir ki, u= f(x,y,z) funksiyasmin bir arqumentino nozoren xiisusi
toromosini hesabladigda onun yerds qalan arqumentlorini sabit hesab etmok lazimdir. Buna
goro do goxdoyisonli funksiyalarin xiisusi toromolorini hesabladigda birdoyisonli funksiya
toromosinin hesablanma qaydalarindan vo diisturlarindan bilavasits istifads olunur.

u= f(x,,z) funksiyasinin M(x,y,z) ndqtesindo tam artimi

Au=fx+Av,y+ Ay,z+ A2) = flx.y.2) )
soklindadir.
u = f(x,y,z) funksiyasinin tam artimmi M(x,y,z) ndqtesindo
Au =%A %Ay+a—Az+(xAx+BAy+yAz (5)
ox ay oz

soklindo gostormok miimkiin oldugda ona M(x,y,z) noqtesindo diferensiallana bilon
funksiya deyilir.
ou au ou
du=—Ax+—-Ay+—-4 6
o’ Ty oz " (©)

u= f(x,,z) funksiyasinin M(x,y,z) ndqtesindo tam diferensiali adlanir.
dx=x-Ax = Ax ;dy = Ay , dz = Az oldugundan (3)-don alariq:
ou ou ou

du="ax+ % gy + O g 7
Y DTy T 2



x—=2y

35, /n 0= x+3y funksiyasinin ©.0

noqtasinda, tokrar vo ikiqat limitini

tapin.

. x=2
lngiL__X
;:Ox+3y

. avvalca ikigat limitini tapagq:

Forz edok ki, M (X, y) noqtasi 0(0;0) ndgtesina yaxinlasir. Onda x vo y —in

y=kx diiz xatti iizro doyismasina baxaq (k * O)
po X2y x=2ke L x(1-2k) _1-2%
=0 x+3y 0 x+3ke =0 x(14+3k) 143k

Gorlindiilyti kimi, notico k-nin secilmasindon asili olaraq, doyisir (yoni limit
yegana deyildir). Demoli, M (x, y) — 0(0;0) -da baxilan limit yoxdur.

Tokrar limitlori tapaq.

im im 22 —1im =20 Cim X = lim1 =1
x—0 y—>0x+2y =0 x+3.(0 x—-0 x x—0
lim im > =2 = im0 =2Y = _2

750 350 x 43y 30 0+3y 3

_ Xy
36. u=arcig 2 funksiyasinin tam diferensialim tapin.
du du du
. du=—dx+—dy+—dz
Holli. o T YT, 1)

diisturu 1lo hesablanir.

Xiisusi toromalori hesablayaq.

ox 1 x2y2 22 Z“-i—)czy2 22 x4+xz-y2 (2)
1
Z
ou 1 x xz*
gz 2.2 2 a4 2.2 3)
x“y. oz 2+ xy
1+ Y
Z
Ju_ 1 2xy)_ ' 2xy_ 2x;y2
ox 1 Xy’ 22 ) Zt+xtyr 2 2t x?y? )
+ Z4

(2), B)va(4)—-i (1)—do nazars alariq.



2

vz
du=—2"_dx+—5 gy D%
Z4+X2y2 Z4_i_nyZ y Z4+X2y2

xz’ 2xyz

dz

37. Yuxan sarhaddi doyison olan miisyyon inteqral. Nyuton-Leybnis diisturu.
b
Tutaq ki, I f(t)dt inteqralmin yuxari sorhoddi b doyisir. b= x isaro edok. Onda

] f(t)dt inteqrah x-in funksiyasi olur. Yoni ¢ (x)= j f(t)dt olur.

a

Teorem. Miioyyan inteqralin yuxari sarhadds nozoran téromasi inteqralalti funksiyanin

yuxari sarhaddi yazdigdan sonra alinan funksiyaya barabordir. Yoni ( I f (t)dt] = f(x)olur.

M{iloyyan cohatdon alverisli olan Nyuton-Leybnis diisturunu verok.
TeopeM. [a, 6] napuacbiHoa kacunmsiisH f(x) yHKeutackiHbIH  M6TUAAN

b
dyHKeuitas F(x)-aupesi, onpa jf(x)dx = F(b)-F(a) (1)
AucTypy pobpyayp. (1) guctypyHa HitytoH-JlenbHuc auctypy aeivnup.

Bilirik ki, (I f (t)a’t] = f(x). Buradan aydindir ki, j f(t)dt funksiyast f(x)

funksiyasinin ibtidai funksiyasidir. Digor torofdon teoremin sortino osasen F(x) do [a,b]
parcasinda f(x) funksiyasmin ibtidai funksiyasidir. Buna géro do f(x) funksiyasmnin iki

ibtidai funksiyasi olan .[ f(t)dr funksiyasi ilo F(x) funksiyas: bir-birinden sabit toplananla

forgloni, yoni | £(0)d = F(x)+c () olur. ()do x=a yazsaq, [ £(¢)di=0 olur vo
(2)-don F(a)+ ca= 0= ¢ =—F(a) aliniq. ¢ =—F(a)-n1 (2)-do nozors alsaq, (az)-dan
[ £(0)ai = F(x)- F(a) G
aliriq. (3)-do x yerine b yazsaq '
[ 1) = Fb)- Fa) @
alariq. (4)-ds ¢ yerins x yazsaq '
}f(ﬂdx:F(X){’; = F(b)- F(a) (5)

alinir.

2
8. U=x""° funksiyasimin diferensialini tapin.

ou ou ou

Molumdur ki, funksiyanin diferensiali du=—dx+—dy+—dz
ox dy 0z



diisturu ila tapilir. Xiisusi toromslori tapaq:

aI/l _ yzz-xyzz_l

dx

a_u: x5 2yz -In x
dy

a—u: xyzz yz.lnx
0z

Tapdigimiz xiisusi toromoalori tam diferensial diisturunda yerins yazagq:

du=yz-x""dx+x" 2yz-Inxdy+x" -y Inx dz

Xty
39 . uzarctgl

funksiyasinin ikinci tortib differensialimi tapin.

Ikidoyisonli funksiyanin tam diferensial diisturu asagidaki kimidir:

du =a—u-dx+a—u-dy
ox dy
Bu diistura asason funksiyanin xiisusi téromolorini yazaq:
du _ ity 1 x+y )/ _ 1 (- xy) =+ y)=y) _
—_ arcl‘g = 3 . = 3 3 . ) =
ox lmwy) (xey) -y, (1—xy) +(x+y) (1-xy)
1—xy (1_30’)2
I ) N G o b S b
() ++y)  (-x)  (=xy) +(x+y)
g—u:(arctglx-l_yjy: I 2.(1x+yj =
Y W) ( X+ j xy ),
I—xy
(I-xy)  I-xy—(x+y)-x)_ 1+x°
(l=xy) +(+y) (1=xy) (l=xy) +(c+y)
Bunlan diisturda yerino yazsaq alanq:
2 2
du = 12+y > dx + 1-2|—x dy
(—xy) +(e+y) (=) +(x+y)
du = ! [(1+y2)dx+(1+x2)]

(1—xy) +(x+y)

40. Coxdayisonli funksiyanin ekstremumu. Ekstremum ii¢iin zoruri sort.
My(xyy,) noqtesino kafi yaxin vo ondan forqli olan M(x,y) néqtelori iigiin

Seer)< fpre)  (F(p)> flxgn))  oldugda  z=f(x;y) funksiyasmm — My(x;y,)
néqtesinde maksimumu (minimumu) var deyirik. z= f(x;y) funksiyasiin maksimum vo
minimumuna birlikds onun ekstemumu deyilir.
Slay)< floye)= 1) = flxg)<0. )
Burada x =x,+ Ax,y =y, + 4y isars etsok (1)-don alariq:



fx, +Ax;y, +Ay)-f(x,:9,)< 0 vayaxud Af <0
Yoni, x vo y arqumentlorinin biitiin kafi kigik Ax#0, 4y #0 artim1 G¢iin 4f <0
olarsa, onda z = f(x;y) funksiyasimn M(xy; y,) néqtesinde maksimumu var.

f(x;y)>f(x0;y0):> f(fo’)_f(xo;yo)>0:>f(xo +Ax;y, +AJ’)_f(x();J/0)> 0

vayaxud Af > 0.
Yoni, x vo y arqumentlorinin biitiin kafi kicik Ax#0, A4y #0 artimi G¢lin Af >0
olarsa, onda z = f(x;y) funksiyasinin Mo(xo; yo) noqtesindo minimumu var.

Funksiyanin verilmis oblasta (toyin oblastinda) bir ne¢o maksimum vo minimumu ola da
bilor vo maksimum, minimumu olmaya da bilor.

Teorem (ekstemumun varhgi iiciin zoruri sort).

Diferensiallanan z = f(x;y) funksiyast M(xy;y,) noqtesinde ekstemuma malikdirso,

onda z= f(x;y)funksiyasmin birinci tortib xiisusi téromelori M ,( x,;y, )ndqtesinde sifra
boraboardir. Yaoni

o) _, o) _,

ox oy @
. y dayisenina y, qiymatini versok, onda f(x;y) bir x dayiseninin funksiyas: olur. Bu
funksiyanin x=x, ndqtosindo ekstemumu oldugu {¢iin onun s var vo sifra
s
. . . of . . y ,
borabordir. Eyni qayda ilo gx:xo toromosinin sifra barabor oldugunu goéstormok olar.
Y=Yo

(2) boraborliklori ekstemumun zoruri sortini ifado edirlor. (2) sistemini 6doyon
noqtalora stasionar noqtolor deyilir. Funksiya ekstemum qiymatini x{isusi toromalorinin biri
va ya hor ikisi olmadig1 néqtolords do ala bilor.

7) Coxdoayisonli funksiyanin ekstremumu. Ekstremum iiciin kafi sort.

Kafi sort. Forz edok ki, f(x;y) funksiyasinin Mo(xo; yo) bohran ndqtoesinin miioyyon
°f °f f
ox? "oxady  ay’

otrafinda biitiin ikitortibli xiisusi tOramalari var va bu xususi toramalor

homin noqtada kasilmoyondir \6) al(M )= al(M p)=0-dir.
0x dy
2 =L 00 P )| 2 )| 5)
oax? "y Y | oxay !
isara edok.

Onda 4>0 oldugda f(x;y) funksiyasinin Mo(xo; yo) noqtesinds ekstemumu vardir.
A<0 oldugda M(xy,) ndqtesinds f(x;y) funksiyasmin ekstemumu yoxdur.

2
1) 4>0, 3—€(M0)<0 oldugda f(x;y) funksiyasinin Mo(xo; yo) noqtesinda
X

maksimumu var.

2
2) A>0 ,3—€(M )>0 oldugda f(x;y) funksiyasinin Mo(xo; yo) noqtesindo minimumu
X

var.
3) 4=0 oldugda f(x;y) funksiyasinin Mo(xo; yo) noqtesinds ekstemumu ola da bilar,

olmaya da bilor.



Qeyd:

1 () (1) AN CTARNEIAN
eoefit] 2] A)] 221, 1)), o
ox , dy , 0xdy ", ox , dy w, oxdy "
(6)-don alinir ki, agor f(x;y) funksiyasinin Mo(xo; yo) noqtesindo ekstemumu varsa,
2 2
onda 8_]2‘ \) a—{ hor ikisi eyni isars lidir.
0x dy
M, M,

ikitortibli tam diferensiali d’u

y >0 oldugda M, noqtesindo u= f(x;xy...;x,)
0

funksiyasinin aldigi qiymot minimumdur. dzuM <0 oldugda u= f (xl; xz;...;xn) funksiyanin
0

M, ndqtesinds aldig1 qiymoet maksimumdur.

X

1 y
41 2= 2 xy+(47-x-y) 3 + — | funksiyasinin ekstremumunu tapin.

4

Holli: Verilmis funksiyanin xiisusi téromolorini tapag.

N R

ox Ey 3
dz 1 1
K et () 242 (@7 —x—y) -~
dy 2 3 4 4
Funksiyanin bohran noqtalarini tapmagq iigiin asagidaki sistemi birgs hall edok
9% g (L, x_y 47 1 1 Yy oy 2 4
o 2773473 33 6 4 3 3
d
9% _o (Ly_x_ y 47 1 1o o |x_1,._1 . 47_,
dy 2 3 4 4 4 4 6 4 2 4

2y—-3y—8x+188=0 —y—8x+188=0 y=188—-8x
= = = =
2x—-3x—-6y+141=0 —x—6y+141=0 —x—1128+48x+141=0
=47x=987=x=21;, y=188-168=20
M(21;20) bohran noqtesidi verilmis funksiyanin II tortib xiisusi tdromalorini yazaq:

9z__2 9z 1 9z _ 1
ox’ 3’ dy’ 2’ oxdy 12’
9% 9% {a% }_ 2( 1] L1141
=— — - S (S DO
ox~|, dy°|, |oxdy|, 3 2) 144 3 144 144
. azz
A>0; ax_z <0 oldugu ti¢iin M(21;20) — néqtasi maksimum noqtadir.
M
1 21 20
zmx=—-21-20+(47—21—20)?+7 =210+6(7+5)=210+72 =282,

42. 7=2x >+ 2)73 — 36xy +430 funksiyasinin ekstremumunu tapin.



=—x

Mo’ -36y=0 y=_x’ 1,
_36y= 6 1
Wannuw. g :{2"2 22_8: N2 = =776 (1)
5, ~0 =0 (6 5&} _36c=0 Ax* —216)=0

ABANXS x{x’ —210=0 TAHAUANHWH KIOKNAPUHM Tanar:

x(x—6)(x2 +6x+36)=0:>x1 =0;x, =6 anbiphilr.
X +6x+36=0=>D=b"—4ac=9-36=-27<0 onaybyHoaH

X’ +6x+36=0 TAHNUANHWUH KOMMMEKC KIOKMSAPU Bapablp. x, =0:x,=6 LUATUMM
KIOKMAPUHU y =éx2 TAHNUAVHAA HA3APS ancar

y1=0;y2=é-62=6 anapbir.  Oemsnn, M, (0,0)AM,(6;6) (1) CUCTEMUHUH
WANAMANP.

2 ’ 2 2
OU _(ox? =36y) =120= [ 2] =12.0=0; [24] =12.6=72 onap.

ox ), ox ",

2 2 2
U _ 36 9] 36| 0| ~is6,
0xdy 0xdy , oxdy ),

2 ’ 2 2
9 _(6y” =36x) , =12y :{ﬂj :0,-(Mj =12:6=72 ByHnapa AcacsiH
M, M,

oy’ oy’ oy’

o [Ze) (o) (),
M, ax2 M, ay2 M, axay o

=0-0-(-36"=-1296<0  onaybyHOaH BepunsaH  yHKCUAaHblH M ,(0,0)
HIOFTAICMHAS eKCTPEMYMY MoXayp.
A, =72-72-(-36) =3888>0 ONAybyHAaH u(x;y) OyHKCUMACBIHBIH M, (6,6)

HIOFTAACMHAS EeKCTpeMyMy Bapablp Bs @;’"j =72>0 onaybyHOaH u(x;y)
M,

2

dpyHKCUIMACbIHbIH M, (6;6) HIOITACMHAA angblbbl TMAMAT MUHUMYMAYP.
ulx;y) (M)=2-6"+2-6"-36-6-6+430=-2.

2
Fela: A>0— 0’u _ o’u B 0’u
ox® y dy’ , \oxdy

(aqu (aqu 0%u Jz
2 ) 2 >

ox* ) \dy” ), \oxdy
(2)-059H anblHbIp Ku, S39pu(x;y) YHKCUNACHIHBIH E€KCTPEeMyMy Bapca,

2 2
oHaa (a—”j A (a “1 Wap MKUCK elHU ULLapanuaup.
M

>0=

M

(2)

M

ox* ﬁ

43 Miidyyon inteqral vo onun xassalari.
CoHny [a,b] napuackiHga kscunmsiisH  f(x)  dyHkcuidachl BepuncuH. [a,b]
x,=b HOIMANApM una H wmceana 6Gronak (6ypaga

M

I'Iap‘-IaCbIHbI a= XO,XI,Xz,...,x

n—1»



a=xy<x<x,<..<x,=b ongyby @ap3 onyHyp). by A
wanpa [a.b]  napuacel  kmamk  [x_.x] (k=1n) 4, 5
LMCCANSpUHS GlonuHLp. [x, x| napyacklHbIH yayHnysyHy Az/ YV
Ax; NS Mwaps egsk: 4, I
Ax, =X, — X, (k = I,_n) H

o, € [xo,xl],oc 5 € [xl,xz],...,ocke [xk_l,xk],..., 4 Y
o, € [x, x| ixtiyari noqtelorini gotiirok Y .
(xk_, <a <X, k= ﬁ) vo bu noqtelerin her birinde 01—, i Yt e =p X
funksiyanin qiymotlorini uygun olaraq f (ocl), f (ocz),..., f (ock),..., f (ocn) isaro e”dsrak

I(Xkﬂak):k%lf(ak)ﬁxk (1)

comini diizeldok. (1) comina f(x) funksiyasinn [a,b] pargasinda inteqral comi deyilir. Bu
comin qiymati [a,b] parcasinin kigik pargalara bolgii qaydasindan, hom do bu kigik
pargalarda oy, noqtolorinin se¢ilmasindon asilidir. A = maxAx, (k = I,_n) isaro edok.

Torif. [a,b] parcasinin kigik parcalara boliinmo qaydasindan vo bu kigik parcalarda
o, noqtalorinin secilmo tisulundan asili olmayaraq f (x) funksiyasinin [a,b] pargasi izro
(1) inteqral cominin A — 0 sortindo sonlu limiti varsa, onda bu limito f(x) funksiyasmin

b
[a,b] parcgasi lizro miloyyon inteqrali deyilir vo J- f(x)dx kimi isaro olunur. Torifo asasen

a

b n
yaza bilorik: [ f(x)dx= lim > flog) Axy - )
g Uy

Bypaga f(x)-a unTerpanantbl dyHkcwnita, f(x)-dx-a nHterpanantsl udaas, a es
6 a0aonapu yMbyH onapar MUAWMNAH MHTerpasbiH allabbl BA Wyxapbl CApPWAANApu, X
OAVMVLLSIHA MCS MHTerpannama AsiULSHU aganaHelp. [a,b] napyackl uHTerpannama
napvacbl agnaHblp. MusiiisiH vHTerpanbiH LWSHAACU MSIHACblHbl Bepsik. ByHyH LYUH
ABBAMKA (1) MHTerpan XaMUHUH LWAHAACU N3aLlblHbl SOCTAPSIK.

Yuxaridan y= f(x) (f(x)>0) funksiyasinm oyrisi ilo, yanlardan x=a vo x =5 diiz
xatlari ilo, asagidan absis oxu ilo shato olunmus ayri xatli trapesi ¢okak .
Sokildon goriniir ki, f(x) funksiyasinin inteqral comi oturacagi Ax, kzl,_n) hiindiirliyt

floy) (kzl,_n), sahasi  f(oy,)- Ax, (kzl,_n) olan strixlonmis diizbucaqlilarin sahslorinin

" b
comidir Onda {im Zf((lk )Axk = jf(x)dx

=0 k=1
inteqrali hondosi olaraq f(x)>0 olduqda sokildoki « A4 B b oyrixatli trapesin sahosini verir.

Qeyd edok ki, miloyyon inteqral yalniz f(x) funksiyasinin tobiotindon vo inteqralin

sorhadlorindon asili  olur, inteqral doyisonindon asili olmur, ona goro inteqrallama
doyisoninin istonilon doyison ilo 1saro etmok olar. Yoni

[ f)ax=["f)dt=..=["f(z)d

MusnnaH wHTerpan adnavbilWbiHbl BeEPAPKAH 6u3  a<b ongybyHy sap3
eTMUWaunK. b <a ongyraa

jbf(x)dxz—j “f(x)dx



oldugunu gobul edok. a = b oldugda yens do qobul edok ki, .[ “f(x)dx=0.

Miioyyan inteqralin asas xassolori
Xasso 1. f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda inteqrallanandirsa, k- f(x) funksiyasi da

b b
[a,b] pargasinda inteqrallanandir vo jkf (x)dx=k I f(x)dx olur.

Xassa 2. f(x) vo ¢(x) funksiyalari [a,b] par¢asinda inteqrallanandirsa, onda  6up
He4ys (PYHKCUMAHbIH XAMWHUH MUSWAAH WHTerparnbl, TonfaHaHnapbiH MUSANAH

b b b
NHTerpannapbliHbIH caMUHS 6apabapaup. jU(x)J_r o(x)|dx = jf(x)dxij(p(x)a’x olur.
Xaccs 3. f(x) cyHkcuitackl [a,c] BS [c,6] napyanapbiHAa UHTErpannaHaHabIpca, OHAA

b c b
£(x) dyHkeuitacs! [a,6] napyackbiiaa wHTErpannaHaHabip Bs jf(x)dx =If(x)dx+jf(x)dx
onyp. ’ ’ C
Xasso 4. [a,b] parcasinda inteqrallanan f(x) vo ¢(x) funksiyalari [a,b]

parcasinin biitiin ndqtolorinds f(x)< ¢(x) sortini 6doyirsa, onda
b b
.[f(x) dx < J-q)(x) dx . (2)

Xassa 5. m vo M ododlori [a, b] parcasinda inteqrallanan f(x)
funksiyasinin an kicik vo oan boyiik qiymatloridirse vo «a < b-dirso, onda

m(b—a)S}f(x)deM(b—a) (4) onyp.

Xasso 6 (orta qiymot teoremi). f(x) funksiyasi [a, b] parcasinda
inteqrallanandirsa, onda elo ce Ja, 5], (a < c<b) ndqtasi vardir ki,

[ £s)dx=(b-a)- £(c) 6) olur.

44. Birinci va ikinci nov qeyrimoaxsusi inteqrallar.
bl HIOB renpu-Maxcycm nHTerpannap:

b
dgor f(x) funksiyasi [a,+c0| intervalinda kosilmoyondirsa, blz'm I f(x)dx limiti
—>+oo
vardirsa ve sonludursa onda bu limito f(x) funksiyasinin [a,+co| intervalinda birinci nov
~+oo
geyri-moxsusi (sonsuz serhadli) inteqrali deyilir va J- f(x)dxkimi isaro olunur. Torifa

+oo0 b
asason | f(x)dx=blim [fx)ax. (2)

oo

Bu halda deyirlor ki, I f(x)dx inteqrali vardir vo yaxud yigilandir.



ogor blz'm I f(x)dx limiti yoxdursa vo yaxud sonsuzlugdursa, onda deyirlor ki,
—>+oo

birinci név qeyri-moxsusi inteqrali yoxdur vo yaxud dagilir. 9gor f(x) funksiyas: ]—oo a]

intervalinda kosilmoyondirso, lzm J- f(x)dx limiti vardirsa vo sonludursa, onda .[ fx

inteqral1 yigilan, oks halda dagilan adlanlr.
ogor £(x) funksiyasi ]— oo,+oo[ intervalinda kosilmoyondirso,

If(x)dxz If(x)dx+ If(x)dx 3)
bsrabarsizliyinin sag torofindoki

.[ f(x)dx va .[ f(x)dx integrallar1 yigilandirsa, J- f(x)dx T név geyri-moxsusi

—o0 —o0

inteqrali yigilan, I f(x)dx veo j f(x)dx inteqrallarindan he¢ olmazsa biri dagilandirsa,

—o0 a

j f(x)dx inteqrali dagilan olur.
IT n6v geyri-moxsusi inteqrallar
Tutaq ki, f(x) funksiyasi [, intervalinda toyin olunub vo kesilmozdir. Lakin x =5
b—¢

nodqtesindos kasilondir. Onda lzm I f(x)dx limiti varsa va sonludursa, bu limito IT n6v
geyri-moxsusi inteqral deyilir vo J- f(x)dx= lz'mo J- 7(x)dx (4) soklinds yazilir. Bu

halda inteqral vardir va ya ylgllandfr deyirlor.

ogor Flizao b]f £(x)dx limiti yoxdursa vo yaxud sonsuzlugdursa, onda j% f(x)dx yoxdur
vo ya dagilandir deyirlor. '

dgor y = f(x) funksiyas: ]a,b] intervalinda toyin olunmus vo kesilmoyondirse, x=a
noqtesindo kosilondirss, onda [lim j)- f(x)dx limiti varsa vo sonludursa bu limito ]a,b]

& —0
at+e

b
intervalinda II név geyri-moxsusi inteqral deyilir vo I dx = lim I fx (5)

& —0
a a+e

b
kimi yazilir. Bu halda da .[ f(x)dx yigilan adlanr.

b b
ogor lim() .[ f(x)dx limiti yoxdursa, yaxud sonsuzluqdursa, onda .[ f(x)dx inteqral1
e —
ate a

digilan adlanir.
Aadap [a,6] napyacklHbIH 6Up x =c HorTacuHas f(x) dyHkcuackl kacunaHaMpCS

BA [a,X], x,6] nHTepBannapbiHAa TANUH ONYyHMYLU BSA KACUITMSANAHANPCH, OHAa



b

[£(x )dx—lzm jf dx+ lim jf (6)

a (+F
b
(6) barabarliyinin sag torofindoki limitlorin hor biri vardirsa vo sonludursa, I f(x)dx
inteqrali yigilan adlanir.

(6) boraborliyinin sag torofindoki limitlorin he¢ olmazsa biri yoxdursa yaxud
b

sonsuzlugdursa onda (6)-iin sol torafindaki J- £(x)dx inteqral dagilan adlanir.

a

2
45, J = Ix V4 —xdx inteqralim hesablayin.

0

x=2sint = dx =2costdt

j NAd—x*dx = T

l=0’ [22—

(251nt) V4 —4sin’t-

Holli:
z z

SIE

0 > B
-2costdt = J-4sin2t -2cost-2costdt = J-16sin2tcos2 tdt = JA16—(1 C;S 21)
0 0 0

7Z' 7Z'

(1 - cos® 2t }dr = 4jdt—4j% a4 -

T

. (1 + cos 2t)
2

dt = 4

O 1O |y

Va

2 % )
—2jdz—2jcos4zdz=4(£—oj—z(f—oj—z-lsinzn\o =277 -
o 2 2 4
—%(sin 27 —sin0) =

arctgx
46 I —dx geyrimoxsusi inteqralim hesablayin.

Halll
') b
J. arctgxdx J. arctgxd (arctgx) = lim J. arctgx(arctgx) | =
1 1+ x° 4 bl 4
2 b 2 2 2 2
_ lim arctg°x _ lim arctg’b _arcig”l (77
b 2 Lo 2 2 8 32
Art -7 37’
32 32

Oldugundan inteqral yi1gilandir.



dx
———— inteqralin1 hesablayin.
~ ) \/— q y

x+6

10
47. J:j

dx
Holli: / = Im asagidaki avazlomani aparaq:
Nx+6=t=x+6=1"= dx="2tdt

eyni qayda ilo x—1=1> -7
Dayisoni avoz etdiyimizdon inteqralin sarhaddids doyisor

X =3 q=¢3+6=
x, =10 1, =+10+6=

21dt T 2dt l‘—\/_| _ |3 V7|
P -7) 327 2\/— t+\/_‘ ‘4+\/_‘ ‘3+\/_‘

'—.4;

48. Isarolorini névbo ilo dayison siralar. Leybnis alamati.
a, >0, (n=123,..) olduqda a,—a,+a;—a,+..+(-1)"a,+..=> (-1)""a, (1)
sirasina igsarasini novba ilo doyison sira deyilir.

(1) sirasinin hadlarinin miitlaq qiymatlorindon diizelon Z|an| (2) sirasina baxagq.
n=[

(2) siras1 yigilan oldugda (1) sirasina miitlaq yigilan sira deyilir.

(2) siras1 daigilan, (1) siras1 yigilan olduqda (1) sirasina sorti yigilan sira deyilir.

Isarasini n6évba ilo doyisen siralarm yigilmasi iiciin asagidaki teoremi qeyd edok.

Teorem. (Leybinis slamoti) Isarasini novbe ilo doyison (1) sirasinin hoadleri {iciin
Da,za,2a;=.. (3)
2) lima, =0 4)

n—oo
Sortlori 6dondikds homin sira yigilandir. Onun comi miisbat adoddir vo bu com
siranin birinci haddindon (yoni a,-don) boyiik deyildir.

1 1 1
+ +...+
49. 1-2-3 2-.3-4 n(n+1)(n+2)

vd bu siranin comini tapin.

+...sirasimin yigilan olmasini gostorin

L= 1 _1[1.1}1(1_1)_1 1
! nn+)n+2) nln+l n+2) n\n+l n+2) nm+1) n@m+2)
1

Halh:_(1 j_l(l_ 1 j
n n+l) 2\n n+2




Tl
-
sl e areis el e

+(%_ni2j]:

3 1 1 1 1 1 : I .. 1
=1-—- + =—- + = lim§, =——1lim +
4 n+1 2(n+2) 4 n+1 2(n=2) = |
I .. 1 1
+—1lim =—
2mn+2 4
1
Ona goro sira yi1gilir vo saranin comi Z
Y=
n(n+1)(n+2) 3
I 1 1
50. T 5 + 5 - Z T .-+ sirasmmn miitlagq yigilan olmasim gostarin.

Hblli: Dalamver slamati.

Miisbathadli Zan sirasinda (n+1)-ci haddin n-ci hadds nisbatinin n — o sortinds

n=1

. ... a
sonlu limiti lim L =D (5) varsa, onda
n—e q,

1) D <1 oldugda Zan sirast yigilir.

n=1

2) D> 1 oldugda ) a, sirasi dagilir,

n=1

3) D =1 olduqda sira yigila da bilor, dagila da bilor.
| 1

Bu olamati istifads etsok 4, = Ay = oldugundan
n! (n+1)

N—"



1

| |
D = lim Gt g 2D P ot
I S | e (n+ 1) o= (n4+1)-n! e n+1

=0<1

n!
olar . Demoli sira yigilandir.



