
Xətti cəbr və riyazi analiz 
 

1. Xətti asılılığın tərifinə görə 0321 =++ cba λλλ  bərabərliyi 

0321 === λλλ  olduqda ödənərsə onda ba ,  və c  vektorları  bazis əmələ 

gətirir. 
Verilənləri nəzərə alsaq 
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Ücüncü tənlikdən 31 4λλ −=  əvəzləməsini digər iki tənlikdə nəzərə alsaq 
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tərəf-tərəfə çıxcaq 03 =λ  alarıq. Deməli 03 =λ  olduğunu  digər tənliklərdə  

nəzərə alsaq 0321 === λλλ  alarıq. 

 Deməli bu vektorlar bazis əmələ  gətirir. 

 d  vektorun ba ,  və c  vektorları üzrə xətti kombinasiyasını tapmaq  üçün  

dcba =++ 321 λλλ  tənliyini həll etməliyik. 

Verilənləri nəzərə alsaq        
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     alarıq. 

Axırıncı tənliyi olduğu kimi saxlayıb -2 –yə vurub 1-ci tənliklə, -3-ə vurub 2-ci 

tənliklə toplayaq.
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İkinci və ücüncü tənlikləri tərəf-tərəf  cıxsaq 13 −=λ  alarıq. 

Bu qiyməti 2-ci tənlikdə nəzərə alsaq 121 22 =⇒=+ λλ  olar. 13 −=λ  

olduğunu 34 31 −=+ λλ  tənliyində nəzərə alsaq 11 =λ  alarıq.  

Deməli yeni koordinatlar ( )1;1;1 −d  olar. Yəni    cbad −+=  
xətti kombinasiya alınar. 
 

2.  a   və b  vektorlarının bazis əmələ gətirdiyini yoxlamaq üçün 021 =+ ba λλ  

bərabərliyindən   
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Tərəf-tərəfə toplasaq 01 =λ  alarıq. Yerinə yazsaq 01 =λ  olar. 

Deməli, tərifə görə a   və b  vektorları bazis əmələ gətirir.  
P  vektorunun  koordinatlarını tapaq.  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1;44;21;24;44;21;22;22 =+−−−=+−−−=P  

 Xətti ayrılış üçün pba =+ 21 λλ  şərti ödənməlidir. 
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alarıq. Digər tənlikdə yerinə yazsaq 3624522 111 −=⇒−=⇒=⋅+ λλλ  alarıq. 

Deməli, bap 53 +−=  alınar. 
3.  nR - də xətti asılı olan vektorlar haqqında  teorem və isbatı. 
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rrr

,...,, 21  векторларынын хятти асылы олмасы цчцн зярури вя кафи шярт бу 

векторлардан щеч олмазса биринин йердя галанларынын хятти комбинасийасы кими 
эюстярилмясидир. 

�  Зярурилик. Фярз едяк ки, мааа
rrr
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шяклиндя йаза билярик. Бу ися о демякдир ки, ма
r

 вектору 121 ,...,,
−мааа

rrr
 векторларынын хятти 

комбинасийасы кими эюстяриля билир. 
Кафилик. Фярз едяк ки, мааа

rrr
,...,, 21  векторларындан бири (мясялян, ма

r
) йердя галанларынын 

хятти комбинасийасыдыр. Йяни, (5) бярабярлийи доьрудур. Онда (5) бярабярлийини 

0а1)(аα...аαаα м1m1m2211
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кими йазсаг, 01 ≠−=αм  олдуьундан тярифя ясасян мааа
rrr

,...,, 21  векторларынын хятти асылы 

олдуьуну алырыг. �  
Гейд едяк ки, яэяр мааа

rrr
,...,, 21  векторларынын щеч олмазса бири сыфыр вектордурса, онда 

бу векторлар хятти асылыдыр. Доьрудан да фярз етсяк ки, 0ам
rr

= . Онда ,1=λм  

,0... 132 =λ==λ=λ
−м  эютцрсяк, (2) бярабярлийи юдянир. 

Йохламаг олар ки, мааа
rrr

,...,, 21  векторларынын бир нечяси хятти асылыдырса, онда бу 

векторларын щамысы хятти асылыдыр. 
 

4. Determinant anlayışı. Minor və cəbri tamamlayıcı. Determinantın əsas 

xassələri.  
 н тяртибли Анхн квадрат матрисинин аиъ елементинин йерляшдийи и-жи сятри вя ъ-жи сцтуну шярти 

олараг силдикдян сонра галан елементлярин ямяля эятирдийи н –1 тяртибли квадрат матрисин 
детерминантыны Миъ иля ишаря едяк. Миъ –йя аиъ  елементинин минору дейилир. Бу щалда 
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жяминя н тяртибли Анхн квадрат матрисинин детерминанты дейилир. 
Хасся 1. Детерминантын бцтцн сятирляринин онун уйьун нюмряли сцтунлары иля йерини 

дяйишдикдя детерминантын гиймяти дяйишмяз. Йяни, 
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сонракы хассялярини анжаг сятирляри вя йа анжаг сцтунлары цчцн сюйлямяк кифайятдир. 
Хасся 2. Щяр щансы детерминантын ихтийари ики сятринин (сцтунунун) йерини дяйишсяк, 

онда детерминантын йалныз ишаряси дяйишяр. Йяни, мясялян 
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Хасся 3. Ики сятри вя йа ики сцтуну ейни олан детерминант сыфра бярабярдир. 
Хасся 4. Детерминантын щяр щансы бир сятир (сцтун) елементляринин ортаг вурьу оларса, 

щямин вурьу детерминантын ишаряси харижиня чыхармаг олар. Йяни 
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Хасся 4 ону эюстярир ки, нхндетАк ⋅  щасилини тапмаг цчцн детАнхн –нин щяр щансы бир 

сятиринин (сцтунунун) елементлярини щямин к ядядиня вурмаг лазымдыр. 
Хасся 5. Детерминантын ики сятринин (сцтунун) елементляри мцтянасибдирлярся, щямин 

детерминант сыфра бярабярдир. 
Хасся 6. Детерминантын щяр щансы сятринин (сцтунун) бцтцн елементляри сыфырдырса, онда 

детерминант сыфра бярабярдир. 
Хасся 7. Детерминантын щяр щансы бир сятринин (сцтунунун) бцтцн елементляри ики 

топлананын жями шяклиндядирся, щямин детерминант ики детерминантын жяминя бярабярдир: 1-жи 
детерминантда щямин сятир (сцтун) елементи олараг 1-жи топланан, 2-жи детерминантда ися 
щямин сятир (сцтун) елементляри олараг 2-жи топланан эютцрцлцр. Йяни, мясялян 1-жи сятир 
елементляри цчцн  
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олур. 
Хасся 8. Детерминантын щяр щансы сятринин (сцтунунун) бцтцн елементлярини бир ядядя вуруб 
диэяр бир сятринин (сцтунунун) уйьун елементляринин цзяриня ялавя етсяк детерминантын 
гиймяти дяйишмяз. Йяни,мясялян, 
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Хасся 9. Детерминантын щяр щансы сятир (сцтун) елементляринин, диэяр сятирин (сцтунун) 
уйьун елементляринин жябри тамамлайыжыларына щасилляринин жями сыфра бярабярдир. 

Йяни, мясялян  
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7. Əgər determinantın hər hansı sütunu iki toplananın cəmi şəklindədirsə onu iki 
determinantın cəmi kimi yaza bilərik.  
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Əgər determinantın iki sütunu eyni və ya mütənasibdirsə, o determinant sıfra 

bərabərdir.  Onda I toplanan və axırıncı toplanan sıfra bərabər olar. Digər 
determinantları da ayırsaq 

 
 
 
 
 
 
 
 

alarıq. 
 

8. Determinantın uyğun xassəsini yazın və həmin xassədən istifadə edərək  
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Determinantın hər hansı sətir və sütunu iki toplananın cəmi şəklindədirsə, onda 
determinant elə iki determinantın cəminə bərabərdir ki, birinci determinantda 
birinci toplanan, ikinci determinantda isə ikinci toplanan olmaqla qalan elementləri 
isə verilmiş determinantda olduğu kimi saxlanılır.  
Iki sətri və ya sütunu eyni olan determinant .... bərabərdir.  
Determinantın hər hansı bir sətrinin və ya sütununun bütün elementlərinin ortaq 
vuruğunu determinant işarəsi xaricinə çıxarmaq olar. Hər hansı determinantın iki 
sətrinin yerini dəyişsək, onda determinant yalnız işarəsini dəyişər. Determinantın 
mütənasib olan sətirləri və ya sütunları varsa, bu determinant sıfıra bərabərdir.  
Yuxarıda qeyd etdiyimiz xassələrə əsasən verilmiş determinantı hesablayaq.  
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Bilirik ki, matrisin sıfırdan fərqli ən yüksək minorunun tərtibinə ranq deyilir. Ranqı 
tapmaq üçün haşiyələyən minorlar üsulundan istifadə edək.  
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olduğuna görə bu matrisin ranqı ( ) 3=Ar  olar. Onda 

0

123

112

121

3 ≠

−−

−

−

=M   olduğundan həm də bazis minoru olacaqdır.  

10.  Матрисин рангы вя онун щесабланмасы 
 
мхн юлчцлц Амхн дцзбужаглы матрисиндя { }нмминк ,≤  шяртини юдяйян ихтийари к сайда 

сятир вя к сайда сцтунларын кясишмясиндя дуран елементлярдян дцзялдилмиш к тяртибли Акхк 
квадрат матрисин детерминантына к тяртибли минор дейилир вя Мк иля ишаря олунур. 

ккк2к1

2к2221

1к1211

к

...аа  а

................

...аа  а

...аа  а

М =  кимидир. 

Матрислярин рангы цчцн ашаьыдакы мцнасибятлярин доьрулуьуну йохламаг олар. 
1) ( ) ( ) ( )БрАрБАр +≤+ ;  2) ( ) ( ) ( )БрАрБАр −≥+ ; 

3) ( ) ( ) ( ){ }БрАр минАБр ,≤ ;  4) ( ) ( )АрААр Т = ; 

5) ( ) ( )АрАБр =   яэяр  0≠детБ  оларса; 

6) ( ) ( ) ( ) нБрАрАБр −+≥ , бурада н, А матрисинин сцтунларынын сайыны вя йа Б 
матрисинин сятирляри сайыны эюстярир. 



рангын тапылмасы цсуллар щашийяляйян минорлар вя елементар чевирмяляр цсулудур. 
1) Щашийяляйян минорлар цсулу. 
Амхн матрисинин рангыны тапмаг цчцн щесабламаны, онун ашаьы тяртибли минорларындан 

башлайыб йухары тяртибли минорлара кечмяк вя бу просесдя сыфырдан фяргли р тяртибли Мр 
миноруна раст эялдикдян сонра, Мр миноруну щашийяляйян (юз дахилиндя сахлайан) (р+1) – 
тяртибли минорлары щесабламаг лазымдыр. Яэяр Мр –и ( )0≠рМ  щашийяляйян (р+1) – тяртибли 

минорларын щамысы сыфырдырса, онда Амхн матрисинин рангы р -дир. Йяни, ( ) рАр мхн = . Яэяр (р+1) – 

тяртибли щашийяляйян минорлардан бири, мясялян, 1+рМ  сыфырдан фяргли оларса, онда Амхн 

матрисинин рангы р-дян бюйцк олмалыдыр. Бу просеси 1+рМ -и щашийяляйян (р+2) – тяртибли 

минорлары щесабламагла давам етдирсяк вя 1+рМ -и ( ) 01 ≠
+рМ  щашийяляйян бцтцн (р+2) – 

тяртибли минорлар сыфыра бярабярдирся онда Амхн матрисинин рангы р+1-я бярабярдир вя с. 
2) Елементар чевирмяляр цсулу. 
Исбатсыз олараг ашаьыдакы теореми гейд едяк. 
Теорем. Матрисин цзяриндя апарылан елементар чевирмяляр онун рангыны дяйишмир. 
Гейд едяк ки, ранглары бярабяр олан матрисляря еквивалент матрисляр дейилир вя 

( ) ( ) АБрАр ⇔= ~Б  кими ишаря олунур. Демяли, елементар чевирмялярдян сонра алынан 
матрис, верилмиш матрися бярабяр дейилдир. 

Теорем (базис минорлар щаггында теорем). Матрисин базис сятирляри (базис сцтунлары) хятти 
асылы дейилдир. Матрисин ихтийари сятри (ихтийари сцтуну) онун базис сятирляринин (базис 
сцтунларынын) хятти комбинасийасы шяклиндя эюстяриля биляр. 
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A
  matrisinin tərsini elementar çevirmələrlə tapaq.  

Bilirik ki, ( )EAQ /=  kimi bir qoşma matrisi düzəldilir. Onu elementar 

çevirmələrlə AE /  şəklinə gətirilir.  
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



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



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



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



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





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
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

=−

101

111

113
1

A  

Qeyd edək ki, birinci sətri ikinci ilə toplayıb ikinci sütunda yazdıq, birinci ilə 
üçüncü sətri toplayıb üçüncü sətirdə yazdıq. Daha sonra birinci sətirlə ikinci sətri 
toplayıb birinci sətirdə yazdıq. Sonra birinci sətirlə üçüncü sətri toplayıb birinci 
sətirdə yazdıq. Nəticədə A  matrisinin tərsini elementar çevirmələr yoli ilə tapmış 
olduq.  

12 . 
















−=

412

131

210

A
olduqda 

2−
A -ni tapaq. 



 Bilirik ki, 
2−

A -ni tapmaq üçün -i
112 −−− = AAA  hesablamaq lazımdır. 

1−A -matrisin tərsini tapmaq üçün 
















=−

332313

322212

312111

1 1

AAA

AAA

AAA

A
A  düsturundan 

istifadə etmək lazımdır.Bu düsturu verilmiş misalla tətbiq edək. 

81204220

412

131

210

−=−−+−+=−=A

 ,

( ) 11112
41

13
1 11

11 =−=−=
+

A  

( ) ( ) 624
42

11
1 21

12 =−−−=
−

−=
+

A

,
( ) 761

12

31
1 31

13 −=−−=
−

−=
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A  

( ) 2)24(
41

21
1 12

21 −=−−=−=
+

A

,
( ) 440

42

20
1 22

22 −=−=−=
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A  

( ) 2)20(
12

10
1 32

23 =−−=−=
+

A

,
( ) 561

13

21
1 13

31 −=−=−=
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A  

( ) ( ) 220
11

20
1 23
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,
( ) 110
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10
1
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+
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Deməli 
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
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246

5211

8

11
A   olur. 

112 −−− ⋅= AAA  olduğundan 
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1
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71277
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EAA =−22 olduğunu göstərək 
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13. 


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Bilirik ki, əsas matris dəyişənlərin əmsallarından düzəldilir.  












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
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


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−
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143

312

132

123

A  genişləndirilmiş matris isə  



















−−−

−
=∗

5143

11312

1132

5123

A  olar.  

Kroneker –Kapelli teoreminə görə sistemin həllinin varlığı üçün ( ) ( )∗= ArAr  

olmalıdır.  
Əvvəlcə ( )Ar  -nı tapaq.  

049
32

23
2 ≠−==M  ; 01412364227

312

132

123

3 ≠=−+−+−=

−

=M  olduğundan 

( ) 3=Ar  olur.  

İndi isə ∗A -un ranqını tapaq.  
Bunun üçün  

02568168800847624560

026

477

411

0126

4377

4111

0100

5143

11312

1132

5123

≠−=−−−=−−⋅⋅−−−=

=

−

−−−

−−

=

−−

−−−

−−
=

−−−

−
=∗A

 

olduğuna görə ( ) 4=∗
Ar  olar.  

Deməli ( ) ( )43 =≠= ∗
ArAr  olduğundan sistem uyuşan deyil.  



14. . н мяжщуллу  м  хятти тянлик системи. Кронекер-Капелли теореми 

 
н мяжщуллу м хятти тянлик системиня бахаг: 













=+++

=+++

=+++

....

.......................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

 бхахаха

  бхахаха

  бхахаха

мнмнмм

нн

нн

                       (1) 

(1) хятти тянликляр системини щялл етмяздян габаг онун щяллинин олуб-олмадыьыны 
мцяййян етмяк лазым эялир. 

Гейд едяк ки, 













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


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мнмм

н

н

мхн

аа  а

аа  а

аа  а

А

...

..............
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21

22221

11211

                             (2) верилян системин ясас матриси, 

( )



















=+

ммнм2м1

22н2221

11н1211

*
1нмx

б ...аа  а

...................

б  ...аа  а

б  ...аа  а

А                        (3) верилян системин эенишлянмиш матриси 

адланыр. 
(1) системинин бирэя (уйушан) олуб-олмамасыны мцяй-йянляшдирмяк цчцн ашаьыдакы 

теорем мцщцм рол ойнайыр. 

Теорем (Кронекер–Капелли). Верилмиш (1) хятти тянликляр системинин бирэя (уйушан) 
олмасы цчцн зярури вя кафи шярт системин ясас матрисинин рангынын онун эенишлянмиш 
матрисинин рангына бярабяр олмасыдыр, йяни, ( ) ( )*АрАр =  олмасыдыр. 

 

15. 


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
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xxxx

 

Birinci tənliyi aparıcı tənlik kimi qəbul edək. Digər dəyişənləri toplama üsulu ilə 
“yox” edək.  
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
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8422224
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Indi isə ikinci tənliyi aparıcı tənlik kimi qəbul edək və toplama üsulu ilə digər 
dəyişənləri ardıcıl yox edək.  
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3561018

536612
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    ⇒    16818030305460 4433 −=+−− xxxx  

                                  
2

126

3

3

=

=

x

x
 

23 =x  qiymətini 36612 43 =− xx  tənliyində yerinə yazsaq 

2

126

36624
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=−

x
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1
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141242

2

2

2

=
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1
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Deməli, tənliyin ümumi və xüsusi həlləri eynidir.  
{ }2;2;1;1 −−  olur.  
 
 
16. Bilirik ki, bircins xətti tənliklər sisteminin sıfırdan fərqli həllinin varlığı üçün 
əsas matrisin determinantı sıfra bərabər olmalıdır.  

10220814371240
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−=⇒=−−⇒=−−+++−⇒=− aaaa

a

 

olarsa, sistemin sonsuz sayda həlli var.  
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  ⇒  

üçüncü tənliyi aparıcı tənlik kimi saxlayaq.  
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32
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321
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  23 3xx =⇒  alarıq. 

RCx ∈=2  qəbul etsək~ 

Cx 33 =  və       
Cx

CCx

5

06

1

1

−=

=+−
 alarıq. 

 Onda sistemin ümumi həlli  { }CCC 3;;5−  olar.  

 
17.  312321 ;2;8( xxxxxxAx −++=  ) Bu çevirmənin matrisi əmsalardan 

düzəldilir.  



         
















−

=

101

020

811

Ax  

Məxsusi ədədi tapmaq üçün  

 0=− EA λ  tənliyini həll etmək lazımdır. 

                        ⇒=

−−

−

−

0

101

020

811

λ

λ

λ

 

( )( )( ) ( ) 0002800121 =−−−++−−−⇒ λλλλ  

( ) ( )( )( ) 08112 =−−−−− λλλ  
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Onların cəmi 2)3(2321 =−+=++ λλλ olar 

18.           Verilən çevirmələrin əmsallarından A və B   matrislərini  düzəldək 
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    Onda AB-BA çevirməsi     
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19. Bilirik ki,  məxsusi ədəd  0=− EA λ  tənliyindən tapılır.  



( )( ) ( ) 0424000210

20

212

022

λλλλλ

λ

λ

λ

+−−−++−−−⇒=

−−

−−−

−−
 

( )( ) 044821 =++−−−− λλλλλ  

( )( ) 08821 =−+−−− λλλλ  

( )( ) ( ) 01821 =−+−−− λλλλ  

( ) ( )( ) 0821 =+−− λλλ  

11 =λ      082 2 =+− λλ  

                0822 =−− λλ  
                 2,4 32 −== λλ  

Hər bir məxsusi ədədə uyğun məxsusi vektorları tapaq.  

11 =λ  olduğunu nəzərə alaq.  
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12 Cx =  qəbul etsək RC ∈≠ 10  olmalıdır.  

Onda məxsusi vektor  { }111 2;;2 CCC −−  olar.  

2)  42 =λ -ə uyğun sistem  
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 alarıq.  

Məxsusi vektor { }222 ;2;2 CCC −  alınar.  

3) 23 −=λ -yə uyğun məxsusi vektor. 
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{ }333 2;2; CCC  alınar.  

20 Верилмиш 







=

25

43
A  матрисинин хятти чевирмясинин мяхсуси ядядини вя 

мяхсуси векторуну тапын. 

Щялли. 0

aaa

aaa
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nn2n1n

n22221

n11211

=

−

−
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λ

λ
λ
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............
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...

 бярабярлийиня ясасян верилмиш матрисин харак-

теристик тянлийини 



   ( )( ) 01452023
25

43 2 =−−=−−−=
−
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λ
λEA  

шяклиндя йаза билярик. Бу характеристик тянлийин кюкляри 21 −=λ  вя 72 =λ  олар. 
21 −=λ  олдугда тянлийиня эюря  
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4
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Демяли, 21 −=λ  мяхсуси ядядиня уйьун мяхсуси вектору { }11 54 ccX ;−=  
шяклиндядир. Rc ∈1  олдуьундан истянилян гиймятляр вермякля верилян чевирмянин 
мяхсуси векторларыны тапа билярик. 

Ейни гайда иля 72 =λ  олдугда уйьун биржинс тянлик 
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Демяли, 72 =λ  мяхсуси ядядиня уйьун мяхсуси вектор { }22 ccX ;=  кимидир. 
 

 
21. Хятти чевирмянин matrisi , мяхсуси ядяди вя мяхсуси вектору 

Тутаг ки, n -юлчцлц nR  хятти фязасында n,...,e,ee 21  базис векторлары вя A  хятти 

чевирмяси верилмишдир. Онда бу фязадан эютцрцлмцш nRX ∈
r

 векторунун базис 
векторлары цзря йеэаня гайда иля  

nn
exexexX
rrrr

+++= ...2211
                   (1) 

шяклиндя айрылышыны йаза билярик. A  хятти чевирмя олдуьу цчцн бу айрылышы ( )XAY
rr

=  
бярабярлийиндя нязяря алсаг, 

( ) ( ) ( ) ( )nn2211 eAxeAxeAxXAY
rrrr

+++== ...           (2) 
аларыг. Диэяр тяряфдян ( ) ( )n1ieA i ;=

r  векторлары да nR  фязасынын елементляри 

олдуьундан онларын да ne...ee ,,, 21  базис векторлары цзря айрылышыны йазмаг олар. 
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   (3) Бу айрылышлары (2) мцнасибятиндя нязяря алсаг,  
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 (4) аларыг. (4) бярабярлийинин ямсалларындан дцзялдилмиш  
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квадрат матрисиня ne...ee ,,, 21  базисиндя A  хятти чевир-

мясинин матриси дейилир. Бурада, 


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
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




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
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

=×
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x
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X .. -дир. 

Бу чевирмяни гыса олараг 
1nnn1n XAY ××× =  кими йазмаг олар. 

Тутаг ки, A  оператору n
R -дян n

R -я тясир едян хятти чевирмядир. 
Тяриф. n

R -дян эютцрцлмцш сыфырдан фяргли щяр щансы X  вектору цчцн  
( )n

RXXAX ∈≠= 0λ               (5) 
бярабярлийини юдяйян λ  ядядиня A  операторунун мяхсуси ядяди, она уйьун 

тапылан X  векторуна ися мяхсуси вектор дейилир. 
Бязян мяхсуси ядяд явязиня мяхсуси гиймят дя ишлядилир. 

(5) бярабярлийини ачыг шякилдя йазсаг  
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 (6) 

шяклиндя биржинс хятти тянликляр системи аларыг. Бу системин сыфырдан фяргли щяллинин 
варлыьы цчцн зярури вя кафи шярт онун мяжщулларынын ямсалларындан дцзялдилмиш 
детерминантын сыфра бярабяр олмасыдыр: 
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nn2n1n

n22221

n11211
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λ

λ
λ
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............

...

...

.                (7) 

(7) бярабярлийини гыса олараг 0=− EA λ  шяклиндя йазмаг олар. Бу 

бярабярлийин сол тяряфи щям дя λ -дан асылы n -дяряжяли чохщядлидир. Бу чохщядлийя 
характеристик чохщядли дейилир. Характеристик чохщядлинин кюкляри A  хятти 
чевирмясинин мяхсуси ядядляридир. 

(7) характеристик тянлийини щялл едяряк k21 λλλ ,...,,  мяхсуси ядядлярини тапырыг 
вя бу мяхсуси ядядляри айры-айрылыгда (6) биржинс хятти тянликляр системиндя 
йериня йазараг сыфырдан фяргли X  щяллини (векторуну) тапырыг. Щямин бу X  
вектору уйьун мяхсуси вектор олажагдыр. 

 

22/  Funksiyanin limiti. Sag və sol limitlər. Bəzi limit düsturları. 

 

Тяриф 1. Сонлу а вя А ядядляри вя истянилян 0>ε  ядяди цчцн еля 0>δ  ядяди вар ки, х-ин 
Х чохлуьундан эютцрцлмцш вя δ<−< ах0  бярабярсизлийини юдяйян бцтцн гиймятляриндя 

( ) ε<− Ахф  мцнасибяти юдянир. Онда А ядядиня ах →  шяртиндя ( )хф  функсийасынын лимити 



дейилир вя ( ) Ахфлим
ах

=
→

 кими йазылыр. Х чохлуьу олараг а нюгтясинин мцяййян ятрафы баша 

дцшцлцр. 
Функсийанын сол вя саь лимитляри 

А ядяди ах =  нюгтясиндя ( )хф  функсийасынын лимитидирся, онда х-ин а-йа йахын вя 
онун истянилян тяряфиндя (сол вя йа саь тяряфиндя) йерляшян бцтцн гиймятляриндя 

( ) ε<− Ахф                                     (1) 

бярабярсизлийи юдянилир. ах =  нюгтясиндя ( )хф  функсийасынын лимити олмадыгда 
онда (1) бярабярсизлийи х-ин а-нын мцяййян тяряфиндя (мясялян, сол вя йа да саь) 
тяряфиндя йерляшян гиймятляриндя юдяниля биляр. Беля олдугда ( )хф  
функсийасынын а нюгтясиндя сол лимитиндян вя саь лимитиндян данышмаг олар. 

Тутаг ки, ( )хф  функсийасы а нюгтясинин сол тяряфиндя тяйин олунмушдур. 

Тяриф .  Сонлу А вя а ядядляри верилдикдя 0>ε∀  ядяди цчцн еля 0>δ  ядяди вар ки, 
х-ин а-дан кичик олан вя  

δ<−< ха0                                    (2) 

бярабярсизлийини юдяйян бцтцн гиймятляриндя  

( ) ε<− Ахф                                   (3) 

бярабярсизлийи юдянилир. Онда А ядядиня ах →  шяртиндя (вя йа ах =  нюгтясиндя) 
( )хф  функсийасынын сол лимити дейилир вя  
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                 (4) 

кими ишаря олунур. 

Тяриф. Сонлу А вя а ядядляри верилдикдя 0>ε∀  ядяди цчцн еля 0>δ  ядяди вар ки, 
х-ин а-дан бюйцк олан вя 

δ<−< ах0                                     (5) 

бярабярсизлийини юдяйян бцтцн гиймятляриндя 

( ) ε<− Ахф   

бярабярсизлийи юдянир. Онда А ядядиня ах →  шяртиндя (вя йа ах =  нюгтясиндя) 
( )хф  функсийасынын саь лимити дейилир вя  
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                   (6) 

кими ишаря олунур. 

Демяли, ах =  нюгтясиндя ( )хфй =  функсийасынын лимитинин олмасы цчцн 

( ) ( ) ( )00 +=−=
→

афафхфлим
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шярти юдянилмялидир. 

23. ( )
2

1lim
1

x
tgx

x

π
−

→
 limitini hesablayın.  



Həlli:  Verilmiş ifadə 
∞⋅0

şəklində qeyrimüəyyənlikdir. Bu ifadəni 0

0
-kimi qeyri 

müəyyənlik şəklinə gətirək, 
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Bundan sonra Lopital qaydasını tətbiq edək 
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24. 

x

y

−+

+=

1

1

21

1
2  funksiyasının kəsilmə nöqtəsinin təsnifatını verin. 

Щялли: 
x−1

1  функсийасы 1=x -дя кясиляндир. Яввялжя сол лимити 

тапаг. ( )
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 олур. Чцнки, 0
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1
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 олур. Демяли ( ) 201 =−f . 

Инди саь лимити тапаг.  
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Чцнки, 0

12

1
lim

10
=

+
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α
α

. Демяли, ( ) 301 =+f  



Йяни, ( ) ( )0101 +≠− ff  олур. Бу ися 1=x  нюгтясинин биринжи нюв кясилмя 
нюгтяси олдуьуну эюстярир. 

25. xxy 2sin2=  funksiyasının funksiyasının beşinci tərtib törəməsini tapın. 

Həlli: Leybins düsturunu tətbiq etsək alarıq: 
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26. . Roll teoremini yazin və yoxlayın ki,   ( ) xxf sinln=  funksiyasına 







6

5
,

6

ππ
 parçasında Roll teoremini tətbiq etmək olarmı? 

Teorem. (Roll teoremi) [ ]ba;  parçasında kəsilməyən, (a,b) intervalında 

diferensiallanan və həmin parçanın üç nöqtələrində bərabər ( ) ( )bfaf =  

qiymətləri alan ( )xfy =  funksiyası üçün (a,b) intervalında yerləşən heç olmasa  

elə bir  c  nöqtəsi var ki, bu nöqtədə ( )xf ′  törəməsi sıfıra bərabərdir, yəni 
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intervalında sonlu törəmə var. Deməli, Roll teoremini tətbiq etmək olar.  
 

27. Коши теореми yazin və [ ]2;0  parçasında  f(x)=2x3+5x+1 və g(x)=x2+4 
funksiyaları üçün Koşi teoreminin doğruluğunu yoxlayın. Əgər ödəyərsə c aralıq 
qiymətini tapın.  



Teorem: Əgər f(x) və g(x) fumksiyaları [ ]ba;  parçasında kəsilməyən , (a,b) 

intervalında diferensiallanan və bu intervalda 0)( ≠′ xg şərtini ödəyən 
funksiyalardırsa  onda (a,b) intervalında yerləşən elə bir c nöqtəsi vardır ki,                        
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)()(

)()(
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cf
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afbf

′
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−

    
düsturu döğrudur.  

f(x)=2x3+5x+1 və g(x)=x2+4 funksiyaları [ ]2;0  parçasında Koşi teoremini şərtlərini 
ödəyir.  

4)0(,842)2(

1)0(,2712522)2(
2

3

==+=

==+⋅+⋅=

gg

ff
 

Olduğundan  

2

13

2

56
;

2

56

48

127

)(

)(

)0()2(

)0()2( 22

=
++

=
−

−

′

′
=

−

−

c

c

c

c

cg

cf

gg

ff
 

Burada  6c2-13c+5=0 buradan isə  

3

5
;

2

1
21 == cc    olur.  

 

28. 
22 xxy −=  əyrinin  A(1;1) və B(3;-3) nöqtələri arasında yerləşən AB qövsu 

üzərində elə M nöqtəsini tapın ki, həmin nöqtədən cəkilən toxunan AB  vətərinə 

paralel olsun. 

 

Həlli: y=2x-x2  funksiyası x- in bütün qiymətlərində kəsilməz və diferensiallanan 

funksiyadır. Odur ki, bu funksiya [ ]3;1  parçasında Laqranj teoreminin şərtlərini 
ödəyir. Laqrang düsturuna əsasən   

( )13)()1()3( −′=− cyyy                                                   (1) 

xxyy 22)(,3)3( −=′−=  

1)1( =y  olmasını (1)-də nəzərə alsaq  

2)22(13 ⋅−=−− c  buradan c=2   y(2) =0 olduğu üçün M nöqtəsinin 

koordinatları (2;0) olur.  
 

29. Mürəkkəb funksiyanın törəməsi düsturunun çıxarılışı. 

Fərz edək ki, ( )xfy =    və ( )tx ϕ=   funksiyaları və həmin funksiyalardan  

düzəldilmiş  ( )( )tfy ϕ=  mürəkkəb funksiyası verilmişdir. 



Teorem. ( )tx ϕ=  funksiyası 0t nöqtəsində  və ( )xfy =  funksiyası uyğun 

( )00 tx ϕ=  nöqtəsində  diferensiallanan  olduqda ( )( )tfy ϕ−=  mürəkkəb 

funksiyası 0t  nöqtəsində diferensiallanandır və onun törəməsi 

                                 ( )( )( ) ( ) ( )000 txftf ϕϕ ′⋅′=
′

                               (1) 

dusturu ilə hesablanır. 
İsbatı. Törəmənin tərifinə əsasən  

            
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0lim
0

0

0

0 =+′=
−

−

→
ttt

tt

tt

tt
ααϕ

ϕϕ
    

və ya  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ttttttxx αϕϕϕ +′−=−=− 0000                                        (2) 

bərabərliyini yazmaq olar. Bu bərabərliyi ( )xf  funksiyası üçün də yazaq: 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0lim
0

000 =+′−=−
→

xxxfxxxfxf
xx

ββ            (3) 

(2) və (3) bərabərliklərini nəzərə alsaq: 

            
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xxftttt

xxfxxxfxftftf

βαϕ

βϕϕ

+′+′−=

=+′−=−=−

000

0000

 

( )tx ϕ=    funksiyası 0t  nöqtəsində diferensiallanan olduğundan həmin nöqtədə 

kəsilməyəndir. Buna görə  də  0tt →  şərtində 0xx →  və ( ) ( ) 0limlim
00

==
→→

xx
xxtt

ββ  

bunları nəzərə alaraq 

                        
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )xxftt
tt

tftf
βαϕ

ϕϕ
+′+′=

−

−
00

0

0
 

bərabərliyində 0tt →   şərtində limitə keçsək               

                         
( )( ) ( )( )

( ) ( )00

0

0

0

lim xft
tt

tftf

tt
′⋅′=

−

−

→
ϕ

ϕϕ
 

münasibətini alarıq, bu da (1) bərabərliyinin doğru olduğunu göstərir (1) 
bərabərliyini bəzən 

          txt xyy ′⋅′=′                                  (4) 

şəklində yazırlar. 
 

30. Функсийанын екстемуму. Екстемумун варлыьы цчцн zəruri шяртляр 

Фярз едяк ки, ( )хфй =  функсийасы [ ]ба,  парчасында тяйин олунмушдур вя ] [бах ;0 ∈ -дир. 

Яэяр 0хх =  нюгтясинин щяр щансы ] [δ+δ− 00 ;хх  ( )0>δ  ятрафында йерляшян 

бцтцн х нюгтяляриндя  

( ) ( )0хфхф ≤ , ( ) ( )( )0хфхф ≥                            (1) 

бярабярсизлийи юдянилярся, онда дейирляр ки, ( )хф  функсийасынын 0х  нюгтясиндя локал 

максимуму (минимуму) вар. ( )0хф  ядядиня функсийанын локал максимум (минимум) 



гиймяти дейилир. Функсийанын локал максимумуна вя локал минимумуна бирликдя 
функсийанын локал екстемуму дейилир. 

Теорем (Локал екстемумун варлыьы цчцн зярури шярт).  Яэяр диференсиаллана 

билян ( )хфй =  функсийасынын 0хх =  нюгтясиндя локал екстемуму варса, онда 

онун тюрямяси щямин нюгтядя сыфра бярабярдир, йяни ( ) 00 =′ хф . 

�   Мцяййян олмаг цчцн 0хх =  нюгтясиндя ( )хф  функсийасынын локал максимум 

гиймят алдыьыны фярз едяк. Онда ихтийары кичик х∆  артымы цчцн  
( ) ( ) ( ) ( ) 0хф∆ ххфхф∆ ххф 0000 ≤−+⇔≤+  

Бурадан ися 0>х∆ олдугда 
( ) ( )

0
∆ х

хф∆ ххф 00 ≤
−+

 алырыг.   

0<х∆ олдугда 
( ) ( )

000 ≥
−+

х
хфххф

∆
∆

 алырыг. Бу бябярсизликлярдя 0→х∆  шяртиндя 

лимитя кечсяк аларыг: 
( ) ( ) ( ) 00

00

0
0

≤′=
−+

>
→

хф
х

хфххф
лим
х
х ∆

∆

∆
∆

,            (2) 

( ) ( ) ( ) 00
00

0
0

≥′=
−+

<
→

хф
х

хфххф
лим
х
х ∆

∆

∆
∆

,            (3) 

 (2) вя (3) бярабярсизликляри бирликдя йалныз ( ) 00 =′ хф  олдугда доьрудур.  ����  

Верилмиш функсийанын бющран нюгтясиндя локал екстемумун гиймятинин 
олдуьуну йохламаг цчцн кафи шяртляр веряк 

Ы-кафи шярт: ( )хфй =  функсийасы 0хх =  бющран нюгтясинин мцяййян ятрафында 

кясилмяйян вя щямин ятрафда ( 0х - нюгтяси мцстясна ола да биляр) диференсиалланандырса, 

онда: 
1. функсийанын ( )хф ′  тюрямяси 0хх <  олдугда ( ) 0>′ хф  вя 0хх >  олдугда ися 

( ) 0<′ хф  оларса, щямин нюгтядя функсийанын локал максимуму вар; 

2. функсийанын ( )хф ′  тюрямяси 0хх <  олдугда ( ) 0<′ хф  вя 0хх >  олдугда ися 

( ) 0>′ хф  оларса, щямин нюгтядя функсийанын локал минимуму вар; 

3. Яэяр ( )хф ′  тюрямяси 0хх <  вя 0хх >  олдугда ишарясини дяйишмирся, онда 0х  

нюгтясиндя функсийанын локал екстемуму йохдур. 
ЫЫ Кафи шярт: Яэяр 0х  нюгтясинин мцяййян ятрафында тяйин олунмуш ( )хфй =  

функсийасынын 0х  нюгтясиндя икинжи тяртиб тюрямяси варса вя ( ) 0хф 0 =′  вя ( ) 0≠′′
0хф -дырса, 

онда: 
1. ( ) 00 <′′ хф  олдугда функсийанын 0х  нюгтясиндя локал максимуму вардыр;  

2. ( ) 00 >′′ хф  олдугда функсийанын 0х  нюгтясиндя локал минимуму вардыр.  

ЫЫЫ Кафи шярт. Яэяр ( )хфй =  функсийасынын 0х  бющран нюгтясиндя н-жи тяртибя гядяр 

кясилмяйян вя  
( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) 0

,0...

0

0
1

000

≠

===′′′=′′=′ −

хф

хфхфхфхф
н

н

     (5)   шяртлярини юдяйян тюрямяляри 

варса, онда: 

1. н жцт ядяд вя ( )( ) 00 <хф н  олдугда функсийанын 0х  нюгтясиндя локал максимуму 

вар; 

2. н жцт ядяд вя ( )( ) 00 >хф н  олдугда функсийанын 0х  нюгтясиндя локал минимуму вар; 

3. н тяк ядяд олдугда функсийанын 0х  нюгтясиндя локал екстемуму  йохдур. 



31. Яйринин  асимптотлары . 
12

1
)(

2

−

+
=

x

x
xf   funksiyasının maili asimpitotunu tapın. 

∞=
−→

)(lim
00

xf
xx

 və ∞=
+→

)(lim
00

xf
xx

 şərtlərindən heç olmasa  biri ödənirsə 

x=x0 şaquli asimpitotdur. y=kx+b  maili asimpitotdur.  

[ ]kxxfb
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xf
k

xx
−==

∞→∞→
)(lim
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lim  
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1
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+
=

x

x
xf   funksiyasının maili asimpitotunu tapın. 
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32. 1224228)( 234 +−+−= xxxxxf  funksiyasının lokal ekstremumlarını tapın. 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[

( ) ( )] ( )( )[ ] ( )( )( )[ ] .3;2;10321465141615

1466554611642444244

321
2

22232323

===⇒=−−−=+−−=−+−−

−−=−+−−−=−+−=−+−=′

хххххххххххх

ххххххххххххххf  

( ) 444812 2 +−=′′ хххф  олур вя бурадан ( ) 084448121 >=+−=′′ф  олдуьундан ( )хф  

функси-йасыны 1=х  нюгтясиндя локал минимум гиймят алыр: 

( ) +⋅−= 1811минф 31224122 =+−⋅ . 

( ) 04442484122 <−=+⋅−⋅=′′ф  олдуьундан ( )хф  функсийасы 2=х  

нюгтясиндя локал максимум гиймят алыр: ( ) 424244224242 23 =−⋅+⋅−⋅=махф . 

( ) 08443489123 >=+⋅−⋅=′′ф  олдуьундан ( )хф  функсийасы 3=х  
нюгтясиндя локал минимум гиймят алыр: ( ) 33 =минф . 

33. Çoxdəyişənli funksiya və onun limiti.  Təkrar və ikiqat limitlər.  

         Tutaq ki, G çoxluğu xy müstəvisinin nöqtələr çoxluğu və həqiqi z 
ədədlərin F çoxluğu verilmişdir. 

Tərif1.  G çoxluğunun hər bir ),( yxM nöqtəsinə F çoxluğundan müəyyən 

),( yxfz = ədədini qarşı qoyan f uyğunluğuna G çoxluğunda təyin olunmuş və 
qiymətləri F çoxluğuna daxil olan funksiya deyilir 



Tərif Tutaq ki, sonlu A  ədədi ),( 000 yxM
nöqtəsi və istənilən 

0>ε
ədədi 

üçün elə 
δ
ədədi var ki, 

G
çoxluğnun 

 

                       
δρ << ),(0 0MM

                        (1) 

Bərabərsizliyini ödəyən bütün 
GyxM ∈= ),(

nöqtələrində  

  
ε<− AMf )(

                                  (4) 

Münasibəti  ödənilir.Onda A ədədinə 
0MM →
şərtində 

G
çoxluğu üzrə f 

funksiyasının limiti deyilir.A ədədinin G çoxluğu üzrə 
0MM →
şərtində f 

funksiyasının limiti olmasını  

  
AyxfMf

yy
xxMM

==
→
→→

),(lim)(lim

0

00           (2)  kimi yazılır. 

Tərifdəki δρ << ),(0 0MM
əvəzinə 

( ) ( ) δ<−+−<
2

0

2

00 yyxx
və yaxud 

δ<− 0xx
    

δ<− 0yy
bərabərsizliklərinin yazmaq olar. 

İkidəyişənli funksiyaların x və y arqumentləri növbə ilə 
0x
,

0y
ədədlərinə 

yaxınlaşdıqda da limitindən danışmaq olar. 
),(limlim

00

yxf
yyxx →→ limitinə funksiyanın 

təkrar limiti deyilir.Sonuncu ifadədə limitlərin yerini dəyişməklə müxtəlif təkrar 

limitlər almaq olar. 
),(limlim

00

yxf
yyxx →→

),(limlim
00

yxf
xxyy →→  

Teorem 1  ( )yxfC

yy
xx

,lim

0

0
→
→

=  Ikiqat limiti  varsa, y-in qeyd olunmuş  qiymətində  

x dəyişəninə  nəzərən ( )yxf
xx

,lim
0→

 limiti varsa, onda ( )yxfA
xxyy

,limlim
00 →→

=  

təkrarlanan limitidə var və ikiqat C limitinə bərabərdir.  

Ümumiyyətlə G oblastında təyin olunmuş ( )yxf ,  funksiyasının ( )000 , yxM  

limit nöqtəsində ( )yxfC

yy
xx

:lim

0

0
→
→

=  ikiqat limiti varsa  x və y –in qeyd olunmuş  

qiymətlərində, uyğun olaraq  ( )yxf
yy

,lim
0→

 və ( )yxf
xx

,lim
0→

 limitləri varsa, onda        

( ) ( ) ( )yxfyxfyxf
yyxxxxyy

yy
xx

,limlim,limlim,lim
0000

0

0 →→→→
→
→

==  bərabərliyi doğrudur.   

 

34. Xüsusi törəmələr. Tam artım və tam diferensial.  



 

( )зйхфУ ,,=  функсийасынын тяйин областына дахил олан ихтийари бир М(х,й,з) нюгтясини 
эютцряк вя х,й,з аргументляриня уйэун олараг еля 0≠х∆ , 0≠й∆ , 0≠з∆  артымларыны веряк 

ки, ( )ззййххН ∆∆∆ +++ ,,  нюгтяси дя ( )зйхфу ,,=  функсийа сынын тяйин областына дахил 
олсун. Онда  

( ) ( )зйхфзйххфух ,,,, −+= ∆∆ ,                                                 (1) 

( ) ( )зйхфзййхфуй ,,,, −+= ∆∆ ,                                                    (2) 

( ) ( )зй,х,ф∆ ззй,х,фуz −+=∆ ,                                                      (3) 

ифадяляри ( )зйхфу ,,=  функсийасынын уйэун олараг, х,й,з  аргументляриня нязярян хцсуси 

артымлары адланыр. 
∆ х

у∆ х  нисбятинин 0→х∆ -да сонлу лимити варса, бу лимитя ( )зйхфу ,,=  

функсийасынын М нюгтясиндя х аргументиня нязярян биринжи тяртиб хцсуси тюрямяси дейилир вя 

хф,у,
х

ф
,

х

у
х ′′

∂

∂

∂

∂
 символларындан бири иля ишаря олунур. Тярифя ясасян  

( ) ( )
∆ х

зй,х,фzy,∆x,хф
лим

∆ х

у∆
лим

х

у
0∆ х

х

0∆ х

−+
==

∂

∂

→→
 олур. 

Ейни гайда иля ( )зйхфу ,,=  функсийасынын й аргументиня нязярян биринжи тяртиб хцсуси 
тюрямяси 

( ) ( )
∆ й

зй,х,фz∆y,йх,ф
лим

∆ й

у∆
лим

й

у
0∆ й

й

0∆ й

−+
==

∂

∂

→→
  вя 

( )зйхфу ,,=  функсийасынын з аргументиня нязярян биринжи тяртиб хцсуси тюрямяси  

( ) ( )
∆ з

зй,х,ф∆ ззй,х,ф
лим

∆ з

у∆
лим

з

у
0∆ з

з

0∆ з

−+
==

∂

∂

→→
 

шяклиндя йазылыр.  
Тярифдян айдындыр ки, ( )зйхфу ,,=  функсийасынын бир аргументиня нязярян хцсуси 

тюрямясини щесабладыгда онун йердя галан аргументлярини сабит щесаб етмяк лазымдыр. Буна 
эюря дя чохдяйишянли функсийаларын хцсуси тюрямялярини щесабладыгда  бирдяйишянли функсийа 
тюрямясинин щесабланма гайдаларындан вя дцстурларындан билаваситя истифадя олунур. 

( )зйхфу ,,=  функсийасынын М(х,й,з) нюгтясиндя там артымы  

( ) ( )зйхфззййххфу ,,,, −+++= ∆∆∆∆                                       (4) 
шяклиндядир. 

( )зйхфу ,,=  функсийасынын там артымыны М(х,й,з) нюгтясиндя  

зйхз
з

у
й

й

у
х

х

у
у γ∆β∆α∆∆∆∆∆ +++

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=                                  (5) 

шяклиндя эюстярмяк мцмкцн олдугда она М(х,й,з) нюгтясиндя диференсиаллана билян 
функсийа дейилир. 

∆ з
з

у
∆ й

й

у
∆ х

х

у
ду ⋅

∂

∂
+⋅

∂

∂
+

∂

∂
= ,                                             (6) 

( )зйхфу ,,=  функсийасынын М(х,й,з) нюгтясиндя там диференсиалы адланыр.  
хххдх ∆∆ =⋅′= ; йдй ∆= , здз ∆= олдуьундан (3)-дян аларыг: 

дз
з

у
дй

й

у
дх

х

у
ду ⋅

∂

∂
+⋅

∂

∂
+⋅

∂

∂
= .                                           (7) 



35. yx

yx
yxf

3

2
),(

+

−
=  funksiyasının )0,0(  nöqtəsində, təkrar və  ikiqat limitini 

tapın. 

.  əvvəlcə 
yx

yx

y
x 3

2
lim

0
0 +

−

→
→  ikiqat limitini  tapaq: 

         Fərz edək ki, ( )yxM ,  nöqtəsi 0(0;0) nöqtəsinə yaxınlaşır. Onda  x və y –in 

y=kx düz xətti üzrə dəyişməsinə baxaq ( )0≠k  

                    
( )
( ) k

k

kx

kx

kxx

kxx

yx

yx

xx
y
x 31

21

31

21
lim

3

2
lim

3

2
lim

00
0
0 +

−
=

+

−
=

+

−
=

+

−
→→

→
→  

Göründüyü kimi, nəticə k -nın seçilməsindən asılı olaraq, dəyişir (yəni limit 

yeganə  deyildir). Deməli, ( ) ( )0;00, →yxM  -da baxılan limit yoxdur. 

Təkrar  limitləri tapaq. 

        11limlim
03

02
lim

2

2
limlim
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→→→→→ xxxyx x

x

x

x

yx
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2
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=
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yxy
 

36.  
2

z

xy
arctgu =  funksiyasının tam diferensialını tapın. 

Həlli.  dz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
du

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=                            (1) 

düsturu ilə hesablanır. 

Xüsusi  törəmələri hesablayaq. 

 224

2

2224

4

2

4

22

1

1

yxx

yz

z

y

yxz

z

z

y

z

yxx

u

⋅+
=⋅

+
=⋅

+

=
∂

∂
                (2) 

            224

2

2

4

22

1

1

yxz

xz

z

x

z

yxx

u

+
=⋅

+

=
∂

∂
                                                        (3) 

                 2243224

4

3

4

22

222

1

1

yxz

xyz

z

xy

yxz

z

z

xy

z

yxx

u

+
−=⋅

+
=








−⋅

+

=
∂

∂
             (4) 

(2), (3) və (4) –ü    (1) –də nəzərə alarıq. 
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dy
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37. Yuxarı sərhəddi dəyişən oIan müəyyən inteqral. Nyuton-Leybnis düsturu. 

Тутаг ки, ( )∫
б

а

дт тф  интегралынын йухары сярщядди б дяйишир. хб =  ишаря едяк. Онда 

( )∫
х

а

дт тф  интегралы х-ин функсийасы олур. Йяни  ( ) ( )∫=
х

а

дт тфхφ    олур. 

Теорем. Мцяййян интегралын йухары сярщяддя нязярян тюрямяси интегралалты функсийаnın 

йухары сярщядди йаздыгдан сонра алынан функсийайа бярабярдир. Йяни ( ) ( )хф дт тф
х

а

=′













∫ олур.  

Mцяййян жящятдян ялверишли олан Нйутон-Лейбнис дцстуруну веряк. 
Теорем. [а, б] парчасында кясилмяйян ( )хф  функсийасынын ибтидаи 

функсийаsı ( )хФ -дирся, онда ( ) ( ) ( )аФбFдх хф
б

а

−=∫                              (1) 

дцстуру доьрудур. (1) дцстуруна Нйутон-Лейбнис дцстуру дейилир. 

Bilirik ki, ( ) ( )хф дт тф
х

а

=′













∫ . Бурадан айдындыр ки, ( )∫

х

а

дт тф  функсийасы ( )хф  

функсийасынын ибтидаи функсийасыдыр. Диэяр тяряфдян теоремин шяртиня ясасян ( )хФ  дя [а,б] 

парчасында ( )хф  функсийасынын ибтидаи функсийасыдыр. Буна эюря дя ( )хф  функсийасынын ики 

ибтидаи функсийасы олан ( )∫
х

а

дт тф  функсийасы иля ( )хФ  функсийасы бир-бириндян сабит топлананла 

фярглянир, йяни  ( ) ( ) жхФдт тф
х

а

+=∫             (2)  олур. (2)-дя ах =  йазсаг, ( ) 0дт тф
а

а

=∫  олур вя 

(2)-дян ( ) ( )аФжжаФ −=⇒=+ 0  алырыг. ( )аФc −= -ны (2)-дя нязяря алсаг, (2)-дян 

( ) ( ) ( )аФхФдт тф
х

а

−=∫                            (3) 

алырыг. (3)-дя х йериня б йазсаг  

( ) ( ) ( )аФбФдт тф
б

а

−=∫                               (4) 

аларыг. (4)-дя т йериня х йазсаг  

( ) ( ) ( ) ( )аФбФхФдх хф б
а

б

а

−==∫                       (5) 

 алыныр.   
 

38.  
zy

xu
2

= funksiyasının diferensialını tapın.

 

 

Məlumdur ki, funksiyanın diferensialı dz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
du

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=  



düsturu ilə tapılır. Xüsusi  törəmələri tapaq:  
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xyzx
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2
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⋅⋅=
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∂ −

 

Tapdığımız  xüsusi  törəmələri tam diferensial  düsturunda yerinə yazaq: 

          zdxyxydxzyxdxxzydu
zyzyzy lnln2 212 222

⋅+⋅⋅+⋅= −
 

39 . 
xy

yx
arctgu

−

+
=

1
 funksiyasının ikinci tərtib differensialını tapın. 

İkidəyişənli  funksiyanın tam diferensial düsturu aşağıdaki kimidir: 

                     dy
y

u
dx

x

u
du ⋅

∂

∂
+⋅

∂

∂
=  

Bu düstura əsasən funksiyanın xüsusi törəmələrini yazaq:     
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Bunları düsturda yerinə  yazsaq alarıq:  
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40.  Çoxdəyişənli funksiyanın ekstremumu. Ekstremum üçün zəruri şərt.  
( )000 ;йхМ  нюгтясиня кафи йахын вя ондан фяргли олан М(х,й) нюгтяляри цчцн 

( ) ( )00;; йхфйхф <  ( ) ( )( )00;; йхфйхф >  олдугда ( )йхфз ;=  функсийасынын ( )000 ;йхМ  

нюгтясиндя максимуму (минимуму) вар дейирик. ( )йхфз ;=  функсийасынын максимум вя 
минимумуна бирликдя онун екстемуму дейилир. 

                                   ( ) ( ) ( ) ( ) 0;;;; 0000 <−⇒< йхфйхфйхфйхф .            (1) 

Бурада ххх ∆+= 0 , ййй ∆+= 0  ишаря етсяк (1)-дян аларыг:  



( ) ( ) 0й;хфййх;хф 0000 <−++ ∆∆  вя йахуд 0ф <∆  

Йяни, х вя й  аргументляринин бцтцн кафи кичик 0≠х∆ , 0≠й∆  артымы цчцн 0<ф∆  

оларса, онда ( )йхфз ;=  функсийасынын ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя максимуму вар. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0й;хфййх;хф0й;хфйх;фй;хфйх;ф 00000000 >−++⇒>−⇒> ∆∆
 

вя йахуд  .0ф >∆  
Йяни, х вя й  аргументляринин бцтцн кафи кичик 0≠х∆ , 0≠й∆  артымы цчцн 0>ф∆  

оларса, онда ( )йхфз ;=  функсийасынын ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя минимуму вар. 

Функсийанын верилмиш областа (тяйин областында) бир нечя максимум вя минимуму ола да 
биляр вя максимум, минимуму олмайа да биляр. 

Теорем (екстемумун варлыьы цчцн зярури шярт). 
Диференсиалланан ( )йхфз ;=  функсийасы ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя екстемума маликдирся, 

онда ( )йхфз ;= функсийасынын биринжи тяртиб хцсуси тюрямяляри )y;x(M 000 нюгтясиндя сыфра 

бярабярдир. Йяни  

                                                  
( )

0
х

Мф 0 =
∂

∂
,  

( )
0

й

Мф 0 =
∂

∂
.                                               (2) 

� . й дяйишяниня 0й  гиймятини версяк, онда ƒ(х;й) бир х дяйишянинин функсийасы олур. Бу 

функсийанын 0хх =  нюгтясиндя екстемуму олдуьу цчцн онун 

0

0
йй
ххх

ф

=
=∂

∂
 вар вя сыфра 

бярабярдир. Ейни гайда иля  

0
0

йй
ххй

ф

=
=∂

∂
 тюрямясинин сыфра бярабяр олдуьуну эюстярмяк олар. �  

(2) бярабярликляри екстемумун зярури шяртини ифадя едирляр. (2) системини юдяйян 
нюгтяляря  стасионар нюгтяляр дейилир. Функсийа екстемум гиймятини хцсуси тюрямяляринин бири 
вя йа щяр икиси олмадыьы нюгтялярдя дя ала биляр. 
7) Çoxdəyişənli funksiyanın ekstremumu. Ekstremum üçün kafi şərt. 

Кафи шярт. Фярз едяк ки, ƒ(х;й) функсийасынын ( )000 ;йхМ  бющран нюгтясинин мцяййян 

ятрафында бцтцн икитяртибли хцсуси тюрямяляри вар вя бу 2

2

х

ф

∂

∂
,

йх

ф2

∂∂

∂
, 2

2

й

ф

∂

∂
 хцсуси тюрямяляр 

щямин нюгтядя кясилмяйяндир вя ( ) ( ) 0М
й

ф
М

х

ф
00 =

∂

∂
=

∂

∂
-дыр. 

( ) ( ) ( )
2

0

2

02

2

02

2

М
йх

ф
М

й

ф
М

х

ф
∆ 









∂∂

∂
−

∂

∂
⋅

∂

∂
=                   (5) 

ишаря едяк. 
Онда 0>∆  олдугда ƒ(х;й) функсийасынын ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя екстемуму вардыр. 

0<∆  олдугда ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя ƒ(х;й) функсийасынын екстемуму йохдур. 

1) 0>∆ , ( ) 002

2

<
∂

∂ М
х
ф  олдугда ƒ(х;й) функсийасынын ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя 

максимуму вар. 

2) 0>∆ , ( ) 02

2

>
∂

∂ М
х
ф  олдугда ƒ(х;й) функсийасынын ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя минимуму 

вар. 
3) 0=∆  олдугда ƒ(х;й) функсийасынын ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя екстемуму ола да биляр, 

олмайа да биляр. 
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∂
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







∂

∂    (6) 

(6)-дян алыныр ки, яэяр ƒ(х;й) функсийасынын ( )000 ;йхМ  нюгтясиндя екстемуму варса, 

онда 

0М

2

2

х

ф











∂

∂
вя 

0М

2

2

й

ф











∂

∂
щяр икиси ейни ишаря лидир. 

икитяртибли там диференсиалы 0уд
0М

2 >  олдугда 0М  нюгтясиндя ( )нхххфу ;...;; 21=  

функсийасынын алдыьы гиймят минимумдур. 0
0

2 <
М

уд  олдугда ( )нхххфу ;...;; 21=  функсийанын 

0М  нюгтясиндя алдыьы гиймят максимумдур.  

41 ( ) 







+−−+=

43
47

2

1 yx
yxxyz funksiyasının ekstremumunu tapın. 

Həlli:  Verilmiş funksiyanın xüsusi törəmələrini tapaq. 
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Funksiyanın  böhran nöqtələrini tapmaq üçün aşağidakı sistemi birgə həll edək   
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M(21;20) böhran nöqtəsidi verilmiş funksiyanın II tərtib xüsusi törəmələrini yazaq: 
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0;0
2

2

<
∂

∂
>∆

M
x

z
 olduğu üçün M(21;20) – nöqtəsi maksimum  nöqtədir. 
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42. 4303622 33 +−+= xyyxz  funksiyasının ekstremumunu tapın. 
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Яввялжя ( ) 02163 =−xx  тянлийинин кюклярини тапаг: 

 ( )( ) 6003666 21
2 ==⇒=++− x;xxxxx    алырыг.  

02736940366 22 <−=−=−=⇒=++ acbDxx    олдуьундан  
03662 =++ xx  тянлийинин комплекс кюкляри вардыр. 60 21 == x;x  щягиги 

кюклярини 2

6

1
xy =  тянлийиндя нязяря алсаг 

66
6

1
0 2

21 =⋅== y;y  аларыг. Демяли, ( ) ( )6600 10 ;M;M ∧  (1) системинин 

щяллидир.  

( ) 001212366
0

2

2
2

2

2

=⋅=








∂

∂
⇒=

′
−=

∂

∂

M

x

x

u
xyx

x

u ;  72612
1

2

2

=⋅=








∂

∂

M
x

u  олар. 

363636
10

222

−=








∂∂

∂
−=









∂∂

∂
⇒−=

∂∂

∂

MM
yx

u
;

yx

u

yx

u
, 

( ) 72612012366
10

2

2

2

2
2

2

2

=⋅=








∂

∂
=









∂

∂
⇒=

′
−=

∂

∂

MM

y

y

u
;

y

u
yxy

y

u  Бунлара ясасян 

=








∂∂

∂
−









∂

∂
⋅









∂

∂
=∆ 0

00

0

22

2

2

2

2

M

MM

M yx

u

y

u

x

u  

( ) 012963600 2
<−=−−⋅=  олдуьундан верилян функсийанын ( )000 ;M  

нюгтясиндя екстремуму йохдур. 
( ) 03888367272 2

1
>=−−⋅=∆

M
 олдуьундан ( )y;xu  функсийасынын ( )661 ;M  

нюгтясиндя екстремуму вардыр вя 072
1

2

2

>=








∂

∂

M
x

u  олдуьундан ( )y;xu  

функсийасынын ( )661 ;M  нюгтясиндя алдыьы гиймят минимумдур. 

( ) ( ) 243066366262 33
1 −=+⋅⋅−⋅+⋅=My;xu

min
. 

Гейд: ⇒>








∂∂

∂
−









∂

∂
⋅









∂

∂
⇒>∆ 00

22

2

2

2

2

MMM
yx

u

y

u

x

u  

MMM
yx

u

y

u

x

u
22

2

2

2

2










∂∂

∂
>









∂

∂
⋅









∂

∂                              (2) 

(2)-дян алыныр ки, яэяр ( )y;xu  функсийасынын екстремуму варса, 

онда 
MM

y

u

x

u









∂

∂
∧









∂

∂
2

2

2

2

 щяр икиси ейни ишарялидир. 

43   Müəyyən inteqral və onun xassələri. 
Сонлу [ ]ба,  парчасында кясилмяйян ( )хф  функсийасы верилсин. [ ]ба,  

парчасыны бххххха нн == − ,,...,,, 1210  нюгтяляри иля н щиссяйя бюляк (бурада 



бхххха н =<<<<= ...210  олдуьу фярз олунур). Бу 

щалда [ ]ба,  парчасы кичик [ ]кк хх ,1−  ( )нк ,1=  

щиссяляриня бюлцнцр. [ ]кк хх ,1−  парчасынын узунлуьуну 

кх∆  иля ишаря едяк: 

1−−= ккк ххх∆  ( )нк ,1= . 

[ ]101 ,хх∈α , [ ]212 х,хα ∈ ,…, [ ]ккк хх ,1−∈α ,…, 

[ ]ннн хх ,1−∈α  ихтийари нюгтялярини эютцряк 

( )н1,  к ,хαх кк1к =<<−  вя бу нюгтялярин щяр бириндя 

функсийанын гиймятлярини уйьун олараг ( ) ( )21 , αα ф ф ,…,   ( ) ( )нк ф ф αα ,...,  ишаря едяряк 

( ) ( )∑
=

α=α
н

к
кккк х фхИ

1
, ∆                                   (1) 

жямини дцзялдяк. (1) жяминя ( )хф  функсийасынын [ ]ба,  парчасында интеграл жями дейилир. Бу 

жямин гиймяти [ ]ба,  парчасынын кичик парчалара бюлэц гайдасындан, щям дя бу кичик 

парчаларда кα  нюгтяляринин сечилмясиндян асылыдыр. кхмах∆=λ  ( )нк ,1=  ишаря едяк. 

Тяриф. [ ]ба,  парчасынын кичик парчалара бюлцнмя гайдасындан вя бу кичик парчаларда 

кα  нюгтяляринин сечилмя цсулундан асылы олмайараг ( )хф  функсийасынын [ ]ба,  парчасы цзря 

(1) интеграл жяминин 0→λ  шяртиндя сонлу лимити варса, онда бу лимитя ( )хф  функсийасынын 

[ ]ба,  парчасы цзря мцяййян интегралы дейилир вя ( )∫
б

а

дх хф  кими ишаря олунур. Тярифя ясасян 

йаза билярик: ( ) ( )∑∫
=

→
⋅=

n

1k
кк

0λ

б

а

хфлимдх хф ∆α .                                              (2) 

Бурада ( )хф -я интегралалты функсийа, ( ) дххф ⋅ -я интегралалты ифадя, а вя 

б ядядляри уйьун олараг мцяййян интегралын ашаьы вя йухары сярщядляри, х 

дяйишяни ися интеграллама дяйишяни адланыр. [ ]ба,  парчасы интеграллама 

парчасы адланыр. Мцяййян интегралын щяндяси мянасыны веряк. Бунун цчцн 
яввялжя (1) интеграл жяминин щяндяси изащыны эюстяряк. 

 Йухарыдан ( )хфй =  ( )( )0>хф  функсийасынын яйриси иля, йанлардан ах =  вя бх =  дцз 
хятляри иля, ашаьыдан абсис оху иля ящатя олунмуш яйри хятли трапеси чякяк . 

Шякилдян эюрцнцр ки, f(x) funksiyasının  интеграл жями отуражаьы кх∆  ( )нк ,1=  щцндцрлцйц 

( )кф α ( )нк ,1= , сащяси ( ) кк хф ∆⋅α ( )нк ,1=  олан штрихлянмыш дцзбужаглыларын сащяляринин 

жямидир Онда  ( ) ( )∫∑ =
=→

b

a

дххфхфлим к

н

1к
к

0
∆α

λ
 

интегралы щяндяси олараг ( ) 0≥хф  олдугда шякилдяки а А Б б яйрихятли трапесин сащясини верир. 

Гейд едяк ки, мцяййян интеграл йалныз ( )хф  функсийасынын тябиятиндян вя интегралын 
сярщядляриндян асылы  олур, интеграл дяйишяниндян асылы олмур, она эюря интеграллама 
дяйишянинин истянилян дяйишян иля ишаря етмяк олар. Йяни  

( ) ( ) ( )дз зф...дт тфдх хф
а

б

а

б

а

б
∫∫∫ ===  

Мцяййян интеграл анлайышыны веряркян биз ба <  олдуьуну фярз 
етмишдик. аб <  олдугда 

( ) ( )дх хфдх хф
б

а

а

б

∫∫ −=  



олдуьуну гябул едяк. ба =  олдугда йеня дя гябул едяк ки,  ( ) 0дх хф
а

а =∫ . 

Мцяййян интегралын ясас хассяляри  
Хасся 1. ( )хф  функсийасы [ ]ба,  парчасында интегралланандырса, ( )хфк ⋅  функсийасы да 

[ ]ба,  парчасында интегралланандыр вя ( ) ( )∫ ∫=
б

а

б

а

дх хф кдх хкф   олур. 

Хасся 2. ( )хф  вя ( )хϕ  функсийалары [ ]ба,  парчасында интегралланандырса, онда    бир 

нечя функсийанын жяминин мцяййян интегралы, топлананларын мцяййян 

интегралларынын cяминя бярабярдир. ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫ ±=±
б

а

б

а

б

а

дх хдх хфдх ххф ϕϕ олур. 

Хасся 3. ( )хф  функсийасы [а,c] вя [c,б] парчаларында интегралланандырса, онда 

( )хф  функсийасы [а,б] парчасында интегралланандыр вя  ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=
б

ж

ж

а

б

а

дх хфдх хфдх хф  

олур. 

Хасся 4. [а,б] парчасында интегралланан ( )хф  вя ( )хϕ  функсийалары [а,б] 
парчасынын бцтцн нюгтяляриндя ( ) ( )ххф ϕ≤  шяртини юдяйирся, онда 

( ) ( )∫∫ ≤
б

а

б

а

дх хдх хф ϕ .                              (2) 

Хасся 5. м вя М ядядляри [а, б] парчасында интегралланан ( )хф  
функсийасынын ян кичик вя ян бюйцк гиймятляридирся вя  ба < -дирся, онда  

( ) ( ) ( )∫ −≤≤−
б

а

абМдх хфабм                    (4) олур. 

Хасся 6 (орта гиймят теореми). ( )хф  функсийасы [а, б] парчасында 
интегралланандырса, онда еля ] [баж ,∈ , ( )бжа <<  нюгтяси вардыр ки,  

( ) ( ) ( )жфабдх хф
б

а

⋅−=∫                          (6)  олур. 

44.  Birinci və ikinci növ qeyriməxsusi inteqrallar. 
Ы нюв гейри-мяхсуси интеграллар: 

Яэяр ( )хф  функсийасы [ [+∞,а  интервалында кясилмяйяндирся, ( )дх хфлим
б

а
б ∫

+∞→
 лимити 

вардырса вя сонлудурса онда бу лимитя ( )хф  функсийасынын [ [+∞,а  интервалында биринжи нюв 

гейри-мяхсуси (сонсуз сярщядли) интегралы дейилир вя ( )дх хф
а
∫

+∞

кими  ишаря олунур. Тярифя 

ясасян ( ) ( )дх хфлимдх хф
б

а
б

а
∫∫

+∞→

+∞

= .                          (2) 

Бу щалда дейирляр ки, ( )дх хф
а
∫

+∞

 интегралы вардыр вя йахуд йыьыландыр. 



 Яэяр ( )дх хфлим
а

б ∫
+∞→

b

 лимити йохдурса вя йахуд сонсузлугдурса, онда дейирляр ки, 

биринжи нюв гейри-мяхсуси интегралы йохдур вя йахуд даьылыр. Яэяр ( )хф  функсийасы ] ]а,∞−  

интервалында кясилмяйяндирся, ( )дх хфлим
а

Н
Н ∫

−∞→
 лимити вардырса вя сонлудурса, онда ( )дх хф

а

∫
∞−

 

интегралы йыьылан, якс щалда даьылан адланыр. 
Яэяр ( )хф  функсийасы ] [+∞∞− ,  интервалында кясилмяйяндирся, 

( ) ( ) ( )дх хфдх хфдх хф
а

а

∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+=    (3) 

бярабярсизлийинин саь тяряфиндяки  

( )дх хф
а

∫
∞−

 вя ( )дх хф
а
∫

+∞

 интеграллары йыьыландырса, ( )дх хф∫
+∞

∞−

 Ы нюв гейри-мяхсуси 

интегралы йыьылан, ( )дх хф
а

∫
∞−

 вя ( )дх хф
а
∫

+∞

 интегралларындан щеч олмазса бири даьыландырса, 

( )дх хф∫
+∞

∞−

 интегралы даьылан олур.  

ЫЫ нюв гейри-мяхсуси интеграллар 
Тутаг ки, ( )хф  функсийасы [а,б[ интервалында тяйин олунуб вя кясилмяздир. Лакин бх =  

нюгтясиндя кясиляндир. Онда ( )дх хфлим
εб

а
0ε
∫
−

→
 лимити варса вя сонлудурса, бу лимитя        ЫЫ нюв 

гейри-мяхсуси интеграл дейилир вя  ( ) ( ) хд хфлимдх хф
εб

а
0ε

б

а
∫∫
−

→
=         (4)  шяклиндя йазылыр. Бу 

щалда интеграл вардыр вя йа йыьыландыр дейирляр. 

Яэяр ( )дх хфлим
εб

а
0ε
∫
−

→
 лимити йохдурса вя йахуд сонсузлугдурса, онда ( )дх хф

б

а
∫  йохдур 

вя йа даьыландыр дейирляр. 
Яэяр ( )хфй =  функсийасы ]а,б] интервалында тяйин олунмуш вя кясилмяйяндирся, ах =  

нюгтясиндя кясиляндирся, онда ( )дх хфлим
б

εа
0ε
∫
+

→
 лимити варса вя сонлудурса бу лимитя ]а,б] 

интервалында ЫЫ нюв гейри-мяхсуси интеграл дейилир вя    ( ) ( )дх хфлимдх хф
б

εа
0ε

б

а
∫∫
+

→
=         (5)  

кими йазылыр. Бу щалда да ( )дх хф
б

а
∫  йыьылан адланыр. 

Яэяр ( )дх хфлим
б

εа
0ε
∫
+

→
 лимити йохдурса, йахуд сонсузлугдурса, онда ( )дх хф

б

а
∫  интегралы 

дыьылан адланыр. 
Яэяр [а,б] парчасынын бир жх =  нюгтясиндя ( )хф  функсийасы кясиляндирся 

вя [а,ж[, ]ж,б] интервалларында тяйин олунмуш вя кясилмяйяндирся, онда  



( ) ( ) ( )дх хфлимдх хфлимдх хф
б

εж
0ε

εж

а
0ε

б

а
∫∫∫
+

→

−

→
+= .                              (6) 

(6) бярабярлийинин саь тяряфиндяки лимитлярин щяр бири вардырса вя сонлудурса, ( )дх хф
б

а
∫  

интегралы йыьылан адланыр. 
(6) бярабярлийинин саь тяряфиндяки лимитлярин щеч олмазса бири йохдурса йахуд 

сонсузлугдурса онда (6)-цн сол тяряфиндяки  ( )дх хф
б

а
∫  интегралы даьылан адланыр.  

45.  ∫ −=
2

0

22 4 dxxxJ  inteqralını hesablayın. 

Həlli:

( )

( )
∫∫∫

∫∫

−
==⋅⋅=⋅

⋅−=
==

=⇒=

=−=

2

0

2
0

0

2
0

0

2

2
2

0

2
2

0 21

22

2

2cos1
16cossin16cos2cos2sin4cos2

sin44sin2

2
,0

cos2sin2

4

πππ

π

π

t
tdtttdttttdt

tt
tt

tdtdxtx

dxxxI

 

( ) ( )

( ) ππ

ππ
ππ

πππ

ππππ

=−−

−−=⋅−







−−








−=−−

−=
+

−=−=
+

⋅

⋅

∫∫

∫∫∫

0sin2sin
2

1

24sin
4

1
20

2
20

2
44cos22

4
2

4cos1
442cos14

2

2cos1

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

ttdtdt

tdt
t

dttdttdt
t

 

46 dx
x

arctgx
∫

+∞

+
1

21 qeyriməxsusi inteqralını hesablayın. 

Həlli: 

( ) ( )

32

3

32

4

3282

1

2
lim

2
lim

lim
1

222

2222

1

2

111
2

πππ

ππ

=
−

=

=







−=








−=








=

=









==

+

∞→∞→

∞→

∞+∞

∫∫∫

arctgbarctgxarctg

arctgxarctgxarctgxarctgxddx
x

arctgx

b

b

b

b

b

 

Olduğundan inteqral yığılandır. 



47.  
( )∫

+−
=

10

3 61 xx

dx
J  inteqralını hesablayın. 

Həlli: 
( )∫

+−
=

10

3 61 xx

dx
J   aşağidaki əvəzləməni aparaq: 

tdtdxtxtx 266 2 =⇒=+⇒=+  

eyni qayda  ilə 71 2 −=− tx  
Dəyişəni əvəz  etdiyimizdən inteqralın sərhəddidə dəyişər  

     
461010

363;3

22

11

=+==

=+==

tx

tx
 

       ( ) 











+

−
−

+

−
=

+

−
=

−
=

− ∫∫ 73

73
ln

74

74
ln

7

1

7

7
ln

72

2

7

2

7

2
4

3

4

3
2

4

3
2

t

t

t

dt

tt

tdt
 

 
48.  İşarələrini növbə ilə dəyişən sıralar. Leybnis əlaməti. 

,...),,(, 3210 => nan  олдугда n

n

n

n

n
aaaaaa ∑

∞

=

++ −=+−++−+−
1

11
4321 )1(...)1(...      (1)  

сырасына ишарясини нювбя иля дяйишян сыра дейилир. 

(1) сырасынын щядляринин мцтляг гиймятляриндян дцзялян ∑
∞

=1n
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 (2) сырасы йыьылан олдугда (1) сырасына мцтляг йыьылан сыра дейилир. 
(2) сырасы daыьылан, (1) сырасы йыьылан олдугда (1) сырасына şərti йыьылан сыра дейилир. 
Ишарясини нювбя иля дяйишян сыраларын йыьылмасы цчцн ашаьыдакы теореми гейд едяк. 
Теорем. (Лейбинис яламяти) Ишарясини нювбя иля дяйишян (1) сырасынын щядляри цчцн 
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 Шяртляри юдяндикдя щямин сыра йыьыландыр. Онун жями мцсбят ядяддир вя бу жям 
сыранын биринжи щяддиндян (йяни а1-дян) бюйцк дейилдир. 
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1 sırasının mütləq yığılan olmasını göstərin.  

     Həlli:    Даламвер яламяти. 

Мцсбятщядли ∑
∞

=1n

na сырасында (н+1)-жи щяддин н-жи щяддя нисбятинин ∞→n  шяртиндя 

сонлу лимити D
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n
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1lim                (5)  варса, онда 

1) 1<D  олдугда ∑
∞

=1n

na сырасы йыьылыр. 

2) 1>D  олдугда ∑
∞

=1n

na сырасы даьылыр. 

3) 1=D  олдугда сыра йыьыла да биляр, даьыла да биляр. 
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