Riyaziyyat-1 fanni Uzra kollokvium cavablari
1. Xotti asiliigin torifina  gore Ala + ﬂzb + 23(_: =0 barabarliyi

A=A,=4=0 oldugda 6danarsa onda a,b vo C vektorlar bazis omolo
gatirir.
Verilanlari nazars alsaq

24, +54,+34, =0

34 +14, =22, =0 tonliklor sistemini alariq.
A +0-4,+44,=0

Uclincii tonlikdon 4, = =44, oavazlomasini diger iki tonlikdo nazors alsaq

-84, +51,+34,=0 54, -54, =0 . A, — A3 =0
—124,+71,-22, =0 7A,-144, =0 A, =22, =0
torof-torofo ¢ixcaq 4; =0 alariq. Demoli A, =0 oldugunu digor tonliklords

olar. Buradan {

nazoars alsaq il = /12 = /13 =0 alariq.
Demali bu vektorlar bazis amala gatirir.

d vektorun @,0 vo C vektorlari tizro xatti kombinasiyasini tapmaq {i¢iin
A+ ,b +A,C=d tonliyini hall etmaliyik.
24, +54,+34, =4
Verilonlari nozars alsaq 3L +12,-24,=12  jlanq.
A +0-4,+44,=-3
Axirmcer tonliyi oldugu kimi saxlayib -2 —ya vurub 1-ci tonlikls, -3-0 vurub 2-ci
A +0-4,+44, ==3 (A, +0-4, +44, =3
tonliklo toplayag. 51, —51, =10 = A=Ay =2
74, -142, =21 A, =22, =3
Ikinci vo Uctinct tonliklori torof-torof cixsaq 3«3 =-1 alariq.
Bu giymoti 2-ci tenlikdo nozors alsaq A, +1=2=4, =1 olar.4; =-1
oldugunu 4, +44; = =3 tenliyinds nozers alsaq 4, =1 alariq.
Demoli yeni koordinatlar d (1;1;—1) olar. Yoni d =a+b —-C
Xatti kombinasiya alinar.

2. |a]=2. p|=3 [|=5 (ab)=60" (bc)=60" olarsa d =a+b —C -nin

uzunlugunu tapin.



Biliik ki,  |d|=+(d,d)  boraborliyi  dogrudur.  Burdan
(a:a)=[a[".(bib)= p|
d/=y(@+b-c;a
J@a)+2(a;b)+(b;b)-2(a;c)-2(b;c)+(c;c) =
= J|af" + 2al[biCos(a;b) + b” - 2Jalc[Cos(a;c) - 2b|cCos(b;c)+[c]” =

:\/4+2°2-3-%+9—2-2-5-%—2-3-5-%+25:\/4+6+9—10—15+25=\/E

Demali, ‘d‘ = \/E olar.

3\a+ﬂ=?

Bilirik, ki |a| = v/a;a baraberliyi dogrudur. Hamginin,

a-b|=4la-b;a—b)=|a - 2(a;b)+ b =30

12 -2(a;b)+529 =30

650 — 2(a;b ) = 900

2(a;b )= 250

(5; 5)2 —125 alangq.
a+b|=(a+b;a+b)=

Onda 5 — —
Jlal” +2(a;b)+[p[* = 121+ 2-(~125)+529 =
V650 — 250 = /400 = 20  alariq.
a+b|=20

4. @ vs b vektorlarinin bazis omalo gatirdiyini yoxlamag titin 4,@ + ﬂvzt_) =0

- 2, +24,=0 -
barabarliyindon | 20,2, =0 sistemini alariq.

Torof-torofs toplasaq 4, =0 alariq. Yerino yazsaq 4, =0 olar.

Demali, torifo goro @ va b vektorlari bazis omalo gatirir.
P vektorunun koordinatlarini tapaq.

P =2(2-2)-(2-1)+(24)=(4-4)-(2,-1)+(2;4) = (41)
Xotti ayrilis ii¢iin 4@ + /125 = P sorti ddonmolidir.



20, +22, =4
_24 -4, =1 sistemindo tonliklori torof-torafo toplasaq 4, =9
, =
alariq. Digor tonlikdo yerino yazsaq 24, +2-5=4= 24 =—-6= 4 =-3 alarq.

Demoli, p=-3a+ 5b alinar.
5. R"- do Xatti asil1 olan vektorlar hagqinda teorem va isbati.

Teorem 1. a,a,,..,a, vektorlarnin xotti asili olmasi {iglin zoruri vo kafi sort bu

vektorlardan he¢ olmazsa birinin yerds qalanlariin xatti kombinasiyasi kimi gosterilmasidir.
[ Zorurilik. Forz edok ki, a,,a,,...,a, vektorlar1 xotti asilidir. Yoni, (2) boraberliyi

AN,y &, ododlorinin biri (mesolon, Am) sifirdan forqli olduqda dogrudur. Onda (2)
barabarliyinin hor torofini Am—0 bolsok a, vektorunu digarleri ilo asagidaki kimi ifado eds bilorik:
T P Moo
a,=— 1al—k—zaz—...—7%101'“71. 4)

M M M

Burada, o, =— :: (u= Lm - 1) kimi isara etsok, onda (4) barabarliyini

M

a,=oa.d, +o,d,+..+a,_.d. 5)

soklindo yaza bilorik. Bu iso o demokdir ki, a, vektoru a,,a,,...,a,, vektorlarinin xatti

kombinasiyasi kimi gostorils bilir.
Kafilik. Forz edok ki, a,,4,,..., d, vektorlarindan biri (masalen, a,) yerde galanlarmin

xotti kombinasiyasidir. Yani, (5) baraborliyi dogrudur. Onda (5) berabarliyini
018y + 0 oy + .o+ g 4G 4 +(—1)d, =0 (6)
Kimi yazsag, o, =—1#0 oldugundan torifo esason a,,d,,...,d, vektorlarinin xotti asili
oldugunu aliriq. [J
Qeyd edok ki, ogor a,,4,,..., a, vektorlarinin he¢ olmazsa biri sifir vektordursa, onda bu
vektorlar xatti asilidir. Dogrudan da forz etsok ki, a,, = 0.0Onda A, =L A, =A,=...=A,, =0,

gotiirsak, (2) baraborliyi 6donir.
Yoxlamagq olar ki, a,,a,,..., a, vektorlarmn bir negasi xatti asilidirsa, onda bu vektorlarin

hamaisi xatti asilidir.

2 -1 4 3 4 1 4 2 3
6. A=l1 3 5 ,B= 2 3 2 ,C= -1 1 -2 matrislori
2 3 -1 1 -1 -2 2 -1 1

Uzoarinda gruplasdirma ganununun ((AB)C = A(BC)) dogrurugunu yoxlayn.
2 -1 4\3 4 1 8 1 -8

AB=1 3 5|2 3 2 |=|14 8 -3
2 3 -1)1 -1 -2 11 18 10



8 1 -8)(4 2 3 15 25 14
(AB)C)=|14 8 -3(|-1 1 -2|=|42 39 23
11 18 10){ 2 -1 1 46 30 7
4 1\y4 2 3 10 9
3 2|-1 1 -2(=9 5
-1 -2/2 -1 1 1 3
2 -1 4)\10 9 2 15 25 14
(ABC)=|1 3 5|9 5 2|=[42 39 23

2 3 -1{1 3 3 46 30 7
((AB)C = A(BC)) -nun dogrulugunu yoxladiq

w NN

/. Determinant anlayisi. Minor vo Cobri tamamlayici. Determinantin asas

xassalari.

n tortibli Anxn Kvadrat matrisinin aj; elementinin yerlosdiyi i-ci satri va j-ci siitunu sorti
olaraq sildikdon sonra qalan elementlorin omoalo gotirdiyi n —1 tortibli kvadrat matrisin
determinantin1 Mjj ilo isars edok. Mij —y» ajj elementinin minoru deyilir. Bu halda

Z(_ l)lﬂal leb = allMll - a12M12 +..t+ (_ 1)“” a1HM1H (7)
=1
coming N tartibli Anxn kvadrat matrisinin determinanti deyilir.
Xassd 1. Determinantin biitiin sotirlorinin onun uygun némrali siitunlar ilo yerini
doyisdikds determinantin qiymati doyismoz. Yoni,
g Ayp---Qpy | |dyy dop--Ay
dpy Qpp---lyy| (A App.--yp|+ (1)

App Gy Gy | |Apy Aoy
sonraki xassalarini ancaq satirlori vo ya ancaq siitunlari {i¢iin soylomak kifayatdir.
Xassd 2. Hor hansi determinantin ixtiyari iki sotrinin (slitununun) yerini doyissok, onda
determinantin yalniz isarasi doyisor. Yoni, masalon

41 G1p---4ypy A1 G22--d 2y
gy Ggpeyy| |1y Grpedly, . (2)
a, Q,..a,, a,; Q,;..04

Xasso 3. Iki sotri vo ya iki siitunu eyni olan determinant sifra borabardir.
Xassd 4. Determinantin har hansi bir satir (siitun) elementlorinin ortaq vurgu olarsa, homin
vurgu determinantin igarasi xaricing ¢ixarmaq olar. Yoni

Kayy K dyp...Ka p, a1 Ay 4y
g1 Aapelzy | _ |21 Gop--- iy, 4)
Ay Ao Ay Ay Qe Ay

Xasso 4 onu gostarir ki, x -0demA_, hasilini tapmaq U¢un detAnxn —nin hor hansi bir satirinin

(sutununun) elementlarini homin k adadina vurmaq lazimdir.
Xassd 5. Determinantin iki sotrinin (siitunun) elementlori miitonasibdirlorso, homin
determinant sifra borabordir.



Xassd 6. Determinantin hor hanst sotrinin (siitunun) biitiin elementlori sifirdirsa, onda
determinant sifra borabordir.

Xassd 7. Determinantin hor hansi bir sotrinin (siitununun) biitiin elementlori iki toplananin
comi soklindadirso, homin determinant iki determinantin comino barabardir: 1-ci determinantda
homin sotir (siitun) elementi olaraq 1-ci toplanan, 2-ci determinantda iso homin satir (siitun)
elementlori olaraq 2-ci toplanan gotiirtiliir. Yoni, masalon 1-ci satir elementlori li¢iin

ay +6yy  a,+hy..a,+6, ay Gy, |6y 0.0,

an e a, _[Ga1 Ggpe-Ayy, n 8y 84,
a, Apyeveninn . a a, a,..d a, a,..a
A Ay A,

olur.
Xassa 8. Determinantin hor hansi sotrinin (siitununun) biitiin elementlorini bir adodo vurub digor
bir sotrinin (slitununun) uygun elementlorinin iizorino olavo etsok determinantin qiymaoti
doyismoz. Yoni,mosalon,

a1 Qyp...4;,| |G+ KAy KAqp+Kdgy...d;, +Ka,y,

(6)

A1 dpp--Qpy | dn1 Ay - Ay

Ayp Gz Ay a,; a2 Ay

Xassd 9. Determinantin har hansi satir (stitun) elementlarinin, digar satirin (siitunun) uygun
elementlorinin cobri tamamlayicilarina hasillorinin comi sifra borabardir.
Yoni, masalon

1 -3 0
8. A=|0 2 1]olarsa, f(x)=x*—3x+2 oxhodlisino uygun f(A)="
3 -3 2
1 -3 0 -3 0 1 -3 0 100
f(A)=A*-3A+2E=|0 2 1}0 2 11-30 2 1[+20 1 0|=
3 -3 2 -3 2 3 -3 2 0 01
1+0+0 -3-6+0 0-3+0 -9 0) (2 00
=10+0+3 0+4-3 0+2+2} 0 6 3(+/0 2 0
3+0+6 -9-6-6 0-3+4) (9 -9 6) \0 0 2
1 -9 -3 -9 0) (2 0 0) (O O -3
=3 1 4|-/0 6 3|+|0 2 0|=|3 -3 1
9 -21 1 9 -9 6) 00 2 (0 -12 -3
-2 3
9. A =( . Oj olarsa, f(x)=4x®—2x*+3x~ 2 goxhadlisine uygun

allAZl + aleZZ +...+ CIIHA2H = 0 .

f(A)=4A*—2A% + 3A-2E sokilds yaza bilarik.



R e aHAE)
2T L)
3 3 34 0 )
LI D6

-102 105
0 2 35 -32

10. ©gar determinantin har hansi siitunu iki toplananin comi soklindadirsa onu iki

determinantin comi kimi yaza bilarik.

a’+1 (a+1f| |a a® a*+2a+1l |a 1 a’+2a+
b b?+1 (b+17|=|b b® b?+2b+1+b 1 b*>+2b+1=
¢ c+1 (c+1)| |c ¢ c*+2c+1 |c 1 c*+2c+1

a? a? la a® 2a+1 la 1 a*+24 la 1

b b? b%+b b® 2b+1+b 1 b*+2bj+b 1
c ¢ ¢® lc ¢ 2c+1 lc 1 c*+2c |c 1

Ogoar determinantin iki siitunu eyni vo ya mitonasibdirss, o determinant sifra

barabardir. Onda I toplanan va axirinci toplanan sifra barabar olar. Diger
determinantlari1 da ayirsaq

a a’ 2a la a? a l a? la 1 2a

b b*> 2bj+b b* 1+b 1 b*+b 1 2b=

c ¢ 2c |c c? c 1 c? |c 1 2
a a’ a 1 a° a a’
=0+b b* 1+b 1 b*+0=2-b b?
c c? c 1 c¢? c c?
alarq.
Buradan

2(ab? +bc? +ca® —cb? —ac? —ba? )=
=2(ab(b —a)+bc(c—b)+ac(a-c))

alariq.



11. Determinantin uygun xassasini yazin vo hamin xassadon istifads edarok

a+bx ax+b c a b c
d+ex dx+e f|=(1-x*)d e f
K+px kx+p m Kk p m

Determinantin har hansi satir va stitunu iki toplananin comi soklindadirss, onda
determinant elo iki determinantin comina barabardir ki, birinci determinantda
birinci toplanan, ikinci determinantda iss ikinci toplanan olmagla galan elementlori
IS0 verilmis determinantda oldugu kimi saxlanilir.

Iki satri va ya sltunu eyni olan determinant .... barabardir.

Determinantin har hansi bir satrinin vo ya stitununun butiin elementlorinin ortag
vurugunu determinant isarasi Xaricina ¢ixarmaq olar. Hor hansi determinantin iki
satrinin yerini doyissok, onda determinant yalniz isarasini doyisor. Determinantin
mutonasib olan satirlari va ya siitunlari varsa, bu determinant sifira barabardir.
Yuxarida geyd etdiyimiz xassalora asasan verilmis determinanti hesablayaq.

a+bx ax+b c| |a ax+b «c¢| |bx ax+b ¢
d+ex dx+e f|=|d dx+e f|+|ex dx+e f|=
k+px kx+p m |k kx+p m[ |px kx+p m

a ax ¢/ la b c| |bx ax c| |[bx b ¢

d dx f|+d e f|+ex dx f|+|ex e f|=
k kx m |k p m [px kx m (px p m
a b c b a ¢ a b c
d e fl+x¥e d fl=1-x*)d e f
Kk p m p k m kK p m
1 -2 1 -1
2 1 -1 2
12.A=
3 -2 -1 1

Bilirik ki, matrisin sifirdan forgli on yiksok minorunun tortibins ranq deyilir. Ranqi
tapmagq tiglin hasiyaloyan minorlar tsulundan istifado edok.

1 -2 1
Mz:; ‘12:1+4:5¢o M,=2 1 -1=-1-4+6-3-2-4=8%0
3 —2 -

olduguna goro bu matrisin ranq1 I‘(A) = 3 olar. Onda



1 -2 1
M,=2 1 -1=#0 oldugundan hom do bazis minoru olacaqdir.

3 -2 -
13. Matrisin ranqi vo onun hesablanmasi

mxn 6l¢illi Amxn dlizbucaqli matrisinda x < MMH{M, H} sortini 6doyan ixtiyari K sayda satir vo
k sayda siitunlarin kasismasinda duran elementlordon diizaldilmis Kk tortibli Ak kvadrat matrisin
11 A1p---Qpy

determinantina K tortibli minor deyilir vo Mk ilo isars olunur. ,, _ @21 @22--d2«| Kimidir.

K

A Ao Qe

Matrislorin ranqu ligiin agsagidaki miinasibatlorin dogrulugunu yoxlamagq olar.

1) d4+B)<fA4)+[dB); 2) d4+B)=|d4)-d5);
3) 4B < suni A)dB)}; 4) dA™4)=H4);

5) {45 )=HA4) ogor oemb #0 olarsa;

6) AAE )2 AA)—!— AE )—H, burada n, A matrisinin siitunlarinin sayini vo ya B matrisinin

satirlori saymni1 gostorir.

ranqin tapilmasi iisullar hagiysloyon minorlar vo elementar ¢evirmalor iisuludur.

1) Hasiysloyan minorlar iisulu.

Amxn matrisinin ranqun1 tapmaq tUg¢lin hesablamani, onun asagi tortibli minorlarindan
baslayib yuxari tortibli minorlara kegmok vo bu prosesds sifirdan forgli r tortibli My minoruna
rast goldikdon sonra, Mr minorunu hasiysloyan (6z daxilinds saxlayan) (r+1) — tortibli minorlari
hesablamaq lazimdir. Ogor Mr —i (Mp # 0) hasiyaloyon (r+1) — tortibli minorlarin hamisi
sifirdirsa, onda Amxn matrisinin ranqu r -dir. Yoni, AA)= p. Ogar (r+l) — tortibli hasiysloyen
minorlardan biri, masalon, M, sifirdan forqli olarsa, onda Amxn matrisinin ranqt r-don bdyiik
olmalidir. Bu prosesi M, -i hagiysloyon (r+2) — tortibli minorlar1 hesablamagqla davam etdirsak
vo M, -i (M M);t 0 hagiyoloyan biitiin (r+2) — tortibli minorlar sifira baraboardirso onda Amxn
matrisinin ranq1 r+1-o barabordir va s.

2) Elementar ¢evirmalar tisulu.

Isbatsiz olaraq asagidaki teoremi qeyd edok.

Teorem. Matrisin iizorinds aparilan elementar ¢evirmalor onun ranqini doyismir.

Qeyd edok ki, ranglar1 borabor olan matrisloro ekvivalent matrislor deyilir vo
[(A)= p(E )@A ~b kimi isaro olunur. Demali, elementar ¢evirmolordon sonra alinan matris,

verilmis matriso borabor deyildir.

Teorem (bazis minorlar haqqinda teorem). Matrisin bazis satirlori (bazis siitunlari) xatti
asili deyildir. Matrisin ixtiyari satri (ixtiyari slitunu) onun bazis sotirlorinin (bazis siitunlarinin)
xotti kombinasiyasi soklinds gdstorilo bilor.

1 -1 -1
14. p_|_1 o 1 | matrisinin torsini elementar cevirmalarls tapaq.

-1 1 2

Bilirik ki, Q = (A/ E) kimi bir qosma matrisi diizaldilir. Onu elementar
cevirmolarlo E/ A soklina gatirilir.



1 -1 -1y1 0 0)y(1 -1 -1 1 0 O
AlE=-1 2 1|0 1 0|~0 0 11 0}~
-1 1 2){0 0 1 1 111

10-1200)(10031
~lo1 0 1 1 07|01 011
00 1 11 1)(00 1111

Qeyd edok ki, birinci satri ikinci ilo toplay1b ikinci siitunda yazdiq, birinci ilo
uglncl satri toplay1b iiglincii sotirds yazdiq. Daha sonra birinci satirlo ikinci satri
toplay1b birinci satirds yazdiq. Sonra birinci satirlo Gglinci satri toplayib birinci
sotirdo yazdiq. Noticodo A matrisinin tarsini elementar ¢evirmalor yoli ilo tapmis
oldug.

1
0 O
1
1

-1

15. A= matris Ucin  A™ -i tapagq.

w o B
N PN

3
0
Ay Ay Ay

Bilirik ki, A matrisinin torsi A" =——| A, A, A, |disturu ilo hesablanur.

det A
Ay Ap Ay

Verilmis A matrisinin tars matrisini tapag.

203
2:1-0—3-2:—6, A, =(-1)"

30

‘:-(o-g)zg

1+1 l
Anz(_l) '2

01 2 -
= (-1 =0.2-31=-3 A, =(-1f" =—(2.0+1.2)=-2
A= At 0
1 - 1 2
:_12+2. :1. 1 — _ 2+3 —_ _ _
AL NSRRI i (IR
a2 - L1 2
A31=(—1)311 j=2-3+1-1=6+1:7,A33:(1)330 1‘:
. -6 -2 7
Demoli A_lzﬁ 9 3 -3
-3 4 1
0 1 2
6. A=|-1 31 oldugda A -ni tapag

2 1 4



Bilirik ki, A~ -ni tapmaq Ugln -i A% =ATAT hesablamaq lazimdir.

. Ar Ay Ay
-1
A -matrisin torsini tapmagq tgin A _W A, A Ay | disturundan
As Ay Ag
istifado etmok lazimdir.Bu diisturu verilmis misalla totbiq edok.
0 1 2 ” 1
A=|-1 3 1|=0+2-2+4-0-12=-8 A, =(-1)" 1 4‘212—1211
2 1 4
-1 1
:_11+2 ——(—4-2)=6 _(_ 1+3—1 3=_ -
O P R ST R P e IR
1 2 0 2
= (-1 =—(4-2)=-2 A, =(-1)" =0-4=-4
Aﬂ()u‘ (4-2=-2 A, =27,
0
A = (=1)"7 j=—<0—2)=2 A = (2P 2‘=1—6=—5
2 31
0 2 0 1
— _13+2 —_ 2 =_2 —(_ 343 _ _
=) o022 a9 Jonaes
. 11 -2 -5
Demoli A_1=—§ 6 -4 -2 olur.
-7 2 1

A? = A" A" oldugundan

1211 -2 -5\(11 -2 -5
A‘Z:[——j 6 -4 -2(| 6 -4 -2|=

8 -7 2 1)\-7 2 1
121 -12 +35 -22 +8 -10 -55 +4 -5
=—| 66 -24 +14 -12 +16 -4 -30 +8 -2|=
-77 +12 -7 14 -8 +2 3 -4 +1

144 -24 -56 18 -3 -7
= L 56 0 -24|= 1 7 0 -3
-72 8 32 8 -9 1 4
A?A~ = E oldugunu gdstarok

0O 1 2y0 1 2 3 5 9
A°=-1 3 1|-1 3 1|=|-1 9 5
2 1 402 1 4 7 9 21




3 5 9318 -3 -7
AZA‘Z:1 -1 9 5 7 0 -=-3|=
8 7 9 21)\-9 1 4
54 +35 -81 -9 +0 +9 -21-15+36
==|-18 +63 -45 3 +0 +5 7-27+20 |=
126 +63 -189 -21 +0 +21 —-49-27+84

8 00 100
=—|0 8 0|=|0 1 0|=E
0 0 8 0 01
3X, +2X, + X, =95

|

17, | 2% +3% + % =1
2X, — X, +3%; =11

13X, —4X, —X; =—3
Bilirik ki, osas matris doyisonlorin amsallarindan diizaldilir.

3 2 1
A= 2 3 1 genislondirilmis matris is9
2 1 3
3 4 -1
3 2 1
12 3 1 1
A = olar.
2 1 3 11

3 4 -1 -5
Kroneker —Kapelli teoremina goro sistemin hallinin varlig ii¢iin r(A) = r(A*)

olmalidir.
Ovvalca r(A) -n1 tapagq.

3 21
- ' Idugund
M2=2 3:9—4;,,s0,|\/|3:2 3 1=27+2-4-6-3-12=4=(0 ¢ldugundan
2 1 2
r(A)=3 olur.

Indi iso A" -un ranqin tapag.
Bunun tgln



3 21 5 |0 0 1 O
-1 1 -4
23 1 1) -1 1 1 -4
A= = =-7 -8 -4=
21 3 11 -7 -8 3 -4
6 7 0
34 -1-5|6 7 -120

0+49-4-24-6-8-4-28-0=196-24-192-28=-48=0
olduguna goros I’(A*)z 4 olar.

Demoli 3= I’(A) #* I‘(A* = 4) oldugundan sistem uyusan deyil.
18. . n machullu m xatti tanlik sistemi. Kponekep-Kanesiu Teopemn

n machullu m xatti tonlik sistemina baxagq:
ax +ax,+.+ax =0,

1w n

a X, +ax,+..+a,x, =0, ,

20" H (1)

ax +a,x,+..+a,x =0, .

mI M2 LU M

(1) xatti tonliklor sistemini hall etmozdon gabag onun hallinin olub-olmadigin1 miiayyan
etmok lazim galir.

@, dp.-a,

aZl a22' h a2H

Qeyd edok ki, 4, = (2) verilan sistemin asas matrisi,

a

ml a.qu"'a.uu
a;; ayp...a;, 0

x Ay, Qyy...d,, O. . . ) ) ) o
Ay (ar1) = 21 M2z 2 (3) verilon sistemin genislonmis matrisi

adlanir.
(1) sisteminin birgs (uyusan) olub-olmamasini miiay-yanlosdirmak ti¢iin asagidaki teorem

miihiim rol oynayir.

Teorem (Kroneker—Kapelli). Verilmis (1) xatti tonliklor sisteminin birgs (uyusan) olmasi
Ugun zoruri vo kafi sort sistemin asas matrisinin ranqmnin onun genislonmis matrisinin ranqina
borabar olmasidir, yani, A4)= g4 *) olmasidr.

(X, +2X, —3X, +4x, =13
19, — X, +X,+2%x,=-1
3X, +4x, +5x, =11

SX, +6X, + X, —2X, =19



Birinci tonliyi aparici tonlik Kimi gobul edok. Digor doayisonlori toplama tsulu ila
“yox” edok.
X, +2X, —3X, +4x, =-13
2X, —2X, +6X, =—14
—2X, +14x, —12X, =50
—4X, + 22X, — 22X, =84
Indi isa ikinci tonliyi aparict tonlik kimi gobul edak va toplama tsulu ils digar
doyisanlori ardicil yox edok.
X, +2X, —3X; +4x, =-13
2X, —2X, +6X, =—-14
10x, —6x, =36 |5
| 18x, —10x, =56 \—3
50x, —54x, —30x, +30x, =180-168

4x, =12
X, =3
X, =3 giymatini 10X, —6X, = 36 tonliyinds yerins yazsaq
30-6x, =36 2X, —6—-6=-14
X, —2-9-4=-13
6Xx, =—6 2X, =—2
X, =2
X, =-1 X, =-1
Demali, tonliyin mumi va xususi hallori eynidir.

{2,-1;3,~1} olur.

20. Bilirik ki, bircins xotti tonliklor sisteminin sifirdan fargli hallinin varligi ti¢iin
asas matrisin determinanti sifra barabar olmalidir.

2 1 3
4 -1 7/=0—=-4+12a+7+3-14a-8=0=>-2a-2=0—=a=-1
1 a 2

olarsa, sistemin sonsuz sayda halli var.
2%, + X, +3%, =0

4% =X, + 7%, =0 =
X, — X, +2X;,=0
Uclincu tonliyi aparici tonlik kimi saxlayaqg.



X, — X, +2X;=0
= 3X, =X, =0 = X; =3X, alarq.

3X, —X; =0
X, =C € R gobul etsok~
X, -C+6C=0
X, =3C vo alariq.
X, =—5C

Onda sistemin tmumi halli {~5C;C;3C} olar.

21. AX = (X + X, +8X5;2X,; X, — X5 ) Bu gevirmonin matrisi omsalardan
dizaldilir.

8
0
-1

Maxsusi adadi tapmagq Gg¢tin

1
Ax=|0
1

o N

‘A— /IE‘ =0 tonliyini holl etmok lazimdr.
-1 1 8
0 2-12 0 |[=0=
1 0 -1-2
=1-1)2-1)1-1)+0+0-8(2-1)0-0=0
(2-2)(@1-2)-1-1)-8)=0

~(-2)-8=0
A =9
=2,
A, =3
Ay =-3
Onlarm comi 4, + 4, + A, =2+ (=3) = 2olar
22, Verilon gevirmolorin omsallarindan A vo B matrislorini diizoldok

130 0 1 -1

A=l 0 2 -1 B=|2 0 1

{1 0 1} [1 -1 o}
1 3 0 0o 1 - 6 1 2
AB=|0 2 -1/|2 0 1|=4 0 2
-10 1)(-1 -1 0) (-1 -2 1



o 1 -1)(1 3 O 1 2 -2

B-A={2 0 1|0 2 -1|=/1 6 1
-1 -1 0 -1 0 1 -1 -5 1
6 1 2) (1 2 -2\ (5 -1 4
AB—BA{4 0 2}-[ 6 1} 3 -6 1]
-1 -21) (-1 -5 1) (0 3 0
X"=5x—y+4z

Onda AB-BA ¢evirmasi y"=3x~6y+z
2" =3y
23. Bilirik ki, moxsusi aded |A—AE|=0 tonliyindon taptlir.
2-2 -2 0
~2 1-1 -2/=0=-A(1-1)2-1)+0+0-0-4(2—1)+440
0 -2 -i
~A1-2)2-1)-8+
~A1-A)2-2)+81-
~A1-2)2-2)+8(A -
(1-1)1(2-1)+8)= o
A=1 21-21+8=0
2 -21-8=0
A, =4, 1, =-2
Hoar bir maxsusi adoads uygun moxsusi vektorlari tapaq.
A, =1 oldugunu nazors alag.

AA+44=0
8 O

(2-2)x,—2%,+0=0 — X —2x%,=0 X, = —2X,
2% +(L=A)X, —2%, =0 = 4-2% 2%, =0 Ix =x,
0-X —2X,—AX, =0 —2X, =X, =0 Xy = —2X,

X, = C, gobul etsok 0 # C, € R olmalidur.
Onda moxsusi vektor {—2C,;C,;—2C, } olar.

2) A, =4-5uygun sistem
—2X% —2X%X, =0 X, ==X, X,=C, #0
2% —3X, —2X; =0 = <2X —-3X,-2X%, =0 = {X,=-2C, alanq.
—2X, —4x%, =0 X, = —2X, X, =2C,

Moxsusi vektor {2C,;—2C,;C, } alinar.

3) A, =—2-yo uygun moxsusi vektor.



4x, —2X, =0 X, = 2X X, =G,
—2X% +3X,—=2%, =0 = {-2X +3X,-2X,=0 = <X, =2C,
—2X, +2X%, =0 X, = X, X, = 2C,

{C,;2C,;2C,} alnar.

24 Verilmis A=(g g} matrisinin xoatti ¢evirmosinin moxsusi odadini vo
moaxsusi vektorunu tapin.
a -4, . &,
Holli. | & %&=4 = & |4 boraboarliyins asason verilmis matrisin xarakte-
a, a, . a,-A
ristik tonliyini
3-1 4 )
|A-E|= 5 ) /1:(3—/1)(2—1)—20:1 ~51-14=0

soklinds yaza bilorik. Bu xarakteristik tonliyin koklori 4, =-2 vo 1, =7 olar.
A, = -2 olduqda tonliyina gors
(B3—A)x, +4x, =0 (B3+2)x, +4x, =0
{5x1 +(2—A)x, =0 {5x1 +(2+2)x, =0
{5X1 A%, =°:{X1:‘4C1 (0%, <R).
5x, +4%x, =0 X, =5C,

Demoli, 4, =-2 moxsusi adodine uygun moxsusi vektoru X ={-4c,;5c,}
soklindadir. ¢, e R oldugundan istonilon giymoatlor vermoklo verilon ¢evirmonin
moxsusi vektorlarini tapa bilarik.

Eyni gayda ilo 4, =7 oldugda uygun bircins tonlik

(83=A)x, +4x, =0 (B=7)x +4x, =0
{5x1 +(2-a)x, =0 {5x1 +(2-7)x, =0

—4x, +4x, =0 X, —X, =0
{5X1 —15x2 iO - {xi—xz =0
Demoli, 4, =7 moxsusi adadins uygun moxsusi vektor X = {c,; c,} kimidir.

=X, =X,=¢, #0;c, eR.



25. Xatti cevirmanin matrisi , maxsusi adadi va maxsusi vektoru
Tutaq ki, n-0lglli R" Xxotti fozasinda €,,€,,...,.6, bazis vektorlar1 vo A Xatti

cevirmosi verilmisdir. Onda bu fozadan gotirilmiis X e R" vektorunun bazis
vektorlari lizra yegans gayda ilo
X = X8 + X6, +...+ X &, 1)
soklindo ayriligin1 yaza bilorik. A Xatti ¢evirmo oldugu ii¢iin bu ayrilis1 Y = A()Z)
barabarliyinda nazars alsaq,
VzA()Z)leA(él)+ X, A, )+... + X, AE,) 2)

alariq. Digor torafdon A(g,) (i =ﬁ) vektorlart da R" fozasinm elementlori oldugundan

onlarin da e,,e,,....e, bazis vektorlar lizro ayrilisi1 yazmaq olar.
A€ =a, € +a,€6, +..+a,€,

A8, = 81,8, + 88, + ...+ ArgE, (3) Bu ayrilislar1 (2) miinasibatindo nazors alsaq,
A€, =a,€ +a,F€E,+..+a,€E,
Y, = 8%, +a,X, + o A X,

Yo = 8% 8%, -+ 80X (4) alariq. (4) boraborliyinin omsallarindan diizeldilmis

Yo = 8yuX + 8K, e+ 8, X

nn°'n

a,, d;, .. a4
A =|3 %2 - 2| kvadrat matrisine ee,,...e, bazisindo A xatti cevirmasinin
;. dp . A,

Xy

o X | .
matrisi deyilir. Burada, x__ _|  |-dir.

Xn

Bu ¢evirmeni qisa olaraq Y,, = A, X, Kimi yazmagq olar.

Tutaq ki, A operatoru R"-don R"-a tasir edon xotti cevirmadir.
Tarif. R"-don gotiiriilmiis sifirdan forqli har hans1 X vektoru glin
AX =X (0= X eR") (5)
borabarliyini 6dayan A odadine A operatorunun maxsusi odadi, ona uygun
tapilan X vektoruna isa maxsusi vektor deyilir.
Bazan moxsusi adad avazino moxsusi giymat do igladilir.
(5) barabarliyini agiq sokilds yazsaq
B A tta X, =2 ((@y- A% +agk b ta,x =0
8%, + 8K, + .t 8y X, = AX, o 8% +(ay, = )X+ 48, X =0

(6)

A X +a,X, ..+, X, = ﬂ“xn X T a,pX, +..+ (ann _}“)Xn =0
soklindoa bircins xatti tonliklor sistemi alariq. Bu sistemin sifirdan forgli hallinin
varlig1 Ug¢iin zoruri vo kafi sort onun moachullarinin amsallarindan diizaldilmis

determinantin sifra borabar olmasidir:



-4 a, . a,
& Ap-A ..,

=0. (7
B, 4, . a4
(7) boraborliyini qisa olaraq |A— AE| =0 soklinds yazmaq olar. Bu barabarliyin
sol torofi hom do A -dan asili n-doarocali goxhadlidir. Bu goxhodliyo xarakteristik

coxhadli deyilir. Xarakteristik coxhadlinin koklori A Xotti ¢cevirmasinin moxsusi
adadloridir,

(7) xarakteristik tonliyini hall edarok A,4,...., 4, maxsusi adadlorini tapiriq vo

bu moxsusi adodlori ayri-ayriligda (6) bircins Xxotti tonliklor sistemindo yerino
yazaraq sifirdan forgli X hallini (vektorunu) tapiriq. Homin bu X vektoru uygun
maxsusi vektor olacaqdir.



