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ЭИРИШ  
 
 

ЭЯЛЯЪЯК ИГТИСАДЧЫ  (МЕНЕЪЕР)  ЩАНСЫ  
РИЙАЗИЙЙАТЫ  ВЯ НЕЪЯ ЮЙРЯНМЯЛИДИР 

 
Рийазиййат вя онун башга елмлярля ялагяли юйрядилмя-

си просесиндя  ики нюгтейи-нязяр мювъуддур. Биринъиляр щесаб 
едирляр ки, рийазиййат мцстягилдир вя юзц-юзлцйцндя гиймятли-
дир. Икинъиляр буну гябул едирляр, лакин ясасян щесаб едирляр 
ки, рийазиййат чох хейирли вя зярури алятдир. Шцбщясиз ки, рийа-
зиййатын мцяййян дцнйабахышлы ящямиййяти вар, лакин игти-
садчы, идаряетмя-менеъер мцтяхяссисляри цчцн рийазиййат 
идаряетмянин тяшкили вя тящлили цчцн бир алят, бир васитядир. Бу 
китаб да щямин мягсядля йазылмышдыр.  

Китаб «Игтисадиййатда рийазиййат» адланыр вя рийазий-
йатын, онун игтисадиййата, малиййяйя тятбиглярини юйрянмяк 
цчцн нязярдя тутулан цч семестря уйьундур. Китаб цч щис-
сядян ибарятдир: 

Биринъи щисся «Хятти ъябрин вя рийази анализин ясаслары» 
адланыр. Икинъи щисся «Рийази анализ вя игтисади ялавяляр» вя 
цчцнъц щисся «Игтисадиййатда ещтимал нязяриййяси вя стати-
стик цсуллар» адланыр. Китаб али мяктябляр цчцн йазылан клас-
сик али рийазиййат курсларындан фяргли йазылмышдыр. Биринъи фярг 
ондан ибарятдир ки, юйрянилян рийази анлайышлар игтисади, малий-
йя, идаряетмя сащяляриня аид яйани ялавялярля изащ олунур. 
Бу ялавяляр даьыныг, пяракяндя дейилляр. Фактики олараг бу 
ялавяляр «Рийази игтисадиййат», «Малиййя рийазиййаты» мяся-
лян, истещлакын тяляб нязяриййяси, оптимал портфел нязяриййяси, 
груп тяряфиндян гярарларын гябул едилмяси вя с.) бюлмяляринин 
ясас анлайышларыны ящатя едир. Бязян бу ялавяляр юня чыхыр вя 
еля эюрцнцр ки, рийази анлайышлар дахил едилир вя юйрянилир йалныз 
она эюря ки, игтисадиййат цчцн лазымдыр. Бу китабын икинъи фярг-
ли хцсусиййятидир. Цчцнъц фяргли хцсусиййят цчцнъц щиссяйя 
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аиддир. Бу щиссядя ещтимал нязяриййяси вя рийази статистика 
ейни заманда шярщ олунур, бу ися тядрис материалына мцхтя-
сярлик вя зянэинлик верир. Уйьун компцтер програмларынын бил-
эисиня цмид едяряк бир сыра мясялялярин там шярщи нязярдя 
тутулмайыб. (Мясялян, симплекс-цсул нязяриййяси йохдур, ла-
кин щяр щансы хятти програмлашдырма пакетини практики мяшья-
лялярдя вя йахуд мцстягил олараг юйрянмяк мцмкцндцр). 
Бир чох исбатлар бурахылмышдыр, зярури щалларда онлары али мяк-
тяблярин рийазиййат курсларындан тапмаг олар. Бир сыра зярури 
нязарят тятбигляри нязярдя тутулмушдур (бу да гийаби вя ах-
шам тящсили цчцн чох ваъибдир).  

 
Рийази моделляшдирмя, рийази моделляр 

 
Реал обйектляр чох мцряккяб олдуьундан, онлары юй-

рянмяк цчцн юйрянилян реал обйектлярин сурятляринин модел-
лярини гурурлар. Бир тяряфдян моделляр юйрянилян сурят цчцн 
ялверишли олмалыдыр, демяли онлар чох мцряккяб олмалыдырлар, 
буна эюря дя моделляр реал обйектлярин садяляшдирилмиш су-
рятляридир. Диэяр тяряфдян ися онлары юйряняркян алынан ня-
тиъяляри реал обйектляря-прототипляря аид едирляр, демяли модел 
юйрянилян реал обйектин ясас хцсусиййятлярини якс етдирмяли-
дир. Бу сябябдян дя моделлярин тяртиби бюйцк мящарят тяляб 
едир. Моделлярин тяртиби ня гядяр уьурлу олса, о реал обйектин 
хцсусиййятлярини даща йахшы ифадя едяр, тядгигат вя ондан 
алынан нятиъяляр, тяклифляр бир о гядяр уьурлу олар. Елми тядги-
гатларда бир чох мцхтялиф моделлярдян истифадя едирляр: мя-
сялян (лабораторийада кичик чай дцзялдирляр вя онун цзяриндя 
1:100 мигйаслы су електрик стансийасы гурурлар) вя абстракт; 
физики; рийази (дяйишянлярдян, функсийалардан, бярабярсизлик-
лярдян вя с.). Рийази моделин тяртиб олунмасы рийази модел-
ляшдирмя адланыр. Рийази моделлярин тяртиби иля рийазиййат диэяр 
елм сащяляринин елми тядгигатларына тятбиг олунур. Бу даща 
айдын игтисадиййат елминдя эюрцнцр. Бу китабда рийази апарат 
вя рийази моделляр паралел шярщ олунур. 
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Тядрис вясаитинин структуру 
 

Китаб ашаьыдакы структура маликдир: щиссяляр, мювзу-
лар, бюлмяляр, бяндляр. Мцяллиф истяр щяъминя эюря, истярся дя 
шярщлярин мцнасибятляриня эюря реал мцщазирялярин мятнлярини 
йазмаьа сяй эюстярмишдир. Бюлмялярин нюмрялянмяси мюв-
зуларын нюмряляри иля бу мювзунун дахилиндяки бюлмялярин 
нюмряляриндян алыныр. Мясялян, 2.1 бюлмяси – ЫЫ бюлмянин Ы 
мювзусудур. Мцяллиф бяндляри еля тяртиб едиб ки, онлардан 
имтащан вя мягбул (зачот) суаллары кими истифадя етмяк 
мцмкцн олсун. Щяр бир бюлмядя щямчинин мцяййян тип мя-
сялялярин щялли бу практики мяшьялялярдя вя йахуд мцстягил 
щялл етмяк цчцн мясяляляр верилмишдир. Шякилляр, дцстурлар, 
мисаллар, мясяляляр бюлмянин ичярисиндя нюмрялянир, онлара 
истинад едиляркян щям дя бюлмянин нюмряси эюстярилир. Мя-
сялян, 2.1 бюлмясинин (1) дцстуруна истинад беля олур: 2.1 
бюлмясиндя (1) дцстуруна бах. Яэяр истинад китабын башга 
щиссясиня едилярся, онда бу щиссянин дя нюмряси эюстярилир. 
Нязарят ишляриндя бир вариант цчцн мясяляляр, онларын щялли вя 
бир нечя вариант цчцн мялуматлар верилмишдир. 

 
Истифадя олунмуш ядябиййат щаггында 

 
Али рийазиййата аид чох сайда эюзял китаблар вар ки, 

мцяллиф (юзцм дя вахтында бу китаблардан юйрянмишям) 
бунлардан эениш истифадя етмишдир, щятта чох щалларда онлара 
истинад етмядян. Хцсуси олараг мцяллифя тягдим олунмуш 
В.Н.Кирйушенковун «Али рийазиййата аид мцщазиряляр» кита-
быны гейд етмяк истяйирям. Яввялъядян цзр истяйирям ки, бя-
зян мцяллифляря (бязян гейри-мцяййян) истинад етмяк мцм-
кцн олмамышдыр. Юзцмя щагг газандырмаг цчцн гейд едим 
ки, мцяллиф бу тядрис вясаитиня елми ясяр кими дейил, йалныз 
зярури материалын виъданла мцяййян мягсяд цчцн ишлянмяси 
кими бахыр, йяни эяляъяк игтисадчы (менеъер) щансы рийазиййаты 
вя неъя юйрянмялидир? 
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ИХТИСАРЛАРЫН СИЙАЩЫСЫ 

 
ВБ Верилянляр базасы 

ДХЮ Дювлятин хязиня ющдячилийи (истиграз каьызы) 

ДВС Дискрет вариасийа сырасы 

ДТК Дискрет тясадцфи кямиййят 

АЙЛ Аьаъ-йонма  лющвяси 

ИВС Интервал вариасийа сырасы 

ГГШ Гярар гябул едян шяхс 

РС Рийази статистика 

КТК Кясилмяз тясадцфи кямиййят 

ТК Тясадцфи кямиййят 

ОКС Орта квадратик сапма 

ЕН Ещтимал нязяриййяси 

МЛТ Мяркязи лимит теореми 
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Щисся 1.  Хятти ъябрин вя рийази 
анализин ясаслары 

 
 
 

Мювзу 1. 
ИГТИСАДИЙЙАТДА ВЕКТОРЛАР  
ВЯ МАТРИСЛЯР 

  
1.1. Векторлар вя онлар цзяриндя ямялляр 

 
1.Векторлар щаггында илк мялуматлар. Низамланмыш 

ядядляр йыьымына вектор дейилир. Мясялян, (1,3,7) вектордур. 

Ону гыса олараг P  иля ишаря етсяк, онда  (1,3,7)P = . 
Вектора дахил олан ядядляр, онларын йерляшмя нюмряляри ня-
зяря алынмагла векторун компонентляри адланыр. Йухарыдакы 
мисалда 1- ядяди P  векторунун биринъи, 3- ядяди икинъи, 7- 
ядяди ися цчцнъц компонентидир. Компонентлярин сайы век-
торун юлчцсц адланыр. Демяли, P  цчюлчцлц вектордур. 

Мисал 1. Тутаг ки, завод киши, гадын вя ушаг велоси-
педляри истещсал едир. Заводун бир илдя истещсал щяъмини -ни 
вектор шяклиндя (М, Л, Д) йаза билярик. Бура да 

V
M -бир илдя 

истещсал олунан киши велосипедляринин, -гадын велосипедляри-
нин вя 

L
D -ушаг велосипедляринин щяъмидир. Мясялян, тутаг ки, 

1996-ъы ил цчцн истещсал щяъми ( )4000,800,1000=96V . Фярз 
едяк ки, 1997-ъи илин планы 1996-ъы илин истещсал щяъминдян 10% 
чохдур. Онда ( )4400,880,1100=97V  олар. Яэяр «Велосипед» 
тиъарят фирмасы заводун мящсулларынын йарысыны аларса, онда 
1996-ъы илдя фирманын алдыьы мящсуллар ( )2000,400,500=W  
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олар. Тутаг ки, юлкядя ъями цч велосипед заводу вар вя он-
ларын 1996-ъы илдя истещсал щяъми уйьун олараг 

 
( ) ( ),2000,600,1000,4000,800,1000 == 21 QQ
( )8000,1600,2000=3Q . Онда цч заводун бирликдя истещсал 

етдикляри мящсул ( )14000,3000,4000=Q  олар. Йяни 4000 киши, 
3000 гадын вя 14000 ушаг велосипедляри истещсал олунуб. 

Гейд етмяк олар ки, 13 2QQ = , йяни ЫЫЫ завод бцтцн нювляр 
цзря Ы заводдан ики дяфя чох мящсул истещсал етмишдир. Йу-
харыдакы мисалларда  конкрет вектор-

лардыр. Ихтийари цчюлчцлц вектор 
3219796 Q,,QQW,,V,V

( )321 ,, xxx  кими вя йахуд гыса 

олараг X кими ишаря олунур.  ядяди 1x X векторунун Ы,  

ядяди, векторунун ЫЫ,  ядяди ися векторунун ЫЫЫ компа-

нентидир. Истянилян дюрдюлчцлц вектор 

2x

3x
( )4321 ,,, xxxx  кими вя 

юлчцлц вектор n ( )nxxxx ,...,,, 321  кими ишаря олунур. Векторлар 

ики нюв олурлар: сятир векторлары вя сцтун векторлары. Йухарыда 
эюстярдийимиз бцтцн векторлар сятир векторлары иди. Сятир век-
торлары низамланмыш сятирляр шяклиндя, сцтун векторлары ися ни-
замланмыш сцтунлар шяклиндя йазылыр. Сцтун векторун ком-
панентляринин нюмрялянмяси йухарыдан ашаьыйа доьру олур, 

мясялян . Мятбяя нюгтейи нязяриндян сятир векторлар-

дан истифадя етмяк ялверишлидир, лакин бязян сцтун вектордан 
истифадя етмяк зярури олур. Векторлардан бцтцн елм сащяля-
риндя, о ъцмлядян дя игтисад елмляриндя эениш истифадя 
олунур. Векторлардан истифадя едяркян ишарялярин чоху ком-
пакт олур вя ян ясасы яйанилийи вя мязмуну итирмирляр. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
3
4

Гейд 1. Цмумиййятля рийазиййатда «вектор» анлайышы 
чохмяналыдыр. Мяктябдя физика фянниндя вектор гейд едилмиш 
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башланьыъ нюгтяси (гцввянин тятбиг нюгтяси) олан истигамят-
лянмиш парча кими баша дцшцлцр. Щяндясядя бязян вектор 
мцстявинин вя йа фязанын хцсуси шякля чеврилмяси кими бахы-
лыр. Эяляъякдя биз бу нюв анланмалардан бязян истифадя 
едяъяйик. 

Гейд 2. Рийазиййатда «вектор» анлайышы дедикдя йал-
ныз низамланмыш ядядляр топлусу дейил, истянилян обйектляр 
топлусу да баша дцшцлцр. Мясялян, векторун Ы компоненти 

 чохлуьунун, ЫЫ компоненти  чохлуьунун вя с. еле-
ментляри ола биляр. Бу цмуми анлайышдан эяляъякдя истифадя 
едяъяйик. 

1M 2M

2. Векторлар цзяриндя ямялляр. Мисал 1-дя биз 

вектору ядядя вурмушдуг. Доьрудан да 13 2QQ = . Щямин 

мисалда биз цч вектору топламышдыг. 321 QQQ ++  вя онларын 

ъями олан векторуну алмышдыг. Векторлар цзяриндя ямялляр 
чох тябиидир вя ядядляр цзяриндяки ямялляри йада салыр. 
Демяк олар ки, векторлар цзяриндяки ямялляр ядядляр цзярин-
дяки ямяллярин даща эениш областда тябии эенишляндирилмя-
сидир. Истянилян вектору истянилян ядядя вурмаг олар. Бунун 
цчцн векторун бцтцн компонентляри щямин ядядя вурулур вя 

нятиъядя вектору алыныр. 

Q

( )2,3U =  векторуну 3-я вурсаг 

(6,9) векторуну аларыг. Тябии олараг щямин вектору кими 
ишаря едирляр. 

3U

( 4000,800,1000=1Q ) векторуну 2-йя вураг. Онда 

-я бярабяр (2000,1600,8000) векторуну аларыг. 3Q 13 2QQ = . 
Бу ися о демякдир ки, мисал 1-дя ЫЫЫ велосипед заводу Ы за-
воддан 2 дяфя артыг мящсул истещсал етмишдир. (Бязян век-
тору ядядя вураркян нятиъя-векторун мяна йцкц итир. Мяся-

лян, векторуну 1Q
3
1

-я вурсаг, нятиъя векторда ЫЫ компо-

нент там ядяд олмадыьындан ону велосипедлярин сайы кими 
гябул етмяк олмаз). 
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Ейни юлчцлц ики вектору топламаг олар. Бунун цчцн 
яввялъя Ы компонентляр, сонра ЫЫ компонентляр вя с. топла-
ныр, бу ъямляр нятиъя векторуну тяшкил едирляр. 

 вя ( )4000,800,1000=1Q ( )8000,1600,2000=2Q  векторлары-

ны топлайаг. Нятиъядя ( )1200,2400,3000=K  векторуну ала-

рыг. Эюстярин ки, 13QK = . Мцхтялиф юлчцлц векторлары топламаг 
олмаз. Векторун ядядя вурулмасы вя векторларын топланмасы 
ашаьыдакы хассяляря маликдир: 

а) векторларын топланмасында груплашдырма хассяси 
доьрудур: ассосиативдир ( ) ( )ZYXZYX ++=++ . Бу хас-
сяйя эюря истянилян сонлу сайда векторлары топламаг олар. 
Мисал 1-дя цч векторун ъями 321 QQQ ++ тапылмышдыр;  

б) векторларын топланмасы ядядя вурмайа нязярян 
пайланма хассясиня маликдир, йяни ( ) YXYX λλλ +=+ . 

Векторлар цзяриндя ямяллярин сонракы хассялярини тяс-
вир етмядян ону бир даща гейд едяк ки, векторлар цзяриндя 
ямяллярля ядядляр цзяриндяки, ади ямялляр охшардыр. Векторлар 
цзяриндяки ямяллярля ядядляр цзяриндяки ямялляр арасында 
фяргляр дя вар. Мясялян ихтийари ,  a 0≠b  ядядляр цчцн - 

нын  -дян «нечя дяфя»  бюйцк олдуьуну, йяни 

a
b

b
a -ни тяйин 

етмяк олар. Ики вектор цчцн цмумиййятля буну етмяк олмаз. 
Мясялян, Е=(7,1) вя Н=(1,1)  векторлары цчцн еля λ  йохдур 
ки, NE λ=  олсун. 

Ики вектор о заман бярабяр щесаб едилир ки, онларын 
уйьун компонентляри бярабяр олсун, йяни онларын уйьун ола-
раг Ы, ЫЫ вя с. компонентляри бири-бириня бярабяр олсунлар. 
Беляликля, ( ) ( nn yyyyYxxxxX ,...,,,,,...,,, 321321 )==  вектор-
лары цчцн nn yxyx == ,...,11 оларса, . Бу тяряфдян эюрцнцр 
ки, йалныз ейни юлчцлц векторларын бярабярлийиндян вя йа бяра-
бярсизлийиндян данышмаг олар. Мцхтялиф юлчцлц векторларын бя-
рабярлийиндян данышмаг мянасыздыр. 

YX =
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)

Тутаг ки,  ейни юлчцлц векторлардыр, яэяр 

оларса, онда гябул едилир ки, . Мяся-
лян,  вя 

YX ,

nn yxyx ≥≥ ,...,11 YX ≥
( 0,3,6=X ( )0,1,5=Y  оларса, онда . YX ≥ X  век-

тору иля  векторуну мцгайися етмяк олмаз, чцнки 
 мцнасибятляринин щеч бири доьру дейил-

дир (векторларын ядядлярдян бир фярги дя будур).  

( 0,4,5=Z )
ZXZXZX ≥=≤ ,,

Бязян вектору ( )xX =  шяклиндя йазмаг ялверишли 

олур, бурада x , X  векторунун ихтийари компонентдир. Век-
торлар цзяриндя ямялляри сятир векторлары цчцн тясвир етдик. 
Сцтун векторлары цчцн ямялляр ейни гайда иля йериня йетирилир 

вя нятиъядя, ялбяття сцтун вектору алыныр. Тутаг ки, , 

онда  олар. Ейни юлчцлц сятир вя сцтун векторлары ня-

тиъясиндя сятирвектору сцтун векторуна вя сцтун вектору ся-
тир векторуна чеврилир. Бу ямялиййаты йухарыда «Т» индекси  
йазмагла ишаря едирляр. Мясялян, 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
2
3

X

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
4
6

2X

( )3,2=U  оларса, онда 

 олар. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3
2TU

Тутаг ки, , онда ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

7
0

H ( )7,0=TH  олар. Асанлыгла 

эюрмяк олар ки, ики дяфя ардыъыллыгла тятбиг олунан транспониря 

ямялиййаты нятиъясиндя яввялки матрис алыныр: ( ) XX TT = . Бу-
рада X -ин сятир вя йа сцтун матриси олмасынын ящямиййяти  
йохдур. 

 
В е к т о р л а р ын  с к а л й а р  щ а с и л и. Тутаг ки, 

( ) ( )nn yyYxxX ,...,,,..., 11 ==  ейни юлчцлц векторлардыр. 
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nn yxyxyx +++ ...2211  ядядиня X  вя Y векторларынын скалйар 

щасили дейилир вя YX ⋅ кими ишаря олунур. X  вя Y  векторлары-
нын скалйар щасилини ашаьыдакы хассялярини исбатсыз гейд едяк 
(онларын исбаты чох садядир). 

а) XYYX ⋅=⋅ ; 

б) ( ) ZXYXZYX ⋅+⋅=+⋅ ; 

c) ( ) ( )YXYX ⋅=⋅ λλ . 

Бу хассяляр ихтийари  векторлары вя истянилян YX , λ  
ядяди цчцн доьрудур. 

 
3. Хятти фяза. Векторларын хятти асылылыьы вя хятти асылы 

олмамасы. Тутаг ки, nR  бцтцн  юлчцлц векторлар чохлуьу-

дур. Гейд едяк ки, бу йалныз чохлуг дейилдир -

n
nR мцяййян 

структура маликдир. Ихтийари nRX ∈ векторуну истянилян λ  
ядядиня вурмаг олар вя нятиъядя алынан Xλ вектор да 

nR чохлуьунун елементидир. nR - дян эютцрцлмцш ики вя да-
ща чох векторун ъями дя nR -нин елементидир. Бундан 
ялавя, векторун ядядя вурулмасы вя векторларын топланмасы 

ЫЫ бянддя эюстярилмиш мцнасибятляри юдяйир. nR - чохлуьунда 
уникал ( 0,...,00 = ) вектору вар ки, онун да ролу ядядляр чох-

луьунда 0 ядядинин ролуна охшардыр. Беля ки, 00 =⋅ X  вя 

XX =+ 0  мцнасибятляри ихтийари  цчцн доьрудур. nRX ∈
0≥X бярабярсизлийини юдяйян X  вектору мянфи ол-

майан вектор адланыр. Мянфи олмайан вектор бцтцн компо-
нентляри мянфи олмайан вектордур. Вектор (2, 3) мянфи ол-
майан вектордур, (-2, 4) вектору ися мянфи олмайан дейилдир, 
беля ки, онун биринъи компоненти мянфи ядяддир. Бцтцн бу 

сябябляря эюря nR - я -юлчцлц ядяди (щесаби) хятти фяза 
дейилир. Хятти фязанын тярифиндяки «ядяди» сюзцнцн мянасы 

n
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ондан ибарятдир ки, беля фязанын елементи компонентляри 
ядядляр олан векторлардыр.  

Фярз едяк ки, ейни юлчцлц 
( ) ( ),...,...,,,..., 11111 mm aaAbbB == ( )mnnn aaA ,...,, 1=  векторлары 

верилмишдир. Яэяр еля  ядядляри тапмаг мцмкцн 

олса ки, 
nxx ,...,1

nn AxAxB ++= ...11  олсун, онда дейирляр ки, Б век-

тору  векторларынын хятти комбинасийасыдыр. Беляликля, 

буну билмяк цчцн  мяъщуллу, тянликдян ибарят олан 
ъябри тянликляр системини щялл етмяк лазымдыр: 

nAA ,...,1

n m

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++

=++
=++

mnmnm

nn

nn

bxaxa

bxaxa
bxaxa

...
..................................

...
...

11

22121

11111

 

 
Мисал 1. Ф(1,6) векторунун Щ1=(1,2), Щ2=(0,2) век-

торларынын хятти комбинасийасы олуб-олмадыьыны йохлайаг. Бу-
нун цчцн ашаьыдакы садя хятти тянликляр системини щялл едяк:  

⎩
⎨
⎧

=+
=

622
1

21

1

xx
x

 

Системи щялл едяряк тапырыг ки, х1=1, х2=2. Беляликля, 
Ф=Щ1+2Щ2. 

Яэяр векторлар системинин щяр щансы бир вектору сис-
темин йердя галан векторларынын хятти комбинасийасыдырса, 
онда векторлар системи хятти асылы, якс щалда, йяни системин 
щеч бир вектору йердя галанларын хятти комбинасийасы ол-
мазса, онда векторлар системи хятти асылы олмайан адланыр. 
Мясялян, йухарыдакы мисалда  Ф, Щ1, Щ2 векторлары хятти асылы-
дыр, беля ки, Ф=Щ1+2Щ2 . 

Тутаг ки, A  щяр щансы векторлар системдир, Е онун алт 
системдир. Яэяр Е хятти асылы олмазса вя A  системинин ихтий-
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ари вектору Е векторларынын хятти комбинасийасыдырса, онда Е 
вектор системи A  системинин базиси  адланыр. 

Тутаг ки, ( )nEE ,...,E 1= . Яэяр  AB∈  оларса, онда 

щяр щансы nλλ ,...,1  ядядляри цчцн nλλ L1  бу айрылышын ямсал-

лары адланыр. Бу ямсаллар ε базисиндя векторун координатлары 
адланыр. 

Теорем 1. Ихтийари векторлар системинин щеч ол-
мазса бир базиси вар. Системин истяни-
лян базисинин елементляринин сайы ейни-
дир. Ихтийари векторун координатлары ве-
рилмиш базисдя биргиймятлидир. 

Теорем 2. фязасында сайы -дян чох олан 
ихтийари векторлар системи хятти асылыдыр.  

nR n

Мисал 2. ( ) ( ) ( )1,...,0,0,...,0,...,1,0,0,...,0,1 21 === nEEE  

векторларынын nR фязасында базис тяшкил етдийини эюстяряк, йяни 

исбат едяк ки, ( )nEEE ,...,1=  базисдир. 

1. Е - хятти асылы олмайан системдир. Доьурдан да фярз 
едяк ки,  вектору  векторларынын хятти комби-

насийасыдыр. Онда, 
1E nEE ,...,2

nnEEE λλ ++= ...221 .   векторунун вя 1E

nnEE λλ ++ ...22  хятти комбинасийасынын биринъи компанент-
лярини мцгайися етсяк, зиддиййят алырыг: 0...01 2 ⋅++⋅= nλλ , 

демяли беля 1λ ядяди  йохдур. 

2. Тутаг ки, ( )nbbB ,...,1=  вектору nR -дян эютцрцлмцш 
ихтийари вектордур. Асанлыгла эюстярмяк олар ки, 

, йяни  вектору   - системинин век-
торларынын  хятти комбинасийасыдыр вя  векторунун компо-
нентляри щямин базисдя онун координатларыдыр. 

nn EbEbB ++= ...11 B 1E
B

4.Ямтяя фязасы. Гиймят вектору. Мцяййян вахтда 
вя мцяййян йердя сатыша чыхарылмыш щяр щансы мал вя йа 
хидмят ямтяя адланыр. Тутаг ки,  мцхтялиф ямтяя вар, -ъи n i
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ямтяянин мигдарыны -иля ишаря етсяк, онда мцяййян ям-

тяяляр топлусу 

ix
( )nxxX ,...,1=   юлчцлц вектордур. Биз йалныз 

ямяллярин мянфи олмайан мигдарына, йяни 

.   бахаъайыг. 

n

nixi ,...,10 =≥ 0≥X
Ямтяялярин бцтцн топлусу   Ъ  ямтяя фязасы адланыр. 

Беля ямтяяляр топлусу она эюря фяза адланыр ки, бу чохлугда 
ихтийари ики топлуну ъямлямяк олар вя ихтийари топлуну мянфи 
олмайан ядядя вурмаг олар. Биз фярз едяъяйик ки, щяр бир 
ямтяянин гиймяти вар. Бцтцн гиймятляр мцсбятдир. Тутаг ки, 

-ъи ямтяянин бир ващидинин гиймяти -дир, онда 

-гиймят векторудур. Ямтяяляр топлусу векто-
ру вя гиймят вектору ейни юлчцлцдцр. 

i iP
( nppP ,...,1= )

( )ixX =  ямтяяляр топ-

лусу иля ( )ipP =  гиймят векторунун скалйар щасили 

nn xpxpXP ++=⋅ ...11  ямтяяляр топлусунун гиймяти вя йа 

дяйяри адланыр вя ( )Xc -ля ишаря олунур. 
 

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1. Районда бир банкын цч валйута дяйишмя мянтягяси 
вар. Бу мянтягялярдя йалныз доллар вя йевронун рублла 
мцбадиляси апарылыр. Щяр ахшам бцтцн пулларын галыьы банка 
верилир. - иля -ъи мянтягянин пул вясаитини ишаря едяк. iM i

32121 , MMMMM +++  векторларынын мянасы вармы? 
Щялли айдындыр. Лакин щямишя векторларын ъяминин мя-

насы олмур. Эюстярдийимиз мисалда бу ъямлярин мянасы вар. 
Фярз едяк ки, цч юлчцлц фязада векторлар уйьун олараг гады-
нын дюшцнцн юлчцсц, белинин чевряси вя будунун щяъмидирся, 
онда бу векторларын ъяминин мянасы йохдур. 

2. Велосипед заводу нормал ( 11 )=λ  интенсивликля ишля-

дикдя бир айда ( )60,40,30=G  киши, гадын вя ушаг велосипеди 
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истещсал едир. 40 1 ≤≤ λ  интенсивлийи иля ишлядикдя ися 11Gλ  век-
тору иля идаря олунан гядяр велосипед истещсал едир. (Зярури 
щалларда  там олмайан ядядляри тама гядяр йуварлаглашды-
раъаьыг). 

Щямин завод 6,0;5,0;3,21 =λ  интенсивлийи иля ишлядикдя 

ня гядяр велосипед истещсал едяр? Икинъи завод 12 =λ  
интенсивлийи иля бир айда щямин велосипедлярдян 

 кими ифадя олунан  велосипед истещсал едир. ( 60,50,402 =G )
( ) ( ) ( )3,2;2,1, 21 =λλ  олдугда щяр ики завод бирликдя ня гядяр 
велосипед истещсал едир? 

3. Нормал 1=λ  интенсивликля завод Р=(20, 40) ещтийаты 
сярф едир вя В=(10, 30) мящсул истещсал едир. 40 ≤≤ λ  олду-

гда ися λ -дяфя артыг ещтийат  сярф едир вя λ  дяфя артыг 
мящсул истещсал едир. 5,2;3;2=λ  олдугда (ещтийат сярфи вя 
мящсул истещсалы) ъцтлцйцнц тясвир един. (20, 60) ; (15, 45)  
мящсул истещсалы цчцн ещтийат сярфи векторуну тапын. (25, 30); 
(30, 60) ещтийат сярфиня эюря мящсул истещсалыны тапын. 

           4.  хятти комбинасийасынын мянфи ол-

майан (1, 1) ; (6, 1) ; (-1, -1) ;  (2, -1) вектору олдуьуну 
биляряк 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
4
10

1
2

μλ

λ  вя μ  ъцтлцйцнц тапын. 

5.  векторлар системинин хятти асылы олуб-

олмадыьы асылылыьыны йохлайын. Бу системин бцтцн базислярини 
тапын.  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
7

,
0
2

,
1
1

6. Гиймят уйьун  (3, 5) олан ики нюв ямтяя варса, 
дяйяри  15, 30, 45  олан ямтяя топлусу эюстярин. Тутаг ки, 
гиймятляр дяйишяряк (4, 4) олуб. Уъузлашан, бащалашан вя 
ейни гиймятдя галан ямтяя топлуларыны тапын. 

7. Дцкан ики нюв мисмарла алвер едир: 25 вя 40 мм. 
олан. Мисмарларын кцтляси уйьун олараг 5 вя 10 г., гиймятляри 
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ися 1 кг.-ы уйьун олараг 5 вя 7 рублдур. Алыъы 10 рубллуг 
мисмар алмаг истяйир. Бу гиймятя уйьун мисмарлар топлу-
суну эюстярин. Алыъыйа  щяр нюв мисмардан ня гядяр алын-
масыны неъя мяслящят вермяк лазымдыр ки, алынан мисмарла-
рын: а) кцтляси ян аз олсун; б) узунлуглары ян бюйцк; ъ) 40 
мм-лик  мисмар  25 мм–лик мисмардан  ики дяфя чох алынмыш 
олсун. 
 

1.2. Матрисляр вя онлар цзяриндя ямялляр 
 

1. Матрисляр щаггында илкин мялуматлар. Ядядляр-
дян ибарят олан дцзбуъаглы ъядвяля матрис дейилир. Мясялян,  

 ики сятири вя цч сцтуну олан матрисдир. Бу матриси А 

иля ишаря едяк. Адятян матрисин елементлярини матриси эюстя-
рян щярфин кичик щярфи иля ишаря едирляр:

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
401
032

( )jiаА = . Бу матрисин 6 

елементи вар: 

4,0,1,0,3,2 232221131211 ====== аааааа . Бу елементляри 

беля охуйурлар:  -  - бир – бир, -  - бир – ики вя с.  
матрисин сятирляри вя сцтунларынын сайы онун юлчцсц адланыр вя 
щям дя сятирлярин сайы биринъи дейилир. Беляликля, А матриси 2х3 
юлчцлцдцр. Ики матрис йалныз вя йалныз о щалда  бярабяр (ейни) 
щесаб едилир ки, онларын юлчцляри, йяни сятир вя сцтунларын сайы 
вя уйьун елементляри ейни олсун. Мясялян, тутаг ки, 

11а а 12а а

( )jiаА =  
матриси м х н   юлчцлц,  ( )jiаВ = матриси  ися к х с  юлчцлцдцр.  

Онда А=Б йалныз вя йалныз о щалда доьрудур ки,  истянилян 
 вя ni ,,1 ⋅⋅⋅= nj ,,1 ⋅⋅⋅=  цчцн nsmk == ,  вя 

ijij ba =   олсун. 

Беляликля, юлчцляри  ейни олмайан матрислярин бярабярлийиндян 
данышмаг мянасыздыр. Сятирляринин сайы сцтунларынын сайына 
бярабяр олан матрис квадрат матрис адланыр. 

Квадрат матрисин елементляри  матрисин баш 

диагоналыны тяшкил едирляр. Яэяр квадрат матрисин баш диаго-
jiа
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нал елементляри ващид галан бцтцн елементляри сыфырдырса, 
онда беля матрися  ващид  матрис дейилир. Мясялян, 

 цч юлчцлц ващид матрисдир. Щяр юлчцлц матри-

син юз ващид матриси вар . Юлчцсц  м х н   олан А матрисини 
нязярдян кечиряк.. Онун щяр сятриня н юлчцлц сятир – вектор, 
щяр сцтунуна ися м юлчцлц сцтун–вектор кими баха билярик. и-

ъи  сятир-вектору  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

3E

iа ,  j – ъу сцтун-вектору  иля ишаря етсяк, 

онда А векторуну низамланмыш сятир-векторларын васитясиля 
jА

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
m

i

a

а
А M

 вя йа низамланмыш сцтун-векторлары васитясиля 

 шяклиндя эюстярмяк олар. Гейд едяк ки, 

векторлара матрислярин хцсуси щалы кими бахмаг олар. Беля ки, 
сятир-векторуна бир сятри олан матрис, сцтун-векторуна ися 
йалныз бир сцтуну олан матрис кими бахмаг олар. 

),,( 1 nAAA ⋅⋅⋅=

 

2. Матрисляр цзяриндя ямялляр. Матрисляр цзяриндя 
ямялляр векторлар цзяриндяки ямялляри йада салыр.  

Матрисин ядядя вурулмасы.  Ихтийари матриси истянилян 
ядядя вурмаг олар. Бунун цчцн матрисин щяр бир елементини 
щямин ядядя вуруб, нятиъядя матриси аларыг. Мясялян, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

401
032

А  матрисини 2-йя вураг.  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

802
064

2А , бу о демякдир ки, матриси ядядя 

вураркян вуруьу матрис ишарясинин гаршысына «чыхартмаг» 
олар. 

Матрислярин топланмасы. Ейни юлчцлц ихтийари ики матриси 
топламаг олар. Нятиъядя щямин юлчцлц  матрис алырыг. Тутаг 
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ки, ( )jiаА =  , ( )jibВ = , онда   А+Б  матриси jiji bа +  еле-
ментляриндян ибарят олар, йяни, матрисляри топлайаркян онларын 
ейни йердя дуран елементляри топланыр. 

Мцхтялиф юлчцлц матрисляри топламаг олмаз (щятта онла-
рын бир юлчцсц ейни олса беля, йяни мясялян, яэяр сятирлярин 
сайы ейни, лакин сцтунларын сайы мцхтялиф олса беля матрисляри 
топламаг олмаз. Матрислярин топланмасы ассосиативлик хасся-
синя маликдир, йяни, (А+Б)+C=А+(Б+C) . Бу хасся сонлу 
сайда  ихтийари матрисляри топламаьа имкан верир. 

Матрислярин вурулмасы.  Бязян (щямишя йох!) матрисляри 
бир-бириня вурмаг олар. Гейд едяк ки, матрислярин вурулма-
сында вурма ардыъыллыьы чох ваъибдир.  Щансы щалда  м х н   
юлчцлц А матрисини  к х c  юлчцлц Б матрисиня  вурмаг олар? 
Бу суалы айдынлашдыраг, йяни АБ щасилини тапмаьа чалышаг. 
АБ щасили йалныз  н=к  олдугда мцмкцндцр,  н=к -ны р – ля 
ишаря едяк. Вурма нятиъясиндя м х с юлчцлц C матриси алынар. 
C  матрисинин елементляри 

rjirjijiij bababaс +++= K2211
 вя йа-

худ   шяклиндядир. ∑
=

=
r

i
jiij baс

1
11

Мясялян, тутаг ки, 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

401
032

А ,  . 

Онда    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

20
41
01

B

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

81
125

АB . 

Гейд едяк ки, БА щасили  дя вар вя матриси дя вар вя  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

802
1636
032

BА
. 

Биз эюрцрцк ки,  ВААВ ≠ . 
Демяли, матрислярин вурулмасы коммутатив дейилдир, 

йяни вуругларын ардыъыллыьындан асылыдыр. Яэяр В матрисинин W 
матрисиня вурмаг олмазса, онда дейирляр ки, WV ⋅  щасили 
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йохдур. Векторлары матрислярин хцсуси щалы кими щесаб етмяк 
мцмкцн олдуьундан, матриси вя вектору бир-бириня вурмаг 
олар (щямишя йох!). Бу заман йухарыда тясвир едилмиш гай-
дадан истифадя едирляр. Тутаг ки, А матриси  м х н юлчцлц   Й  
юлчцсц  с  олан сятир вектордур. Онда матриси сол тяряфдян 
йалныз сцтун-вектора вурмаг олар, бу шяртля ки, н=к  олсун, 
нятиъядя м  юлчцлц сцтун вектору аларыг. Матриси саьдан йал-
ныз сятир векторуна вурмаг олар, бу шяртля ки,  с=м  олсун, 
нятиъядя   н   юлчцлц сятир-вектору  алыныр. 

Сятир-векторуну сцтун-векторуна йалныз онларын юлчц-
ляри ейни олдугда вурмаг олар, няиъядя бир сятирдян вя бир 
сцтундан ибарят матрис аларыг, беля матриси ядяд щесаб ет-
мяк олар. Ихтийари сцтун-векторуну ихтийари сятир-векторуна 
вурмаг олар (матрисляр кими). Нятиъядя сятирлярин сайы  сцтун-
векторунун, сцтунларын сайы ися сятир-векторунун уйьун  сятир 
вя сцтунларынын сайына бярабяр матрис аларыг. Мясялян, тутаг 

ки, , , онда  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

401
032

А
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−=

0
2
1

,)1,4( XY

( )4,12,7;
1
8

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= YAAX , . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
00
28
14

XY

Гейд едяк ки,  ХА, АЙ, ЙХ  щасилляри йохдур. 
 

Матрислярин транспониря олунмасы.  Векторларда ол-
дуьу кими матрисляри дя транспониря етмяк олар, йяни сятир-
лярля сцтунларын йерини дяйишмяк олар. Тутаг ки, . 

Онда  олар. Асанлыгла эюрмяк олар ки, яэяр 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

401
032

А

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

40
03
12

ТА
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и

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

M

LLLL

M

M

21

22221

11211

  А матриси м х н   юлчцлцдцрся, 

онда транспониря олунмуш матрис н х м 

  юлчцлц олар. Векторларда олдуьу 

кими матрислярдя дя ики дяфя ардыъыл транспониря матрисин 
юзцнц верир: ( ) . 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nmmm

n

n

T

aaa

aaa
aaa

A

M

LLLL

M

M

21

22212

12111

АА ТТ =
3. Техноложи матрис вя оптимал планлашдырма мя-

сяляси. Матрисляр бцтцн елм сащяляриндя, о ъцмлядян игтиса-
диййатда да эениш истифадя олнур. Матрислярдян истифадя едяр-
кян бцтцн ишаряляр чох компакт, яйани вя мащиййяти сахлай-
андыр. Мисал цчцн техноложи адланан матрися бахаг. Тутаг ки, 
мцяссися  м  нюв ещтиййатлардан н  нюв  мящсул истещсал 
едир. Фярз едяк ки,  ж – ъу мящсулун бир ващиди цчцн и – ъи  
нюв ещтиййатын аиж  - ващиди сярф олунур, йяни  аиж   -  ж – ъу мящ-
сулу стещсал етмяк цчцн и – ъи  ещтиййатын сярф  нормасыдыр. 

( )jiаА =  ещтиййатын норма матриси адланыр. Бу матрися 

ашаьыдакы сябябдян техноложи матрис дя дейирляр.  
Бу матрсин  Аж  ж – ъи сцтунуну нязярдян кечиряк. 
ж – ъу сцтун ж – ъу мящсулун бир ващидинин истещсалы 

цчцн лазым олан ещтиййат сярфини эюстярир. Абстракт шякилдя 
десяк, ж – ъу мящсулун бир ващидини истещсал етмяк цчцн би-
ринъи ещтийатын а1ж - ващидини, икинъи ещтийатын а2ж - ващидини вя с. 
«гарышдырмаг» лазымдыр. Бу ъцр «гаршыдурманы» ещтийатларын 
йенидян ишлянмяси технолоэийасы адландырмаг олар. Беляликля, 
А матрисинин ж – ъу сцтуну ещтийатларын ема-лынын ж – ъу тех-
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нолоэийасыны тясвир едир. Бцтцн мцяссися  н  технолоэийайа  
маликдир.  

Инди ися техноложи матрисин сятирляринин мащиййятини ай-
дынлашдыраг. Асанлыгла эюрмяк олар ки, и – ъи  сятрин елемент-
ляри  ж – ъу  ещтийатын щяр ващид мящсул цчцн сярфини тясвир 
едир. Техноложи матриси даща дяриндян дярк етмяйя чалышаг. Ы 
мящсулун х1 ващид, ЫЫ  мящсулун х2 ващид вя цмумийятля  ж – 
ъу  мящсулун хж ващид истещсалы цчцн плана бахаг. Бу планы 

сцтун вектору шяклиндя йазаг: . Гейд едяк ки, бу 

планы еля щяйата кечирмяк олар ки, ващид 1–и ещтиййат, 

ващид ЫЫ ещтиййат вя цмумиййятля  -  ващид  и – 

ъи  ресурс лазым олаъаг. Мялум олур ки, бу мигдарда ресурс-
лар АХ сцтун векторунун елементляридир, бу шяртля ки, А сярфи 
нормасы матриси солдан Х  сцтун векторуна – истещсал пла-
нына саьдан вурулсун. Йени кямиййят – мянфяятдя хцсуси 
чяки дахил едяк. ж – ъу  мящсулун бир ващидинин сатышындан 
ялдя олунан мянфяятя, мянфяятдя хцсуси чяки дейилир вя  cж  
иля ишаря олунур. Мянфяятдя бцтцн хцсуси чякиляри сятир век-
тору 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nх

х
Х M

1

∑
=

n

j
jj xа

1
1

∑
=

n

j
jj xа

1
2 ∑

=

n

j
jij xа

1

),,( 1 nссС ⋅⋅⋅=  шяклиндя йазаг. Онда  ХС ⋅  щасили 
истещсал олунан Х  ващид мящсулун сатышындан алынан мян-
фяят олар. Бу мянфяяти  П(х) иля ишаря едяк. Тутаг ки,  и – ъи  
ещтиййатын ващидляринин мигдары би – дир. Буну сцтун вектору 

шяклиндя йазаг: . Онда 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

nb

b
B M

1 ВАХ ≤ . Матрис – вектор 

бярабярсизлийи ону эюстярир ки, истещсал планына бахаркян ещ-
тийатларын мящдудлуьунун зярурилийини нязяря алмаг лазымдыр. 
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Яэяр бу бярабярсизлик юдянярся, демяли Х  планы цчцн ещ-
тийатлар кифайятдир вя беля план реалдыр. 

Ашаьыдакы оптимал планлашдырма мясялясиня бахаг: 
Истещсалын еля планыны тапын ки, щям реал олсун, щям дя бцтцн 
реал планларын ичярисиндя ян чох мянфяяти тямин етсин. Бу 
мясяля бцтцн игтисадиййатын ян мцщцм мясяляляриндян бири 
олуб, символик олараг ашаьыдакы шякилдя йазылыр: 

( )

0
,

max,

≥
≤

→⋅=

X
BAX

XCХP
 

(Мясялянин мязмунуна эюря 0≥Х  олмалыдыр). 

BAXХ ≤≥ ,0  шяртлярини юдяйян бцтцн Х планлары чохлуьуну 

 иля ишаря едяк вя ону мцмкцн планлар чохлуьу адланды-
раг. Онда йухарыдакы мясяляни, беля ифадя етмяк олар: П(Х)-
мянфяят функсийасынын  областында–мцмкцн планлар чох-
луьунда максимумуну тапын: 

D

D
( ) DXХP ∈→ max  

4. Матрисляр вя хятти чевирмяляр. Щяр щансы ядяди 
хятти фязаны мясялян, - ни нязярдян кечиряк. Онда ики 
юлчцлц щяр щансы 

2R
A  квадрат матриси  ( ) Axx =α   гайдасы иля  

 чевирмясини веряр. 22: RR →α α - нын хятти олмасы о 

демякдир ки, истянилян  векторлары вя истянилян YX , λ  ядяди 

цчцн ( ) ( ) ( )YXYX ααα +=+   вя  ( ) ( )XX λαλα =   шяртляри 
юдянир. 

Хцсуси щалда сыфыр вектору юзцня чеврилир. 
Мисал 1. Ашаьыдакылары эюстярин: 

а)     ващид мятриси юзц-юзцня чевирян ейни-

лик чевирмясини тяйин едир; 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

2E

           б)     матриси, вектору ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

λ
λ

λ 0
0

S λ  - йа вурур; 

ъ)  матриси, векторун компонентляринин йе-

рини дяйишир; 

⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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101S
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ч)  матриси векторун биринъи компонентлярини 

дяйишмяз сахлайыр, икинъи компонентляри ися яввялки компо-
нентлярин ъяминя чевирир. 

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝
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=
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МЯСЯЛЯЛЯР 

 

1.  матриси иля  векторлары-

нын бцтцн мцмкцн ъцт-ъцт щасиллярини вя  ХАЙ - щасилини та-
пын.  
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2.  матрис – вектор 

тянлийини щялл един. 
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YX

Щялли. Йалныз биринъи тянлийя бахаг. Нязяря алаг ки, бу 
тянликдя Х ядяд ола билмяз, о йалныз  2х2 юлчцлц матрисдир. 

Бу матриси   иля ишаря едяк вя А матрисини  Х 

матрисиня вурараг ашаьыдакы тянликляр системини алырыг: 
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Бу системи щялл едиб Х  матрисини тапарыг.  
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Ъаваб. Щялляр сонсуз сайдадыр. Щялляр чохлуьу    

  шяклиндя олар. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

Rxx
xx

xx
1211
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1211 ,;
2321

3.  матрисляриня ба-

хаг. Эюстярин ки,     

⎟
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

310
120
013

,
514
232
102

YX

YXXY ≠ .  
Бу ися эюстярир ки, матрислярин щасили коммутатив дейил-

дир, йяни вуругларын йериндян асылыдыр. 
4.  Сех ики нюв трансформатор истещсал едир. Биринъи нюв 

трансформаторун бири цчцн 5 кг дямир вя 3 кг мяфтил, икинъи 
нюв цчцн ися 3 кг дямир вя 2 кг мяфтил тяляб олунур. Бир 
трансформаторун сатышындан сех уйьун олараг 6 вя 5 доллар 
эялир эютцрцр. Сехдя 4,8 т дямир вя 3 т мяфтил вар. Сех нечя 
нюв мяфтил истещсал едир? Нечя нюв ещтиййатдан истифадя олу-
нар? Сярф нормасы матрисини, мянфяятдя хцсуси чяки векто-
руну вя ещтийатларынын векторуну йазын. Бир нечя истещсал 
планына бахын вя онларын щансынын мцмкцн план олдуьуну 

мцяййянляшдирин. Мясялян, 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
600
600

,
600
500  мцмкцн план ола 

билярми?   
Щялли. Мянфяятдя хцсуси чяки вектору ,)5,6(=С  ре-

сурсларын ещтийат вектору ися олар. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3000
4800

B

Сярф нормасы матриси олар. Мящсулун нювляри 

–2, ресурсларын нювц– 2. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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23
35

А

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

х
х

Х планынын мцмкцн олдуьуну эюстярмяк цчцн 

йа бу план цчцн ещтиййатларын сярфини щесаблайыб, ещтиййат-
ларла мцгайися етмяк лазымдыр, йа да BАХ ≤  матрис – вектор 
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бярасизлийинин доьрулуьуну йохламаг лазымдыр. Нятиъядя ала-
рыг ки, щяр ики план мцмкцндцр. 

5. Тахта–шалбан заводунда  кцкнар вя шам аьаъла-
рындан фанер вя тирляр дцзялдилир. 100 кв.м фанер цчцн 2 куб м. 
кцкнар вя 6 куб м. шам аьаъы тяляб олунур вя 170 доллар 
мянфяят алыныр. 100 м  кцкнар тири цчцн 5 куб м. вя 100 м.  
шам тири цчцн 4 куб м.  аьаъ тяляб олунур, мянфяят ися 
уйьун олараг 80 вя 100 доллардыр. Бу завод нечя мящсул 
истещсал едир? Нечя нюв ещтиййатдан истифадя олунур? Мате-
риал сярфи нормасынын матрисини, хцсуси мянфяят вя ресурслар 
ещтийаты векторуну тапын. Исбат един ки,  фанер истещсал етмяк 
сярфяли дейил. Максимум мянфяят верян планы тапын. 

6.    матрисинин квадратыны вя кубуну тапын. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
40
12

Эюстяриш. Матриси квадрата йцксялтмяк цчцн ону 
юзц-юзцня вурмаг лазымдыр. Матрисин квадратыны юзцня вур-
дугда матрисин кубуну алырыг. 

7. Тутаг ки, Е ващид матрисдир. Йохлайын ки,  ХЕ(ЕХ) 
варса, онда ХЕ=Х (ЕХ=Х) бярабярлийи ихтийари  Х  цчцн 
доьрудур. 

8. Тутаг ки, .  Йохлайын ки,  

АБ=БА=Е2  бурада   Е2   ики тяртибли ващид матрисдир. Беля ол-
дугда   А   вя   Б   матрисляри гаршылыглы тярс матрисляр адланыр 
вя ясасян   Х -1   кими ишаря едирляр. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21
32

,
21
32

BА

9.  Р 3   фязасында ашаьыдакы матрисляри йазын:  
а) векторун Ы компонентини 3-я, ЫЫ компонентини 2-

йя вурун вя ЫЫЫ компонентини олдуьу кими сахлайын; б) ЫЫЫ 
компоненти яввялки цч компонентин ъями, ЫЫ компоненти 
яввялки Ы вя ЫЫ компонентлярин ъями, Ы компоненти ися яв-
вялки кими галыр. 

10. Яэяр  Y   мянфи олмайан сятир векторду, A  мат-
рис,  сцтун векторлардырса, онда BX , BАX≤  бярабярсизлийини 
солдан - я вурсаг, бярабярсизлик юз эцъцндя галар. Буну 
йохлайын. 

Y
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1.3. Хятти ъябри тянликляр системи 
 

1. Хятти ъябри тянликляр системи щаггында илк мялу-
матлар.Бир чох мясялялярин щялли нятиъядя хятти ъябри тянликляр 
системинин щяллиня эятирилир. Ашаьыдакы «зарафат-мясяляйя» 
бахаг. «Кяшфиййатчы щаггында мясяля». Мяхфи шящярдя 
100000 фящля 3 бюйцк заводда ишляйир. Шящярдя башга 
завод йохдур. Кяшяфиййатчы бу заводларда кадр ахыны 
щаггында мялуматы ялдя едиб: бир илдя щяр мин няфяр ишчидян 
20 няфяри А заводундан Б – йя, 15 няфяри ися Ъ – йя кечир 
вя с. (шякил 1). Шящяр узун илляр сакит, стабил йашайыр. Бу 
шяраитдя кяшфиййатчы щяр заводда ишляйянлярин сайыны тапыр. 
Сиз дя буну тапа билярсинизми?                                                   
  Щялли. Тапа билярик ки,                     
«Шящяр сакит, стабил йашайыр»  
Ону   эюстярир ки, бир илдя бир 
заводдан нечя фящля ишдян 
 чыхыбса, о гядяр  дя ишя гябул 
олунуб. А заводундакы   
фящлялярин сайыны  а  иля, Б                                                                    
заводундакы фящлялярин сайыны б иля, Ъ                                                    
заводундакы фящлялярин сайыны ъ  иля ишаря етсяк,                                     
хятти ъябри тянликляр системини аларыг: 

15 20 7       8    

10 
10

 

B С 
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100000
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,1000810007100035:
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cabB

cbaA
 

 
Бу системи щялл  едиб  тапарыг: 
 а = 17600, б = 43600,  ъ = 38800 
Хятти ъябрдя бир векторун бир нечя векторларын хятти 

комбинасийасы олуб, олмадыьыны йохламаг   цчцн щяр дяфя 
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хятти ъябри тянликляр системи иля растлашырыг. Беля мясяляйя биз 
йухарыда (бах. пункт 3  1.1.) бахмышдыг. 

Хятти ъябри тянликляр системиня аид олан бязи мцщцм 
анлайышлары нязярдян кечиряк. 

Хятти  ъябри тянликляр системинин щеч олмазса бир щялли 
олдугда она бирэя, йалныз бир щялли олдугда она мцяййян, 
бирдян чох щялли олдугда она гейри-мцяййян вя щялли олма-
дыгда онда она бирэя олмайан дейилир. Ашаьыда беля сис-
темляря  аид  мисаллар ардыъыллыгла эюстярилмишдир: 
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2. Хятти ъябри тянликляр системинин вектор вя мат-
рис-вектор шяклиндя йазылышы. Тутаг ки,  n – мяъщуллу хятти 
ъябри m  тянликдян ибарят систем верилмишдир:  
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11

,   ишаря едяк. 

А – иля ямсаллар матрисини, А1,…,Ан – иля матрисин 
вектор сцтунларыны ишаря етсяк, онда верилмиш системи ашаьы-
дакы кими йаза билярик: 

Вектор шяклиндя:  BАхАх nn =++K11
 

Онда верилмиш системин щялли   Б   векторунун А1,…,Ан 
векторларына эюря бцтцн мцмкцн айрылышларынын тапылмасына 
эятирилир. Йяни еля  х1,,…,хн ядядляр топлусу тапылмалыдыр ки, Б 
вектору ямсаллары щямин ядядляр олан векторларын хятти ком-
бинасийасы олсун. Щяр бир беля топлум н юлчцлц вектордур вя 
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демяли, верилмиш системин щялляр чохлуьу   М,  н юлчцлц хятти 
ядяди чохлуьун Рн – ин алт чохлуьудур. Яэяр Б  векторуну 
А1,…,Ан векторларынын щеч олмазса бир хятти комбинасийасы 
шяклиндя  эюстяриля билярся, онда хятти ъябри тянликляр системи 
бирэя (уйушан), бу хятти комбинасийа йалныз бир оларса, онда 
систем мцяййян, бирдян чох оларса систем гейри-мцяййян 
вя яэяр Б вектору А1, …,  Ан  векторларынын хятти комбинасий-
асы шяклиндя эюстяриля билмязся, онда систем бирэя  олмайан 
(уйушмайан) адланыр вя йахуд: Ø,1,1,1 =>=≥ MMMM  

Хятти ъябри тянликляр системи матрис шяклиндя гысаъа 
олараг АХ=Б шяклиндя йазылыр (ади бирдяряъяли ах=б тянлийи иля 
мцгайися един).  

Ики хятти ъябри тянликляр системинин биринин щяр бир щялли 
диэяринин щялли оларса вя йа тярсиня,  онда щямин тянликляр 
системи ейниэцълц адланыр, йяни  онларын щялляр чохлуьу ейни-
дир. Ашаьыдакы ики чевирмя хятти ъябри тянликляр системинин 
елементар чевирмяси адланыр: 

1) тянликлярдян бирини сыфырдан фяргли ядядя вурмаг вя йа 
бюлмяк; 

 2) системин  тянликляриндян биринин цзяриня ялавя етмяк. 
Щюкм. Хятти ъябри тянликляр системи цзяриндя сайындан 

асылы олмайараг ардыъыл ейниэцълц чевирмяляр апардыгда яв-
вялки системля ейниэцълц систем  алынар.  

Хятти ъябри тянликляр системини  щялл етмяк цчцн эениш 
йайылмыш цсулу мяъщулларын ардыъыл йох едилмяси цсулундан 
вя йа онун модификасийасы – Жордан-Щаусс цсулундан исти-
фадя едирляр. Бу цсулун мащиййяти ондан ибарятдир ки, еле-
ментар чевирмяляр васитясиля мясялян, 3 тяртибли систем 
цчбуъаг вя йа трапес шяклиня эятирилир. 
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Бу системин (яввялкиня ейниэцълц) щяллини тапмаг 
асандыр, щямин щялл яввялки системин щялли олар. 

Мисал 1. Ашаьыдакы системи Жордан-Щаусс цсулу иля 
щялл един. 
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Мяъщуллары ардыъыл олараг йох едяк. 1-ъи аддым да  х1 
– и биринъидян башга тянликлярдян йох едяк: 
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2-ъи аддымда  х3 – ц   икинъи тянликдян башга галан 
бцтцн тянликлярдян йох едяк: 
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3-ъц аддымда  х2 - ни цчцнъцдян башга  бцтцн тян-
ликлярдян йох едяк: 
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Беляликля, системин щялли: х1 =1,  х2 =2,  х3 =3 олар.  
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3. Матрисин детерминанты. 

Тутаг ки,   - ики тяртибли квадрат матрисдир. 

- ядяди  А матрисинин детерминанты адланыр вя 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A

21122211 aaaa −

)(AΔ  иля вя йахуд 

2221

1211

aa
aa  иля ишаря олунур. 

3 тяртибли  матрисинин детерминанты 

ашаьыдакы кими щесабланыр: 
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Детерминантын щяр щансы  бир елементинин минору щя-
мин елементин йерляшдийи сятри вя сцтуну поздугдан сонра   
алынан   детерминанта   дейилир. Мясялян: йухарыдакы 3-тяртибли 
детерминантын  a11 елементинин минору 

3332

2322

11 aa
aa

=Δ  олар. 

Детерминантын щяр щансы бир елементинин ъябри та-
мамлайыъысы щямин елементин минорунун (-1)S щасилиня дейи-
лир. Бура да С щямин елементин йерляшдийи сятир вя сцтунларын 
нюмряляринин ъямидир. 

 
Детерминантын хассяляри: 

1)  сятирлярля сцтунларын йерини дяйишдикдя детерминант 
дяйишмяз, йяни транспониря  олунмуш  матрисин детерминанты 
яввялки матрисин детерминантына бярабярдир; 

2) детерминантын ики сятринин (сцтунунун) йерини дяйиш-
дикдя онун ишаряси дяйишир, йяни детерминантын ики сятринин 
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(сцтунунун) йерини дяйишмяк детерминанты (-1) вурмагла ей-
ниэцълцдцр; 

3) детерминантын ики сятри (сцтуну) ейни оларса, детер-
минант сыфыра бярабярдир; 

4) детерминанын сятиринин (сцтунунун) бцтцн еле-
ментляринин ортаг вуруьу оларса, ону детерминант ишаряси 
хариъиня  чыхармаг олар; 

5) детерминанты щяр щансы бир сятиринин (сцтунун) 
бцтцн елементлярини ейни бир ядядя вуруб, диэяр сятирин 
(сцтунун)   уйьун елементляри цзяриня ялавя етсяк детерми-
нант дяйишмир; 

6) детерминантын щяр щансы бир сятринин (сцтунунун) 
бцтцн елементлярини онларын уйьун ъябри  тамамлайыъыларына 
вуруб, топладыгда щямин детерминант алыныр, мясялян,  и - ъи 
сятири (сцтцнц) эютцрсяк аларыг:  

ininii AaAaA ++=Δ L11)(   вя йа , ∑
=

=Δ
n

k
ikik AaA

1
)(

бурада ядядляри  елементинин ъябри тамамлайыъыла-

рыдыр. 
ikA ika

Бу хассяляр истянилян квадрат матрисин детерминанты-
нын тапылмасына имкан верир. Лакин ади гайда иля мясялян 5-
тяртибли детерминанты щесабламаг кифайят дяряъядя аьырдыр, 
она эюря дя лазым эялдикдя компцтер програмларындан исти-
фадя едирляр. Биз бу китабда 4 тяртибдян йухары  олмайан де-
терминантларла кифайятляняъийик. 

Мисал 2.  4 тяртибли:   

1432
0110
1321
4321

=Δ
  детерминантыны ще-

саблайын. 
Щялли.  Детерминантын биринъи сятир елементляриня эюря 

айрылышыны йазаг: 14131211 4321 Δ−Δ+Δ−Δ=Δ  

. 
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14131211 ,,, ΔΔΔΔ  - цч тяртибли детерминантлары тапаг. 

Мисал цчцн,  - и тапаг: 11Δ
0132

43
11

1
13
01

3
14
01

211 =+−=+−=Δ  

Ейни гайда иля тапарыг ки, 
1,1,1 141312 −=Δ−=Δ−=Δ ; нятиъядя аларыг ки, 3=Δ . 

4. Детерминантларын хятти ъябри тянликляр системинин 
кюмяйи иля щялли. Цчмяъщуллу, цч тянликдян ибарят хятти ъябри 
тянликляр системиня бахаг: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.
,

,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

 

Тутаг  ки,   

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

=Δ    ,

33323

23222

13121

1

aab
aab
aab

=Δ  

                  

            

33331

23221

13111

2

aba
aba
aba

=Δ      

33231

22221

11211

3

baa
baa
baa

=Δ . 

Онда,  оларса, хятти ъябри тянликляр системинин йеэаня 
щялли вар вя бу щялл Крамер дцстурлары адланан ашаьыдакы 
дцстурларла тапылыр: 

0≠Δ

.,, 3
3

2
2

1
1 Δ

Δ
=

Δ
Δ

=
Δ
Δ

= ххх  

Гейд едяк ки,  аналожи дцстурлар мяъщулларын сайы тян-
ликлярин сайына бярабяр олан вя мяъщулларын ямсалларындан 
дцзялдилмиш детерминант сыфырдан фяргли олан ихтийари хятти ъябри 
тянликляр системиня тятбиг едилир. 
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Мисал 3.   Крамер дцстурлары васитясиля ашаьыдакы сис-
теми щялл един: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+
=++

.20432
,5
,1432

321

32

321

xxx
xx
xxx

 

Ъаваб:  .3
1
3,2

1
2,1

1
1

321 =
−
−

==
−
−

==
−
−

= ххх   

5. Тярс матрис. Тутаг ки, А щяр щансы матрисдир. Яэяр  
АБ=БА=Е оларса, Б матриси А матрисинин тярси адланыр, бу-
рада  Е  щяр щансы ващид матрисдир. Ядядлярля мцгайися ет-
сяк мцяййян охшарлыьы эюрярик, беля ки, мясялян, 2 ядяди 

цчцн 
2
1  - ин тярс ядяддир, чцнки  1

2
12 =⋅ . Бу мянада А мат-

рисинин тярсини А-1 ишаря едирлдяр. 

Тяклиф.   Йалныз квадрат матрисин тярси вар.  
Исбаты.   Мялум олдуьу кими ващид матрис квадрат мат-

рисдир. 
Тутаг ки,  Е матрисини   с  сятирли вя с  сцтуну матри-

сидир. Фярз едяк ки, А матриси м х н юлчцлц, Б матриси ися к х л  
юлчцлцдцр. Онда АБ=Е   олдуьундан алыныр ки, м = с = н = к;  
щям дя БА=Е   олдуьундан  к =м,  л = с олар. Беляликля, 
аларыг  ки, м=к =н буну да исбат етмяк тяляб  олунурду. Ейни  
гайда  иля  эюстярмяк  олар  ки,   к = м = н, йяни А вя Б  
квадрат матрислярдир. 

 Тярс матриси тапмаг цчцн ашаьыдакы алгоритмдян 
истифадя етмяк олар:  

0) верилмиш матрисин квадрат матрис олуб-олмадыьына 
бахырыг, яэяр квадрат матрис дейился,  онда онун тярси йох-
дур, яэяр квадрат матрисдирся, онда биринъи бяндя кечирик; 

1) )(АΔ  детерминантыны щесаблайырыг: яэяр бу де-

терминант сыфра бярабярдирся, онда тярс матрис йохдур, яэяр 
сыфырдан фярглидирся, онда икинъи бяндя кечирик; 
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2) матрисин щяр бир елементинин йериня онун ъябри 
тамамлайыъысыны йазырыг;  

3) алынмыш матриси транспониря едирик; 
4) алдыьымыз матрисин щяр бир елементини  )(АΔ  детер-

минантына бюлцрцк, онда А матрисинин тярсини аларыг. 

Мисал 4.  Тутаг ки,  .  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

23
12

A 1)( =Δ А , демяли  тярс 

матрис вар. Щяр бир елементин йериня онун ъябри 

тамамлайыъысыны йазсаг, аларыг .  Бу матриси транс-

пониря едяк  вя  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
21
32

1)( =Δ А - я бюляк, алынан   мат-

риси  А – нын  тярсидир. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

23
121А

Йохлама:  . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

23
12

23
12

 

Мисал 5.  ,     олдугда АХ=Е   

матрис тянлийини щялл един. Йухарыда А матрисинин тярсини 
тапмышыг. Верилмиш тянлийи солдан А-1 – я вураг: А-1 АХ= А-1 B 
.А-1 А=Е  олдуьундан, алырыг ки, Х= А-1 B .   Демяли верилмиш 

тянлийин щялли  матрисидир.  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

23
12

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21
04

B

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
410
27

Йохлама:  . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
21
04

410
27

23
12

Бюйцк юлчцлц матрислярин тярсинин тапылмасы чох ямяк 
сярфи тяляб едир. Бунун цчцн комрцтердян истифадя етмяк 
лазымдыр. Фярз едяк ки, 100 сятри вя 100 сцтуну олан матриси 
компцтеря дахил етмяк лазымдыр. Бурада елементлярин  сайы 
10000-дир. Яэяр бу елементляр 36,23 шяклиндядирся, йяни 
верэцля гядяр ики рягям, верэцлдян сонра ики рягям вя 
верэцлцн юзц дя дахил олмагла 50 000 ишаря дахил етмяк 
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лазымдыр. Щяр ишаряйя 1 сан. сярф олунса, онда 50 000:3 600 
йяни бцтювлцкдя 16 саата  йахын вахт сярф олунар.  

 
 

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1. 

⎩
⎨
⎧

=+

=+
2

21

21 ,1
αα

α
хх
хх   Системинин бирэя (уйушмайан) 

олмадыьы, гейри-мцяййян олдуьу, мцяййян олдуьу, бирэя 
(уйушан) олдуьу бцтцн α -ы тапын.   

Щялли.  Биринъи тянликдян х1 – и тапыб, икинъи тянликдя 
йериня йазсаг аларыг: . Яэяр  ααα −=− 2

2
2 )1( х 1±≠α   олса, 

онда бу тянлийин йеэаня щялли олар )1(2 αα +−=х , бу щалда 

тянликляр системинин йеэаня щялли олаъаг: 
)1(),1()1( 2

2
1 ααααα −−=+++= хх . Яэяр 1±≠α  олар-

са, онда 1=α  вя  1−=α  щалларыны хцсуси тядгиг етмяк 
лазымдыр. 1=α  олдугда ααα −=− 2

2
2 )1( х  тянлийинин сонсуз 

сайда щялли олар – щяр бир ядяд онун щяллидир, демяли бу щалда 
тянликляр системинин дя сонсуз сайда щялли вар. 1=α  олдугда 

 тянлийинин щялли йохдур вя демяли тянликляр 
системинин дя щялли йохдур. Беляликля, нятиъядя алырыг: 

ααα −=− 2
2

2 )1( х
1−=α  

одугда тянликляр системи бирэя (уйушмайандыр) дейил, 1=α  
олдугда систем гейри–мцяййяндир вя 1±≠α  олдугда мцяй-
йяндир вя 1−≠α   олдугда ися систем бирэядир (уйушандыр). 

2.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

.010
,8
,62

31

213

312

хх
ххх

ххх
 

Хятти  ъябри тянликляр системини вектор вя матрис – век-
тор  шяклиндя йазын. 

 
3. Мяъщуллары йох етмякля хятти  ъябри тянликляр систе-

мини цчбуъаг шяклиня эятиряряк онун щяллини тапын: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
−=+−

=+−

.14
,12

,4

21

321

321

хх
ххх
ххх

 

4.  Крамер дцстурлары васитясиля хятти  ъябри тянликляр 
системини щялл един. 

       

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
=+−

.13
,7
,02

321

321

321

ххх
ххх
ххх

 

5. а, б, c  параметрляр арасында  щансы мцнасибят 

олдугда    матрисинин тярси йохдур. Матрисини тярси 

олмадыьы параметрлярин щеч олмазса бир цчлцйцнц эюстярин. 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

c
b

а

11
11
11

 
6.  Ашаьыдакы матрислярин щяр биринин тярсини тапын: 

,
10

,
20
14

,
20
01

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ mn
  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
431
321

7. Баш диагонал  цзяриндяки  н ядядлярдян щяр бири  
олан н тяртибли квадрат матрисин детерминантыны щесаблайын. 
 

8. Эюстярмяк олар ки, квадрат матрислярин щасилинин 
детерминанты, онларын детерминантлары щасилиня бярабярдир. Бу 

факты 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
21
02  матрисинин квадраты вя кубу цчцн йолхайын. 

9. Бундан яввялки мясялядян истифадя едяряк  эюс-
тярин ки, тярс матрисин (яэяр варса) детерминанты яввялки 
матрисин дерминантынын тярсидир.  

Эюстяриш. Яввялъя эюстярин ки, ващид матрисин детерми-
нанты 1-я бярабярдир. 
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10. Эюстярин ки, яэяр хятти ъябри тянликляр системинин 
щеч олмазса ики щялли варса, онда системин щялляринин сайы 
сонсуздур. 

11. Р2 фязасыны юзц-юзцня чевирян хятти чевирмя 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1  векторуну 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
2  векторуна, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1  векторуну ися 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
3  

векторуна чевирир. Бу чевирмянин матрисини тапын. 
Эюстяриш. ХА=Б матрис тянлийини щялл един, бурада  Х 

ахтарылан матрис,  ,
10
11
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=A ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21
32

B

12.  Хятти тянликляр систмеинин бцтцн сярбяст щядляри 
сыфыра бярабярдирся, бу систем  биръинс адланыр. Эюстярин ки, 
беля системин сыфырдан фяргли щялли оларса, онда щямин 
системин  сонсуз сайда щялли вар. 

13. Тутаг ки,   βα ,   чевирмяляри     фязасында тясир 

едян хятти чевирмялярдир вя уйьун олараг А,Б  матрисляри иля 
верилиб. Яэяр онлары ардыъыл, бир-биринин ардынъа тятбиг етсяк, 
онда нятиъя чевирмяси щасил матриси иля вериляр.  

2R

βα ⋅ , αβ ⋅  

чевирмяляринин матрислярини тапын. 
14. Эюстярин ки,  фязасында коллинлар олмайан ихти-

йари ики вектор базис ямяля эятирир. 

2R

15. Эюстярин ки, ики ямтяя фязасында, ихтийари ямтяя 
дясти (топлусу) ики гейри-мцтянасиб ямтяя дястинин yx βα +  
комбинасийасы шяклиндядир. Нязяря алмаг лазымдыр ки, βα ,  
мянфи олмайа да билярляр. 

Эюстяриш.  Яввялки мясялядян истифадя един. 
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Мювзу 2.  
МЦСТЯВИ ЦЗЯРИНДЯ ВЯ ФЯЗАДА ХЯТТ 

  

Щесаб едяк ки, дцз хятт цзяриндя , координат системи, 
мцстяви цзяриндя вя фязада дцзбуъаглы координат системи 
щаггында ясас мялуматлар мялумдур. Щямчинин щесаб 
едяъяйик ки, сярбяст векторлар («сярбяст» истигамятлянмиш 
парчалар) щаггында ясас мялуматлар, нюгтянин координатлары 
иля онун радиус - вектору арасындакы ялагяляри вя диэяр охшар 
мялуматлары да билирик. 

2.1. Мцстяви цзяриндя дцз хятт. 
Фязада мцстяви вя дцз хятт 

 

1.Мцстяви цзяриндя дцз хятт, дцз хяттин мцхтялиф 
нюв тянликляри. Тутаг ки,  цфиги ОХ вя    шагули ОЙ координат 
охларынын   кясишмя нюгтяси О(0,0) нюгтясидир (шякил1).            

Бу охлар цзяриндя узунлуг ващиди    сечилмишдир, онлары 
ОМ вя ОН-ля       ишаря едяк.                                                                             

Саьа доьру  
истигамятлянмиш цфиги ОХ                                                       
цзяриндя х координатыны,  
йухарыйа доьру   
истигамятлянмиш шагули 
ОЙ цзяриндя ися                                             
 й координатыны айыраъаьыг. 
 Шякилдя мцстяви                    
 цзяриндя мцхтялиф нюгтяляр 
 гейд едилмишдир.                                                              
 Мцстяви цзяриндя хятти тянлийи еля Ф(х,й)=0  
тянлийиня дейилир ки,бу тянлийи хятт цзяриндя олан ихтийари 
нюгтянин координатлары юдяйир вя хяттин цзяриндя олмайан 
нюгтялярин координатлары юдямир. Мялумдур ки, икидяйишянли ах 
+ бй = c  хятти тянлийи мцстяви цзяриндя дцз хятти тяйин едир. 

M

•
− )0( ,1  

N ••
)1,2()1,1(

•
M

 

Шякил 1. 

(0,2) 
Y 
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Мцхтялиф хятти тянликлярля верилмиш дцз хятлярин ян расионал 
цсулла неъя гурулдуьуну эюстяряк.  

 
                                  

 
 
 
 
 
 
 
Мясялян, дцз хятти координат охлары иля кясишмя 

нюгтяляриня эюря гураг. Дцз хятти  ах + бй =ъ  тянлийи иля 
верилдикдя ону бу ъцр гурмаг ялверишлидир. Мисал цчцн  
2х+3й=6  дцз хяттини гураг. Бу дцз хяттин ОХ оху иля 
кясишмя нюгтясини тапмаг цчцн  й=0  эютцряк, онда  х=3   
аларыг (шякил 2, а)  йяни А нюгтясини тапырыг.  

Аналожи гайда иля бу дцз хяттин ОЙ оху иля кясишмя 
нюгтясини тапмаг цчцн Х=0 гябул едяряк, й=2 аларыг ки, бу 
ися Б нюгтясидир. Бу ики нюгтядян кечян дцз хятт ах-

тардыьымыз дцз хяттдир.. Бу дцз хяттин тянлийини  6
23
=+

yx   

шяклиндя дя йаза билярик ки, бу да дцз хяттин парчаларла тян-
лийи адланыр. 

Яэяр дцз хятт й= кх+б тянлийи иля верилярся, ону 
ашаьыдакы шякилдя гурмаг ялверишлидир: шагули ох цзяриндя 

b)         y       k 
             1  II 
 
                 B 
 
           0                           x

I 

0           3           x 
A 

2 

a)    y 

B 

  ж)       y    
                                   ( )3,2=n  
 
                            III 
                      
                       (2,1) 

          0                              x             Шякил 2. 
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Б=1( б=1 ващид) (шякил 2, б) нюгтясини тапаг, сонра бу 
нюгтядян цфиги истигамятдя  1 ващид  саьа «эедяк» вя к=2 
ващид йухары «галхараг» К нюгтясини тапырыг. К вя Б нюг-
тяляриндян ахтарылан ЫЫ дцз хяттини чякяк.  

Бязи щалларда верилмиш нюгтядян кечян вя верилмиш 
вектора (дцз хяттин нормал вектору) перпендикулйар олан дцз 
хятти гурмаг лазым эялир. Тутаг ки, (хо, йо)  нюгтяси вя  

( ban ,= )  вектору  верилмишдир. Онда дцз хяттин тянлийи  

( ) ( ) 000 =−+− yybxxa  олар. Она эюря дя ЫЫЫ дцз хяттини 

(шякил 2,в) гурмаг цчцн (2, 1) нюгтясиндян кечян вя (2, 3) 
векторуна перпендикулйар олан дцз хятт чякмяк лазымдыр.  

Арайыш характерли бязи мялуматлары да гейд едяк. 
Яэяр дцз хятт (хо, йо) нюгтясиндян кечирся, онун тянлийи  
( ) ( ) 000 =−+− yybxxa   шякилиндя олар, бурада  а  вя  б   их-

тийары ядядлярдир. (х0,, йо ) вя ( х1, й1 ) нюгтяляриндян кечян 

дцз хяттин тянлийи  ( )
( )

( )
( )01

0

01

0

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−   шяклиндядир. 

Буъаг ямсаллары к1, к2 олан дцз хятляр арасындакы  ϕ   

буъаьы  ( )
( )21

21

1 kk
kktg
⋅+

−
=ϕ   дцстуру иля тапылыр. 

Дцз хятлярин паралел олмасы цчцн зярури вя кафи шярт 
онларын буъаг ямсалларынын бярабяр олмасыдыр:  к1=к2 (шякил  
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3) 
                          

 

          y           k1=k2          k1k2=-1              x=d 
 
 
 
 
                 y=x                                              y=h 

Шякил 3 
Дцз хятляр bkxy +=  шяклиндя тянликлярля верилярся, 

онда онларын перпендикулйар олмасы цчцн зярури вя кафи шяртя 
, яэяр c121 −=kk  byax =+  шяклиндя тянликлярля верилярся, 

021
онда 

21 =+ baa олар. 

11 cybxa
b  

1=+  вя  
222 cybxa =+  дцз хяттляринин кясишмя 

нюгтясини тапмаг цчцн 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

,
,

222

111

cybxa
cybxa  тянликляр системини 

щялл етмяк лазымдыр. 
 Цфиги дцз хятлярин тянлийи й=щ, шагули дцз хятлярин тян-

лийи ися х=д  шяклиндядир: Ы квандратын тянбюлянинин тянлийи   й=х, 
ЫЫ квандратын тянбюлянинин тянлийи ися й+х=0 олар (шякил 3). 

2. Тяляб вя тяклифин хятти функсийалары, таразлыг 
гиймятлярин тярифи.  Щяр щансы ямтяяйя бахаг. Ващид 
ямтяянин верилмиш p  гиймятиня эюря, алыъыларын алаъаьы 
ямтяянин мигдарыны ( )pD  иля ишаря едяк. ( )pD  функсийасы 

ямтяянин тяляб функсийасы адланыр. ( )pD  азалан функсийадыр, 

онун тяхмини графики шякил 4-дя верилмишдир. Диэяр тяряфдян 
сатыъыларын базара чыхардыьы ямтяянин мигдарыны ( )pS  иля 

 
y+x=0                                                                   h 

 
d



 

 45

ишаря едяк. Бу функсийа ямтяянин тяклиф функсийасы адланыр. 
Бу функсийа артандыр, онун тяхмини графики шякил 5-дя верилиб. 

          

 

 

 

 

 
 

    Шякил 4.                       Шякил 5.                    Шякил 6. 
 

p 

D 

 p 

S 

p p*

S 

D 

Тяляб вя тяклифин бярабяр олдуьу гиймят таразлыг 
гиймяти адланыр. Демяли, бярабярюлчцлц  таразлыг гиймяти 

цчцн 

*p
( ) ( )*pSpD * =  (шякил 6).  
Тутаг ки, тяляб вя тяклиф функсийалары хятти функси-

йалардыр (бу фярзиййя йалныз мцяййян мящдудиййятлярдя 
мцмкцн ола биляр). 

Мясялян, тутаг ки, ( ) ( ) .210,40 ppSppD +=−=  Он-
да таразлыг гиймяти ашаьыдакы тянлийин щяллиндян тапылар: 

10;21040 =+=− ppp . 
3. Бцдъя чохлуьу.   юлчцлц Ъ ямтяяляр фязасына 

бахаг.Тутаг ки,  гиймятляр векторудур. Онда 
n

p X  

ямтяяляр дястини (топлусунун) гиймяти   олар. ∑
=

=
n

1i
ii xppх

Яэяр X  вя Y  дястляринин (топлусунун) гиймятляри ей-
нидирся йазаъаьыг ки, X ~Y . Бу ишаря ямтяяляр фязасында 
ейниэцълцлцйц эюстярир, йяни: а) симметрик: яэяр X ~Y  ися, 
онда Y ~ X олар; б) транзитивлик: яэяр X ~Y  вя Y ~ Z  оларса, 
онда X ~ Z  олар; c) рефлекsивлик: яэяр X ~ X  ихтийари СX ∈  
цчцн. Ямтяяляр фязасында бир сыра башга мцнасибятляр дя 
фикирляшмяк олар. 

Ики ямтяяляр фязасына бахаг. Асанлыгла эюрмяк олар 
ки, ейни гиймяти олан ямтяяляр дясти (топлусу) 
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сxpxpc, 21 =+ 21  тянлийи иля верилмиш дцз хяттин биринъи квад-
ратында йерляшян  щиссясидир. Бу дцз хятт гиймятляр век-
торуна перпендикулйардыр. Яэяр 

cL
сe <  оларса, онда 

 тянлийи иля верилмиш  дцз хятти  дцз хяттиня 
паралелдир вя координат башланьыъына даща йахындыр.  

expxp 21 =+ 21 eL cL

Тутаг ки, щяр щансы пул мябляьи  фикся едилмишдир. 
Бу пул мябляьиня эялир дя дейирляр. Гиймятляри -дян чох 
олмайан бцтцн ямтяяляр дястиня (топлусуна) бцдъя чохлуьу 
дейирляр вя 

Q
Q

B  иля ишаря едирляр. Бцдъя чохлуьуну ади вя 
вектор бярабярсизликляри васитясиля ашаьыдакы кими тяйин етмяк 
оалр: ( ) { }QxpxpCXQP,B nn ≤++∈= ...: 11  вя йа 

.  ( ) { QPXCxQP,B ≤∈= : }
Гиймят дягиг -йя бярабяр олан ямтяяляр дястинин 

(топлусунун) чохлуьуна бцдъя чохлуьунун сярщяди дейилир 
вя 

Q

G -иля ишаря едирляр. Бцдъя чохлуьунун сярщядини ади вя 
вектор бярабясизлийинин кюмяйи иля тяйин етмяк олар: 

( ) { }QxpxpCxQp,G nn =++∈= ...: 11  вя йа ( ) { }QpxCxQp,B =∈= :  
(Гейд едяк ки, ямтяяляр фязасы мянфи олмайан векторлар 
дястиндян (топлусундан) ибарятдир). 

Яэяр ямтяяляр фязасы икиюлчцлц вя йа цчюлчцлц 
оларса, онда бцдъя чохлуьуну яйани тясвир етмяк олар. Шякил 
7-дя мцхтялиф P  гиймятляри вя мцхтялиф   эялирляри цчцн бцд-
ъя чохлуьу тясвир олунмушдур. 

Q

                                                     

                                                     
 

 

              

Эюрцндцйц кими бцдъя чохлуьунун сярщяди гиймятляр 
векторуна перпендикулйардыр вя биринъи квадрантда координат 
охлары арасында йерляшян ятт парчасыдыр. Цчюлчцлц  дцз хШякил 7. 

0         10       20          x1   

Q=20 

x2 Q=40 

B(P, 40) 

P=(2, 1) 
Q=50Q=20

0 x1

P=(2, 1)

B(P, 50) 
x2 
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фязада бцдъя чохлуьу цч цзлц пирамида олар. Бу 
пирамиданын цзляриндян биринин йерляшдийи мцстявинин биринъи 
октанта сыхылмыш щиссяси бцдъя чохлуьунун сярщяди олар. 

Будъя чохлуьу ( )QP,B , гиймятиндян вя  эяли-

риндян асылыдыр. Эялир артдыгъа бцдъя чохлуьунун сярщяди 
юзцня паралел олараг координат башланьыъындан узаглашыр, 
гиймят азаланда да о артыр-сярщядлярин кясишмя нюгтяси 
координат башланьыъындан узаглашыр (шякил 7-я бахын).                              

P Q

Мисал 1. Ики ямтяя фязасына бахаг. Яэяр                     

 ЫЫ ямтяя Ы-дян дцз ики дяфя  

чох оларса, ямтяяляр дясти  

(топлусу) баланслашдырылмыш 

 адланыр. Яэяр ямтяя дясти 

 (топлусу) баланслашдырылмыш 

 дейился, онда щяр щансы 

ямтяянин эюстярилмиш нисбятдян  
   0                                    x1 

x2 

Шякил 8.  артыьы щеч бир ящямиййят кясб 

 етмир вя бу щалда  баланслашдырылмыш дястин (топлунун) гий-
мяти (файдасы) уйьун баланслашдырылмыш дястин (топлунун) 
гиймятиня (файдасына) бярабярдир. Йохлайын ки, алынан мцна-
сибят еквивалентлик мцнасибятидир. 

Щялли. Рефлексивлик, симметриклик вя транзитивлик хасся-
ляринин юдянилдийини йохлайаг. Еквивалентлик синфи-ихтийари ики 
елементи еквивалент олан максимал чохлугдур. Шякил 8-дя 
бахылан еквивалентлийин бир нечя щалы эюстярилмишдир. Кясишмя 
буъаглары й=2х дцз хяттинин цзяриндя йерляширляр. 

 4.  Фязада мцстяви вя дцз хятт. Фязада сятщ тянлийи 
еля 0),,( =zyxF   тянлийиня дейилир ки, бу тянлийи сятщ цзяриндя 
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и  byax

олан ихтийари нюгтянин координатлары юдяйир, бу сятщ цзяриндя 
олмайан щеч бир нюгтянин координатлары юдямир.  

Мялумдур ки, цчдяйишянл dzc =++  хятти 

тянлийи фязада мцстявини тяйин едир. Арайыш характерли бир нечя 
мялуматлары гейд едяк.   

ОХ оху цзяриндя эютцрцлмцш  а нюгтясиндян, ОЙ оху  
цзяриндя эютцрцлмцш  б нюгтясиндян вя  ОЗ оху цзяриндя 
эютцрцлмцш  ъ нюгтясиндян кечян мцстявинин тянлийи  

1=++ c
z

b
y

a
x   шяклиндядир. (х0, й0, з0) нюгтясиндян кечян 

вя ),,( cban =  векторуна перпендикулйар олан (бу вектор 

мцстявинин нормал вектору адланыр) мцстявинин тянлийи 
0)()()( 000 =−+−+− zzcyybxxa  кимидир. Ики мцстявинин пара-

леллийи цчцн зярури вя кафи шярт онларын нормал векторларынын 
мцтянасиб олмасыдыр. 

Шагули мцстявиляр йяни  ОЗ охуна паралел олан мцс-
тявиляр by тянлийи ах+бй=c шякилиндядир. Цфцги мцстявиляр, йяни 
OXY мцстявисиня паралел олан мцстявилярин тянлийи z =h    
шякилиндядир вя б. 

Фязада дцз хятт чох щалларда ики мцстявинин кясиш-
мяси шякилиндя верилир, йяни дцз хятт 

  

⎩
⎨
⎧

=++
=++

.
,

1111

1111

dzcybxa
dzcybxa  

 тянликляр системинин щялляри чохлуьу кими верилир. 

Верилмиш (х0, й0, з0)  вя (х1, й1, з1)  нюгтяляриндян ке-
чян дцз хяттин тянлийи  

)(
)(

)(
)(

)(
)(

01

0

01

0

01

0

zz
zz

yy
yy

хх
хх

−
−=−

−=−
−   

МЯСЯЛЯЛЯР 
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1. Ашаьыдакы дцз хятляри расионал цсул сечяряк 
гурун: 
а) 3х+4й=12;    б) й=2х-1;   c) (1,2) нюгтясиндян кечян вя 
(2, 3) векторуна перпендикулйар олан;   ч) 15y3 =+х . 

2.  а) (1, 2) вя (4, 5); б) (-1, 0) вя (0, 0)  
нюгтяляриндян кечян дцз хяттин тянлийини йазын.   

3.  а) (0, 0) нюгтясиндян кечян вя буъаг ямсалы к =2 
олан; б) (-1, 0) нюгтясиндян кечян вя буъаг ямсалы к= -1 
олан дцз хяттин тянлийини йазын.  

4. Тяляб вя тяклифин бир нечя хятти функсийасыны 
фикирляшин, онларын графикини чякин вя щяр бир щал цчцн бярабяр 
чякили гиймяти тапын.                                        

5. Мцхтялиф гиймят цчцн    
бярабяр п = (2, 5)векторлары                
(ейни) мянфяят хятлярини чякин. 
Мясялян, п = (2, 5), 9-ъц 
шякилдя МН, ВW хятляри уйьун 
 олараг  20 вя40 пул   ващидиня                                                               
 уйьун дяйяр хятляридир.  

6. Мцстяви цзяриндя  вя  фязада хятляри  параметрик  
шякилдя, щяр бир ясас дяйишянлярин параметрдян асылылыьы 
шяклиндя вермяк олар. Мясялян, х=т,  й =2т +1 мцстяви 
цзяриндя й =2х +1 хяттини верир. 2х+3й=6, -8х+4й=16 
хятляринин параметрик тянликлярини йазын. 

40 p.v.
20 p.v

          Р (2,5) x2 
 
W 
 

  0             M          V         
Шякил 9.

Ъаваб: х=3т;  y=2-2t;  x=2t;  y=4+4t. 

7.  х=2т,  y=3t, з=4t   дцз хятти   2х+3й+4з=0  мцс-
тявисини кясирми? 

8.  Завод ики нюв ямтяя истещсал едир вя λ  интенсивлийи 
0-дан 1-я гядяр дяйишмякля ишляйя билир ( 1=λ  максимал 
интенсивликдир). 10 =−= λλ dan - я гядяр ( 1=λ  максимал 
интенсивликдир). 1=λ  олдугда завода (20, 40) ямтяя дясти, 
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λ  интенсивлийиндя   ися λ Г  дясти истещсал олунур. Заводун 
истещсал едя биляъяйи ямтяя дястини йазыын вя графики олараг 
тясвир един. 

9. Ики завод ейни нюв олмагла ики мящсул истещсал 
едир. (λ 1, λ 2) интенсивлийи иля ишлядикдя биринъи завод 

),15,1 λλ  икинъи завод  ися  )10,  дястини, 
бу заводлар бирликдя ися )  ямтяя дястини истещсал 
едир. Щяр ики заводун бирликдя истещсал едя биляъяйи ямтяя 
дястляр чохлуьуну йазын вя график тясвир един.  

10( 111λ =Q 20( 2222 λλλ =Q
( 2211 QQ λλ +

10.  Ики нюв ямтяя фязасында 1-ъи ямтяянин ямтяя 
дястиндя 2-ъидян 3 дяфя чох олдуьуну биляряк, онун йа-
ратдыьы еквивалентлийи нязярдян кечирин. 

11.  (2, 5) гиймятляри иля верилмиш ики ямтяя фязасында  
ямтяяляр чохлуьуну график олараг эюстярин.:  а) 40  пул ващид 
дяйяриня бярабяр; б) 60 пул ващидиндян чох олмайан дяйяря 
уйьун; c) 30 пул ващидиндян аз вя 40  пул ващидиндян чох 
олмайан дяйяря уйьун.  

12.  Ашаьыдакы ики ямтяя цчцн бцдъя чохлуьунун вя 
онун сярщядляринин неъя  дяйишдийини изляйин: а) йалныз эялир 
дийишир; б) йалныз бир ямтяянин гиймяти дяйишир; c) щяр ики 
ямтяянин гиймяти дяйишир, онларын нисбяти ися сабит галыр. 

13.  Ики  ямтяя  фязасында  ики гиймят  вектору  верил-
мишдир: П = (2, 3) вя Q =(3, 4). Биринъиси алыш, икинъиси сатыш 
гиймятидир. Бярабяр мянфяятлярин нисбяти ямтяя еквивалентлик 
мцнасибятидирми?  

14.  (2, 3, 5) гиймятляриня уйьун цч ямтяя фязасы 
верилмишдир: ашаьыдакы гиймятя уйьун ямтяяляр  чохлуьуну 
график олараг эюстярин:а)40 пул ващиди;  б) 60  пул ващидиндян 
чох олмайан;  c) 20  пул ващидиндян аз олмайан; ч) 30  пул 
ващидиндян  аз вя 40  пул ващидиндян чох олмайан.   

15.  Русийанын Мяркязи Банкы 1997-ъи ил цчцн валйута 
дящлизи мцяййян етмишдир. Илин яввялиндя доллар 5 500 рубл, 
илин ахырында ися 6 230 рубл (рягямляр шяртидир). Долларын 
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курсунун 1997-ъи илин эцнляринин уйьун апропсимя едилмиш 
нюмрясиня хятти асылылыьыны тапын.   

16.  Ики  ямтяя  фязасында мцтянасиб олмайан ики А 
вя Б ямтяя дястиня бахаг. ух βα +  комбинасийасы шяклиндя 

эюстяриля билян бцтцн Х дястляринин чохлуьуну тясвир един, 
бурада βα ,  мянфи олмайан ядядлярдир. Уйьун чохлуьу цч 

ямтяя фязасында неъя тясяввцр едирсиниз? Бу  щалда мцтя-
насиб олмамаг шяртини щансы шярт явяз едяр? 

 
2.2. Икитяртибли мцщцм яйриляр. 
       Полйар координат системи 

Дцзбуъаглы координат системиня нязярян икидяряъяли 
 тянлийи иля тяйин олунан хяття 

икитяртибли яйри дейилир. Ики дяряъяли тянлик йа чевряни, йа еллипси, 
йа щиперболаны, йа параболаны, йа кясишян дцз хятляр ъцтцнц, 
йа паралел йа да бир нюгтяни, йа да дцз хятляр ъцтцнц тяйин 
едир. Бундан башга, щямин  тянлийин щялляри чохлуьу бош 
чохдуг ола биляр. 

022 =+++++ FEyDxCyBxyАх

Мисал 1. х2 +й2=0  тянлийи  кясишян х–й=0 вя  х+й =0  
дцз хятлярини тяйин едир. 

Мисал 2. й2– 4 =0   тянлийи й – 2 =0 вя й + 2 =0 паралел 
дцз хятлярини тяйин едир. 

Мисал 3. х2 +й2=0  тянлийи О(0,0) нюгтясини тяйин едир. 
Мисал 4. х2+й2+1=0  тянлийини щеч бир нюгтянин 

координатлары юдямир. 
 

1.Икитяртибли мцщим яйриляр. Мяркяз адланан гейд 
едилмиш бир нюгтясиндян, радиус адланан ейни мясафядя 
йерляшян мцстяви нюгтяляринин чохлуьуна  чевря дейилир. 
Радиусу Р, мяркязи C(x0, y0)  нюгтяси олан чеврянин тянлийини 
чихараг (шякил 1). 

Чеврянин ихтийари М(х, й) нюгтяси цчцн CM=R.  
  Бурадан чеврянин  тянлийини аларыг. 
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                                                                           22
0

2
0 )()( Ryyхх =−+−
Яэяр чеврянин мяркязи                                                                    

 координат башланьыъында                               
оларса, йяни х0=0, й0=0 оларса,                                 
онда чеврянин  тянлийи каноник  

Шякил 2. 

 тянлик адланан садя шякля 
дцшяр:   х2 +й2=R2

                                                                                    
 
Фокус адланан верилмиш ики нюгтядян   мясафяляринин 

ъями  сабит кямиййят олан  
мцстяви нюгтяляринин чохлуьуна еллипс дейилир.  

0 X 
                  Шякил 1. 

Y 

C 

M

Бу сабит кямиййяти  2 а, фокуслар ися  Ф1(-c, 0) вя    
Ф2(-c, 0) –  иля ишаря едяк. Еллипс цзяриндя олан ихтийари  М(х, 
й) нюгтясиндян фокуслара гядяр мясафяляр:  

22
11 )( ycxMFr ++==   вя                                                                

22
22 )( ycxMFr +−==   олар.                          b                                          

M 

 Еллипсин тярифиня  ясасян                       -c                         c 
 . Бурадан:                        a    F1                      F2  a                    arr 221 =+

;44;2 2
22

22
121 rararrar +−=−=                       -b                             

;)()(4

4;44
22222

2
2

1
2

2
2

2

ycxycxa

arrraar

++−+−++=

=−+=
      

;)(; 222
2

22
2 xcaraxcaar −=−=   
( ) ;2)( 2224222 cxxcaaycxa +−=+−                                                

бурадан аларыг: )()( 22222222 caayaxca −=+− .    

Яэяр a=c олса,  й=0 аларыг ки, бу да [F1, F2]  
парчасынын тянлийидир. Яэяр  оларса, онда  

 ишаря едиб вя бярабярлийин  щяр тяряфини 
a2b2 – а  бюлсяк  еллипсин каноник тянлийини аларыг: 

са >
)(222 bcabca <<=−

12

2

2
2

=+ b
y

a
x  ;    .222 bca =−

Бу тянлийя  ясасян дейя билярик ки, еллипс координат 
охларына нязярян симметрикдир. Мцсбят, а вя б  ядядляри 
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еллипсин бюйцк вя кичик йарымохлары, а
с=ε   ядяди ися 

ексентриситли адланыр.  
0=ε  олдугда аларыг ки a = б, c у щалда еллипс 

радиусу а олан чевря
 = 0. Б

дир. 1=ε  олдугда ися a = c, б = 0 олар 
вя еллипс [F1,

ню
дя йерляшян мцстяви 

 F2]   парчасына чеврилир.  
 Фокус адланан  Ф  гтясиндян вя директрис адланан 
м дцз хяттиндян бярабяр мясафя
нюгтяляринин чохлуьуна парабола дейилир (шякил 3). 
Тутаг ки, )0,2( pF  параболанын фокус нюгтясидир, шагули м 

 
дцз хятти ися 2( p )0,−                                      

•
MN

нюгтясиндян кечир. Бу нюгтя  
ат  охуна

     
шагули координ  нязярян 
фокус нюгтясиля  симметрикдир.             •

F          Яэяр  М(х, й)  параболанын 
 ихтийари нюгтясидирся,  онда 

m
  

2
pxMN +=  -- бу нюгтядян Шякил 3. 

 д р мясафя,  иректрися гядя
22)( ypxFMr +−==  - фокуса гядяр олан мясафядир. 

бярабярдирПараболанын тярифиня ясасян бу мясафяляр : 

.2)( хypx +=+−   22 p

Бурадан  параболанын pxy 22 =  

ади, 

тянлийини алырыг. Лакин 

чох щалларда параболанын мяктябдян мялум олан 
тянлийиндян истифадя едирляр: cbxy ax ++= 2

 графики шякил 4 – 

, бурада a, b, c  

параболанын параметрляридир. Параметрлярин мцхтялиф 
гиймятляри цчцн параболанын дя верилмишдир. 
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 Y
 

a<0
X

     

   
             

2 4

        
     
                     
                      
  
  Адятян параболанын графикини гурмаг цчцн бир нечя ясас 
моментлярдян: симметрийа оху, кюкляри, параболанын тяпя 
нюгтяси, параболанын голларынын истигамяти вя с. истифадя едирляр. 
Биз щесаб едяъяйик ки, бу ясас моментляр мялумдур. 

Фокус адланан верилмиш ики   Ф1   вя   Ф2  нюгтясиндян 
мясафяляринин фярги сабит кямиййят олан мцстяви нюгтяляринин 
чохлуьуна щипербола  дейилир (шякил 5). 

Тутаг ки,  бу кямиййят  2а –йа  бярабярдир.   Яэяр 
 Ф1 (-Ъ, 0)  вя  Ф2(Ъ, 0) щиперболанын фокус нюгтяляри  М(х, й) 
ися щиперболанын ихтийари нюгтядирся, онда бу нюгтядян 
фокуслара гядяр мясафя  

( ) 22

11 ycxMFr ++==  

вя   ( ) 22

22 ycxMFr +−==   
олар. Щиперболанын тярифиня 
ясасян arr 221 =−   вя йа 

arr 221 ±=− . 
Еллипсдя олдуьу кими бу ифадяни 
садяляшдирмяк, щиперболанын  
каноник тянлийини аларыг:                                              Шякил 5. 

. M-b 

21 FaaF −

b 

        Xxx/(− ab 21)2
•

                              Шякил 4. 
 

0>a

0− acb =

C 

Y 



 

 55

2
2

2

2
2

сb
y

a
x =−  ;    .222 bac −=

Бу тянлийя ясасян мцяййян едя бтлярик ки, щипербола 
координат охларына нязярян симметрикдир. Икитяртибли  
яйрилярдян игтисадиййата  тятбигиня аид мисал эюстяряк.                       

Гисмян инщисар шяраитиндя фирма юз ямтяясиня юзц 
гиймят тяйин едя биляр,  лакин бу щалда фирма ямтяяйя тялябин 
дяйишмясини нязяря алмалыдыр. Ашаьыдакы мясяляни щялл едяк. 

Мисал 5 .  Сатышын щяъми - й,  w гиймятиндян • М  
й=40-2w  дцстуру иля асылыдыр. Истещсал хяръляринин - J, 
истещсалын й - щяъминдян асылылыьы  (й)=й2+2й+7 дцстуру иля 
верилир. Максимал мянфяят критерийасына ясасян истещсалын 
щяъминин оптимал щяъмини, мянфяятин мигдарыны вя хяръляри 
тапын. 

Щялли.  Мясялянин шяртляриня ясасян мянфяят 
( ) ( ) ( ) ( )7240 2

2
++−−=−= yyyyyJywyP  истещсалын щяъминин  

квадратик функсийасыдыр. Мянфяятин тюрямясини тапыб, ону 
сыфыра бярабяр етсяк, истещсал щяъмини оптималлашдыран й*=6 
гиймятини тапарыг. Сонра ися максимал мянфяяти - п*=47  вя 
истещсал хярълярини -  Ж*=55  тапырыг. 

 
2. Икитяртибли яйрилярин оптик вя щяндяси хассяляри. 

 Яввялъя оптик хассяляри гейд едяк:  
1) Ихтийари   М  нюгтясиндя еллипся тохунан дцз хятт   

Ф1 М,  Ф2М  (шякил 6, а) фокал радиуслары иля бярабяр буъаглар 
ямяля эятирир. 

2) Ихтийари  М  нюгтясиндя параболайа тохунан дцз 
хятт   ФМ  фокал радиусла вя  М  нюгтясиндян  башлайан,  па-
раболанын  охуна паралел  олан шца ямяля  эятирир (шякил 6, б). 

3) Ихтийари   М   нюгтясиндя щиперболайа тохунан дцз 
хятт Ф1 М  вя Ф2М фокал радиуслар иля бярабяр буъаглар ямяля 
эятирир (шякил 6, в). 
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   Шякил 6. 

 
                   
               
 
 
 
Ж_ 

 
 
 
 

                              
             
  
Еллипсоид, параболоид, щиперболоид. 

Инди тясяввцр едяк ки, еллипс, парабола вя йа щипер-
бола фокус нюгтяляриндян кечян ох ятрафында фырланыр. Алынан 
сятщляр уйьун олараг еллипсоид, параболоид вя йа  щиперболоид 
адланыр. Физикадан бизя мялум олан ишыьын якс олунмасы 
ганунуна ясасян алырыг: 

1) яэяр ишыг мянбяйи еллиптик эцзэцнцн фокусларындан 
бириндядирся, онда бу мянбядян чыхан ишыг шцасы эцзэцдян 
якс олунараг диэяр фокса йыьылыр; 

2) яэяр ишыг мянбяйи параболик эцзэцнцн фокус нюгтя-
синдядирся, онда ишыг шцасы эцзэцдян якс олунараг, пара-
боланын охуна паралел истигамятдя эедир; 

3) яэяр ишыг мянбяйи щиперболик эцзэцнцн фокусларын-
дан бириндя йерляширся, онда ишыг шцасы бу эцзэцдян якс 
олунараг еля истигамятдя эедир ки, диэяр фокусдан да бура-
хылсайды, щямин истигамятдя эедярди. Параболик эцзэцнцн бу 
хассясиня эюря прожекторун гурулушу тяйин олунур. Аша-
ьыдакы теорем еллипс, щипербола вя параболанын щяр биринин 

                                                    b)    
 
                                                          M 
    M 
 
    F1              F2                                                         F 
ж) 
 
                                   M 
 
 
          F1                            F2 

  а) 

   Шякил 6. 
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щяндяси тябиятини тясвир едир вя ня цчцн бу яйриляр коник 
кясикляр адланыр суалына ъаваб верир. 

 
Теорем. Истянилян даиряви конусун онун 

тяпясиндян кечмяйян мцстяви иля кясийи 
йалныз еллипс (хцсуси щалда чевря), 
парабола вя йа щипербола ола биляр. 

 
3. Полйар координат системи. Ялверишли вя тез-тез 

тятбиг олунан полйар координат системини тясвир едяк. Полйус 
адланан  О   нюгтяси иля, бу нюгтядян чыхан полйар ох 
адланан  ОА  шцасы иля вя узунлуьу юлчмяк цчцн мигйасла 
тяйин олунан координат системиня  полйар координат  системи  
дейилир. Бундан ялавя полйар координат системи верилдикдя О   
нюгтяси ятрафында щансы истигамятдя фырланманын мцсбят 
истигамят олдуьу да гейд едилмялидир. Адятян саат ягрябинин 
якси мцсбят истигамят щесаб олунур. Тутаг ки, О полйус   вя 
ОА   полйар ох  (шякил 7) верилмишдир.                   

Ихтийари  М  нюгтясиня бахаг                               

вя  ОМ = ρ   иля   ишаря  едяк.                          •M

 ОА охунун  ОМ  шцасы  иля                                       

цст-цстя  дцшмяси цчцн                       
ρ

фырлана ϕ  буъаьын  иля                                              0                            A 
ϕ

ишаря едяк, йяни  
ϕ=∠АОМ  (радиан)   ρ  вя ϕ     ядядляриня   М   нюгтясинин                   

   Шякил 7. 

(верилмиш системя нязярян) полйар координатлары дейилир. ρ  
ядяди биринъи координат вя йахуд полйар радиус, ϕ  ядяди 
икинъи координат вя йа полйар буъаг адланыр. 

Гейд едяк ки,  М  нюгтяси О нюгтяси или цст-цстя 
дцшярся, онда биринъи координат  ρ =0 олур, икинъи координат 
ися бу щалда гейри-мцяййяндир  (мцяййян гиймятя малик 
олмур). Бязян ейни заманда декарт вя полйар координат 
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системиндян истифадя етмяк лазым эялир. Бу щалда бир 
системдян диэяриня кечмяк мясяляси ортайа чыхыр: нюгтянин 
полйар координатларыны биляряк, онун декарт координатларыны вя 
тярсиня – декарт координатларыны биляряк онун полйар 
координатларыны тапмаг. Бу дцстурлары тапмаг чятин дейилдир, 
беля ки, (х, й)  декарт, ( ρ ,ϕ ) полйар координатлардырса, онда 

 

                                   
⎩
⎨
⎧

=
=

ϕρ
ϕρ

sin
,

y
соsх                                   (1) 

   дцстурлары полйар координатлардан декарт координатларына, 

                                   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=

xytg
yx

ϕ
ρ ,22

               (2)

                    
                                          
дцстурлары ися декарт координатлардан полйар координатлара 
кечиди тямин едир. 

Мисал 6. Нюгтянин декарт координатлары (-2, 2) верил-
мишдир. Онун полйар координатларыны тапын. (2) дцстурларында 
истифадя етсяк аларыг: .43,22 πϕρ ==  

Мисал 7. Декарт координат системиндя дцз хятт  
xy 3=   дцстуру иля верилиб. Асанлыгла эюрмяк олар ки, полйар 

координатларлы онун тянлийи  3=ϕtg  олар. 

Мисал 8. Радиусу Р, мяркязи полйусда олан чеврянин 
тянлийи полйар координат системиндя  R=− ρ   олар. 

Еллипсин, параболанын вя щиперболанын полйар координат 
системиндя тянликляриня дярсликдя бахмаг олар. 

 4.Хятлярин параметрик тянликляри. Тутаг ки, ОХЙ  
координат системи вя бир аргументли ики функсийа верилмишдир: 
                                  )(,)( tytUx ϑ==                              (3) 

Шяртляшяк ки, t–нин щяр бир гиймятиндя х вя й кямий-
йятляриня щяр щансы  М нюгтясинин координатлары кими бахмаг 
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олар. t дяйишдикъя цмумиййятля десяк, х вя й кямиййятляри дя 
дяйишир вя демяли М нюгтяси мцстяви цзяриндя юз йерини 
дяйишир. (3) бярабярлийи Мt нюгтясинин трайекторийасынын пара-
метрик тянлийи адланыр; t аргументиня дяйишян параметр де-
йилир.Яэяр М  нюгтяси щяр щансы хятт цзря щярякят едирся, 
онда (3) дцстурлары параметрик олараг щямин хятти тяйин едир. 

Мисал 9.  а) 33,4 +−== tytх  дцстурлары  1243 =+ yx   

дцз хяттинин параметрик тянлийидир; 
б) tRytRx sin,cos ==  дцстурлары, мяркязи коор-

динат башланьыъында радиусу Р  олан чеврянин параметрик 
тянлийидир;   

ъ)  tbytax sin,cos ==   дцстурлары  а вя б олан еллип-
син тянлийдир; 

ч) 
n

txty ν
2

, ==  - ися pxy 22 =  параболасынын пара-

метрик тянлийидир. 
 
 

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

 1.    параболасынын графикини гурун. cbxaxy ++= 2

Щялли: Графики характерик нюгтяляря ясасян гурурлар. 
Бунлара ашаьыдакылар аиддир: 

а) параболанын кюкляри -  тянлийиндян 
тапылыр (кюкляри олмайа да биляр);    

02 =++ cbxax

б) параболанын  тяпя нюгтяси – онун абсисини  
 тянлийиндян тапырлар; 02 =+ bax

ъ) координат охлары иля кясишмя нюгтяляри – бу 
нюгтянин координатлары (О.Ъ) - дир; 

ч) симметрийа охлары – абсиси  a
bx 2

−=  олан шагули 

дцз хятт; 
д) яэяр  a >0 оларса, параболанын голлары йухарыйа,  a <0 

оларса, ашаьыйа тяряф йюнялиб, a =0 оларса, онда парабола       
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дцз хяття чевриляр. (шякил 3-дя параболанын типик графикляри 
эюстярилиб). 

2.   щиперболасынын графикини гурун. d >0 оларса, 
онда щиперболанын бир ганады 1-ъи квадрантда, диэяр ганады 
ися 3-ъц квадрантда йерляшир (шякил 8, а); d <0  оларса, онда 
щиперболанын ганадлары 2-ъи вя 4-ъц квадрантда йерляшир 
(шякил 8, ъ). Чох щалларда координатлары мцтляг гиймятъя 
бярабяр олан ики нюгтяни тапмаг кифайят едир:  d >0  олдугда 
бир нюгтяни 1-ъи квадрантда, диэяр нюгтяни (симметрик) ися 3-
ъц квадрантда, d <0   олдугда ися  бир нюгтяни 2-ъи 
квадрантда, диэярини (симметрик) ися 4-ъц квадрантда 
тапырлар. 

dxy =

3.  Щяр эцн ейни ямтяядян ейни мигдарда алан ин-
санлар групуна бахаг (мясялян,  сигарет чякянлярин алдыг-
лары сигарети). Нязярдя тутулур ки, гиймятляр ъцзи дяйишир. Яэяр 
гиймятляр ящямиййятли дяряъядя дяйишярся, онда йени  
мигдарда  сигарет алмаг зяруряти йараныр. Бу инсанларын щя-
мин ямтяяйя тяляби иля гиймят арасындакы асылылыьы тапын. 
Щямин ямтяянин алынмасы цчцн эцндялик хярълянян мцхтялиф 
пул мигдарына эюря тялябин графикини чякин. 

                                                                                                  
                  
 
                                                                                                 
                                                                                                           
                                                                                                      
                         

d

                                                                                                               

d−
 

 
 
 

dd −

 

 Шякил 8. 
 

 

а)          y                                              b)              y    
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П гиймятинин щяр щансы интервалда дяйишмясиня уйьун 

Д тяляби  p
QpD =)(  дцстуру иля ифадя олунар, бурада  Г – 

пулун мигдарыдыр. Шякил 9-да тяхмини графикляр эюстярилмишдир.            
                                                                                                   
 
                                                                         

D 

P              Шякил 9. 

 
 
 
 
 
 
 

4) Полйар коориднат системиндя шагули вя цфиги дцз 
хятт тянликлярини верин. 

5) Полйар координат системиндя ашаьыдакы функ-
сийаларын графиклярини гурун: 

а)  ϕ=r  (Архимед спиралы); 

б) ϕ
π=r   (Щиперболик спирал); 

ъ)  ϕ3sin10=r  (цчлячякли гызылэцл). 
6) Ашаьыдакы хятляри параметрик шякилдя эюстярин: 
  9,16,1 22222 =−=+=+ yxyxyx
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Мювзу 3.  
ИГТИСАДИЙЙАТДА ХЯТТИ МОДЕЛЛЯР 
   3.1. Оптимал планлашдырманын хятти модели 

 
1. Оптимал планлашдырма мясяляси. Бу моделин ясас 

тяркиб щиссяси  2-ъи мювзуда верилмишдир. Онлары гыса шякилдя 
тякрар едяк. Тутаг ки, мцяссися м нюв ресурсдан н нюв 
мящсул истещсал едир.  Беля ки,  ж–ъи  нюв мящсулун бир 
ващидинин истещсалы цчцн  и–ъи  нюв ресурсун аиж ващиди сярф 
олунур, йяни  аиж  иля  ж –ъу  нюв мящсулун истещсал цчцн и – ъу  
нюв ресурсун сярфи нормасы ишаря едилмишдыр. 

Сярф нормасындан дцзялдилмиш  А =( аиж) матриси сярф 
нормасы матриси вя йахуд техноложи  матрис адланыр. Нязяря 
алаг ки, бу матрисин ж – ъу  сцтуну Аж   ж – ъу  мящсулун бир 
ващидинин истещсалына сярф олунан ресурсу тамамиля тясвир  
едир, и – ъи  сятир ися  и – ъи  ресурсун  щяр  мящсул  ващидинин 
истещсалы цчцн сярфини вя йа ващид интенсивли щяр технолоэийаны  
тясвир едир. Тутаг ки, cж кямиййяти ж – ъу  мящсулун бир 
ващидинин  сатышындан ялдя олунан хцсуси мянфяятдир. Бу 
хцсуси мянфяятляр ),,( 1 nссС L=  сятир-векторуну ямяля 

ъятирир. Онда 
nn xcxcXC ++=⋅ L11
 щасили ),,( 1 nxxX L=  ващиди 

иля ифадя олунмуш  мящсулун сатышындан ялдя олунан  мян-
фяят олар (бурада X – сцтцн векторудур, йазылыш садялийи цчцн 
бязян ону сятир вектор шякилиндя йазаъайыг). Бу мянфяяти 
P(x) иля ишаря едяк. 

 Тутаг ки, bi иля анбарда  олан  и – ъи  ресурсун мигдары 
ишаря едилмишдир (ващидляринин сайы). Бу ещтийат кямиййятляри  

 шякилиндя йазаг (B сцтун векторудур). Онда  ),,( 1 mbbB L=
BAX ≤  матрис-ваектор бярабярсизлийи эюстярир ки, истещсал 

планына бахаркян ресурс ещтийатларынын мящдудлуьу нязяря 
алынмалыдыр. Яэяр  бу бярябярсизлик юдянярся, демяли  Х планы 
цчцн ресурс ещтийатлары  Б  кифайятдир вя беля план реал вя йа 
мцмкцн план адланыр.  
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Ашаьыдакы оптимал планлашдырма мясялясиня бахаг:  
Истещсалын еля ),,( 1 nxxX L=  планыны тапмалы  ки, мцм-

кцн план олсун  вя бутун мумкун планлардан ян чох мян-
фяяти тямин етсин. Бу мясяляни ашаьыдакы кими йазырлар: 

  

,0
,

,
,max

1

11

11111

11

≥
≤++

≤++
→++

n

mnmnm

nn

nn

xx
bxaxa

bxaxa
xcxc
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L
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L

L

 

 вя йа матрис- вектор шякилиндя  

0
,

,max)(

≥
≤

→⋅=

X
BAX

XCXP
 

(  мящдудиййяти мясялянин мязмунуну нязяря алыр, 0 
-ися  Х – ля  ейни юлчцлц сыфыр сцтун - векторудур). 

0≥X
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,

,

1
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11111
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xx
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L

L
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вя йа матрис-вектор шякилиндя: 
   

0
,

≥
≤

X
BAX  

шяртлярини юдяйян бцтцн планлар чохлуьуну  Д иля ишаря едяк 
вя ону мцмкцн чохлуг (мцмкцн  планлар чохлуьу) 
адландыраг. Онда йухарыда эюстярдийимиз хятти програм-
лашдырма (ХР) мясялясини ашаьыдакы кими ифадя едя билярик: 
мцмкцн планлар чохлуьунда хсхP ⋅=)(   функсийасынын 

максимумуну тапын. Матрис-вектор шякилиндя       
.

,max)(
Dx

xP
∈

→

 2. Хятти програмлашдырма щаггында бязи цмуми 
мялуматлар.  Оптимал планлашдырма мясяляси хятти програм-
лашдырманын (ХП) ян мцщим мясяляляриндян биридир. Игтисади 
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шярщ вермядян ХП мясялясини беля ифадя етмяк олар: дя-
йишянлярин хятти мящдудиййятляри шяртляриндя хятти функсийанын 
екстремумларыны тапын. Дяйишянлярин бцтцн хятти мящдудий-
йятляри юдяйян гиймятляр чохлуьу мцмкцн чохлуг адланыр. 

Мцмкцн чохлуг юлчцсц мясялянин дяйишянляринин 
сайына бярабяр олан хятти ядяди фязада чохцзлц ъисимдир. 
Екстремуму ахтарылан хятти функсийа ися мягсяд функсийасы 
адланыр.  

Бу гайда иля формалашмыш дягиг рийази мясяля хятти 
програмлашдырманын цмуми мясяляси адланыр. Екстремум 
нюгтяси ися (яэяр о варса) ХП мясялясинин оптимал щялли 
адланыр. Гейд едяк ки, мцмкцн чохлуьун ихтийари нюгтяси 
ХП-нин щялли вя йахуд мцмкцн щялли  адланыр.  

Хятти програмлашдырма кечмиш ССРИ-дя 30-ъу иллярин 
(ХХ яср) сонунда йаранмышдыр. Игтисадчы-рийазиййатчы алим 
Л.В.Канторович бу мясялялярин бир сыра нювцнц гурмуш вя 
онларын щялли цсулларыны эюстярмишдир. 1975-ъи илдя щямин елми 
ишляриня эюря Л.В.Канторович игтисадиййат сащясиндя Нобел 
мцкафатына лайиг эюрцлмцшдцр ки, бу да ХП мясяляляринин 
бюйцк ящямиййятиня дялалят едир.  

Сырф рийази нюгтейи-нязярдян ХП мясяляляринин хцсу-
сиййяти ондадыр ки, бурада  екстремум тюрямянин тятбиг 
кюмяйи иля арашдырылмыр. Доьурдан да садя ХП мясялясиня 

бахаг:                                                                                      
30

,max1
≤≤
→−

x
x

                                                                                                    
Y 

Мягсяд функсийасынын  
тюрямяси 1- я бярабяр                                                                            
олдуьундан тядгиг  
олунан интервалда 
бющран нюгтяляри йохдур 
вя классик схемля 
екстремумлары тапмаг  
мцмкцн дейилдир (шякил 1). Лакин мягсяд функсийасынын 
максимуму х=3 нюгтясиндядир вя бу нюгтя тяйин областынын 

 

1= xy −  

 0                     
•

3 X

Шякил 1. 
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дахили нюгтяси дейилдир (тюрямянин кюмяйи иля екстремумларын 
тапылмасы цсулу мяктяб програмында да бахылмышдыр, 6.1-я 
дя баха билярсиниз).  

Практикада бязян еля ХП-мясялялярини щялл етмяк 
зяруряти йараныр ки, ресурсларын вя мящсулларын сайы щяд-
диндян чох олур (йцзлярля вя минлярля). Беля мясяляляри щялл 
етмяк цчцн эцълц рийази цсуллар йарадылыб вя бу тип мясяляляр 
компцтерлярин васитясиля щялл олунур. ХП мясялялярини щялл 
етмяк цчцн ян мяшщур цсул 1949-ъу илдя американ рийа-
зиййатчысы Дж. Дансиг тяряфиндян кяшф олунмуш симплекс 
цсулдур. Ашаьыдакы ики теорем ХП-нин вя симплекс цсулун 
нязяри ясасыны тяшкил едир. 

ХП-нин I ясас теореми.  ХП мясялясинин оптимал   
щялли йалныз вя йалныз о щалда вар ки, мягсяд функсийасы 
мцмкцн чохлугда екстремум истигамятиндя мящдуд 
олсун. 

Бу теорем цмуми щалда доьру олмайа да биляр. 
Мясялян,  xy 1=  функсийасы ( )+∞,0  чохлуьунда ашаьыдан 

0-ла мящдуддур, лакин бу чохлугда онун минимум нюгтяси 
йохдур. 

ХП-нин II ясас теореми.  Яэяр ХП мясялясиндя 
мягсяд функсийасы екстремум гиймятини алырса, онда 
екстремум нюгтяси мцмкцн чохлуьун щяр щансы кцнъ 
нюгтясидир. 

Кцнъ нюгтясинин дягиг тярифи садя дейилдир вя бизя щеч 
лазымда дейил. Йалныз йадда сахламаг лазымдыр ки, 
екстремумун ахтарылдыьы мцмкцн чохлуг – чохцзлц ъисимдир 
вя бу ъисмин тяпя нюгтяляри кцнъ нюгтяляр щесаб едилир. Бу 
кцнъ нюгтяляр сонлу сайдадыр. Симплек цсул ися мцмкцн 
чохлуьун кцнъ нюгтяляринин ахтарылан екстремум нюгтясиня 
йахынлашмаьа доьру истигамятлянмиш сечимдир. 

Нювбяти кцнъ нюгтясинин тящлили заманы симплек цсул 
ашаьыдакылары эюстярир: 

1) бу нюгтя – ахтарылан екстремум нюгтясидир; 
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2) мясялянин мягсяд функсийасы гейри мящдуддур, 
вя демяли екстремум нюгтяляри йохдур. Бу да о демякдир 
ки, мясялянин щялли йохдур; 

3) щансы кцнъ нюгтясинин тядгиг олунаъаьыны (бу 
шяртля ки, мягсяд функсийасынын сонракы кцнъ нюгтясиндяки 
гиймяти екстремума даща йахын олсун). 

ХП мясялясинин симплекс цсулу иля ади  ялля щялли 
Симплекс ъядвялляр адланан хцсуси ъядвялляр шяклиндя тяртиб 
едилир. Лакин онларла мящдудиййят вя бир о гядяр дя дяйи-
шянляр олдугда ХП мясялясини ади йолла щялл етмяк олдугъа 
мцряккяб олур, бу заман компцтерин тятбиги садяъя олараг 
зярури олур. 

3. Икидяйишянли ХП мясялясинин график цсулла щялли. 

Ашаьыдакы ХП мясялясини щялл едяк:                                    
 
( ) max,22, 2121 →+= xxxxS                              

,63 21 ≤+ xx                                                             
,62 21 ≤+ xx                                                                     

.0, 21 ≥xx   
                                                                                             

                                           
x2 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Шякил 2. 

0 
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L2 L1 

1x
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Мцстяви цзяриндя координат системи эютцряк (шякил 2). 
Беля ки, башланэыъ нюгтяси О(0,0), х1  охуну саьа доьру 
цфцги, х2 охуну ися йухарыйа доьру шагули истигамятляндиряк. 
Мцмкцн  Д  чохлуьуну гурмаьа башлайаг. 

63 21 ≤+ xx  бярабярсизлийини сярщяди 63 21 =+ xx  дцз 
хятти олан йарыммцстяви нюгтяляри юдяйир. Бу дцз хятти 
гурмаг цчцн ян садя йол онун координат охлары иля кясишмя 
нюгтясиня эюря гурулмасыдыр (бах бянд 1, щисся 2.1). Бу 
нюгтяляр (2,0) вя (0,6)  нюгтяляридир. Лазым олан йарыммцс-
тявини мцяййян етмяк цчцн щямин дцз хятт цзяриндя 
олмайан щяр щансы нюгтянин мясялян, О(0,0)  нюгтя-
синин  бярабярсизлийиндя координатларыны йериня йаз-
саг, бярабярсизлик доьру оларды. Буну охла эюстяряк. Демяли, 
I йарыммцстяви О(0; 0) юзцндя сахлайан ахтарылан 
йарыммцстявидир.  Аналожи олараг икинъи мящдудиййят тядгиг 
едирик вя ЫЫ йарыммцстявисини аларыг. Щяр бир дяйишянин мянфи 
олмамасы башга ики йарысммцстявинин дя гурулмасына 
имкан верир: Шагули охдан саь тяряф вя цфцги охдан йухарыйа 
тяряф. Дюрд йарыммцстявилярин кясишмяси ахтарылан мцмкцн 
чохлуьу- ОАБЪ дюрдбуъаглы веряр. Ону йцнэцлъя штрихляйяк. 
Индии щямин чохлугда  С(х1,х2) мягсяд функсийасынын мак-
симумуну тапмаг лазымдыр. ХП-нин ЫЫ ясас Теореминдян 
истифадя етмяк олар. 

63 21 ≤+ xx

Айдындыр ки, максимум нюгтяси О, А, Б, Ъ  тяпя нюг-
тяляриндян бири ола биляр. О, А, Ъ нюгтяляринин коориднатлары 
асан тапылыр: О(0, 0), А (0, 3), Ъ (2, 0). Б нюгтясинин ко-
ординатларыны тапмаг цчцн ашаьыдакы тянликляр системини щялл 
етмяк лазымдыр: 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

62
,63

21

21

xx
xx  

Системи щялл едяряк тапырыг: 
5

12,5
6

21 == xx . Инди 

бу нюгтялярдя мягсяд функсийасынын гиймятлярини щесабла-
йаг: .4)(,5

36)(,6)(,0)( ==== СSBSASOS  Эюрцндцйц ки-
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ми максимум 
5

36 - я бярабярдир вя буну  ( )55

ир Гей

ыр.  
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12,6B  

нюгтясиндя алыр. Лакин адятян максимум, адятян тяпя 
нюгтялярини сечмякля тапылмыр.  

2х1+2х2 = е тянлийи иля верилмиш Ле хяттиня, йяни С(х1, 
х2)= е – йя бахаг: эюрцндцйц кими Ле -хяттинин щяр бир 
нюгтясиндя С функсийасынын гиймятляри  ейнидир вя е - йя 
бярабярдир. Буна эюря дя Ле хяттиня С функсийасынын е 
сявиййя хятти  дейилир. Шякил 2-дя ики сявиййя хятти Л1 , Л2 эюс-
тярилмишд . д едяк ки, сявиййя хятляри кясишмирляр, 
бахдыьымыз щалда онлар паралел дцз хятлярдир вя щяр бири юз 
нормал )2,2(=nr  векторуна перпендикулйардыр. Бу нормал 
вектор С функсийасынын артма истигамятини эюстярир. Она эюря 

уму тапаркян  ахтарышында сявиййя хяттинидя максим
тор истиг

 нормал 
в амятиндя щярякят етдирмяк лазымдек

                                                 
 

      

                                            
a)          

                                         
                                          

   

     
    
 
 

 

0, 21

21

≥

+

xx
xx

x
xx

 

 
 

 

артаъаг. Сявиййя хяттинин мцмкцн чохлугла кясишдийи ахырынъы 

                                                                               

 
Бу щалда тядгиг едилян функсийанын гиймятляри 

D

0                                    

I n

II 

0,
3

1052
min33

21

1

21

21

≥
≤

≥+
→− +

xx
x

xx
xx

b)        x2 

D 

n  
0                                            x1 

Шякил 3. 
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нюгтя максимум нюгтяси олаъаг. Бизим щалда бу Б 
нюгтясидир. Беляликля ъаваб: 5

36max;5
12,5

6
21 === Sxx .  

Яэяр  мясялядя хятти функсийанян минимумуну  тап-
маг тяляб олунсайды, онда сявиййя хяттини нормал векторун 
якси истигамятиндя щярякят етдирмяк лазымдыр.  

Рийази анализин цмуми теоремляриндян алыныр ки, яэяр 
ХП мясялясиндя мцмкцн чохлуг мящдуддурса, онда 
мягсяд функсийасы бу чохлугда щям максимумуну, щям 
дя минимумуну алыр. Яэяр мцмкцн чохлуг гейри-мящдуд 
оларса, онда екстремум олмайа да биляр. Бу щалда ХП мя-
сялясинин щялли йохдур. Шякил 3-дя минимумун тапылмасына аил 
мясяля эюстярилмишдир (шякил 3, а). Щямин шякилдя бир 
мясялянин дя щялли эюстярилмишдир: мягсяд функсийасынын 
гейри-мящдуд олмасына ясасян максимум истигамятиндя 
маскимум нюгтяси йохдур (шякил 3, б). 

4. Там ядядли  ХП мясяляляри. ХП–нин  бир мяся-
ляляриндя дяйишянлярин бир нечяси вя йахуд щамысы там ядядли 
олур, йяни онларын гиймятляри йалныз там ядядляр олур. Мяся-
лян, трансформаторлар щаггында мясялядя (1.2 бюлмясиндя 
бах) вя йа ашаьыда эятирилян 3,4 мясяляляриндя олдуьу кими. 
ХП-нын беля мясялялярини щялл етмяк ади мясяляляри щялл 
етмякдян чох мцряккябдир. Ади мясяляляр дедикдя там 
ядядли мящдудиййятин олмадыьы мясяляляр нязярдя тутулур . 
Беля мясялялярин щялл цчцн хцсуси цсуллар тяртиб олунуб, 
мясялян «будаг вя сярщяд» адланан цсул. Йалныз ХП 
мясялясинин щяллиндя олдуьу кими, бурада да сявиййя хяттини 
екстремум истигамятиндя щярякят етдиряряк ахырынъы 
тамядядли нюгтяни тапмаг лазымдыр. Бунунла да ахтарылан 
оптимал тамядядли щялли тапмыш оларыг (ашаьыдакы 2-ъи 
мясяляйя бах). 
 

 
 
 
 



 

 

 

70 

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1.   ХП мясялясини щялл един: 

1
,0,,

,10222
,27

max,51998

2

321

321

321

321

≥
≥

=−+
=++

→++

x
xxx

xxx
xxx

xxx

 

Щялли. Биринъи бярабярлийи  2-йя вуруб, икинъи 
бярабярликля топласаг, аларыг:  

.16,3222 2121 =+=+ xxxx  
Бурадан,  х3=11 . Мягсяд функсийасында   х1  вя   х2 

–нин  ямсалларынын чох фяргли олдуьуну нязяря алсаг, беля 
нятиъяйя эялирик ки,  х1  чох бюйцк , х2 –ися чох кичик олмалыдыр. 
Сон нятиъядя аларыг:  х2=1, х1=15. Мягсяд функсийасынын  
максимуму  30026 олар.  

 

2.Там ядядли  ХП  мясялясини график цсулла щялл един: 

112
,140207

,2423
max,910

1

21

21

21

≤
≤+

≤+
→+

x
xx

xx
xx

 

     х1, х2 - там ядядлярдир, . 0, 21 ≥xx
Мясялянин мцмкцн чохлуьунун тясвири нядир  вя 

онун нечя елементи вар?  
Щялли. Яввялъя мцмкцн чохлуьу там ядядли шяртини 

нязяря  алмадан тапаг. ОАБЪД бешбуъаглысыны аларыг  
(шякил 4).                       

Щяр ики координаты там ядяд олмагла, бу бешбуъаг-
лынын нечя нюгтяси олдуьуну мцяййян едяк. Беля нюгтялярин 
сайы 39 -дур. Щямин нюгтяляр чохлуьу мясялянин   мцмкцн    
чохлуьуну тяшкил  едир (там ядядли  олмаг шярти иля). О 
нюгтясиндян (10, 9) нормал векторуну чякяк.   
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Бу вектора перпендикулйар  n
олан дцз хятти, онун эюстярдийи 
 истигамятдя щярякят етдиряк. 
Ахырынъы там ядядли нюгтяни  
тапмаьа чалышаг. Бу (5, 4) 
 нюгтясидир. Мягсяд  
функсийанын  максимум  
гиймяти там ядядли  шяртини  
нязяря  алмагла 95-я  
бярабярдир. 
 

3. Тикинти трестиндя 2 аьыр вя 10 йцнэцл екскаватор 
вар. Цч тикинти идарясиндя онлара ещтийаъ вар. Бир аьыр вя бир 
йцнэцл екскаваторун суткалыг иши (куб метрля) ашаьыдакы 
кимидир: (150, 40), (180, 25), (200, 30). 

0          11/2  8          x1 
•
D

 
             Шякил 4. 

C

B 

 x2 
A

Бир тикинти идарясиндя 5-дян чох екскаватор эюн-
дярмяк олмаз. Щяр бир тикинти идарясиня эюндярилян аьыр вя 
йцнэцл екскаваторларын сайыны мцяййянляшдирян мясяляни 
тяртиб един вя щялл един, бу шяртля ки, екскаваторларын бир 
суткалыг ъям шякилдя иши максимум олсун. Гейд едяк ки, бу 
мясяля там яддяли програмлашдырма мясялясидир. 

4. 40-дан аз олмамаг шяртиля 2х3 юлчцлц вя 60-дан 
аз олмамаг шяртиля 5х5 юлчулу дямир лювщялярдян минимум 
сайыда 13х6 м  юлчцлц дямир лювщяляри дцзялтмяк цчцн хп 
мясяляси тяртиб един вя бу мясяляни щялл един. Нязяря алын 
ки, бу мясяля там ядядлидир. 

Эюстяриш. Бюйцк  лювщялярин кичик вя орта лювщяляря 
бюлцнмясинин бцтцн  мцмкцн  цсулларына бахын. 

 
3.2. Хятти програмлашдырмада икилилик 

 
Икилилик нязяриййяси бцтцн хятти програмлашдырманын 

мяркязи щиссясини тяшкил едир. Бу нязяриййя игтисадиййатда 
эениш тятбиг едилир. 
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1. Тиъарят мясяляси. Техноложи матриси А, мянфяятдя 
хцсуси эялир векторлары  Ъ вя ресурс ещтийатлары Б олан мцяс-
сисянин бир дюврядяки ишиня бахаг. Уйьун оптимал план-
лашдырма  мясяляси эениш шякилдя ашаьыдакы кими олар: 

                      

.0,,
,

,
,

max

1

11

11111

11

≥
≤++

≤++
→++

n

nnmnm

nn

nn

xx
bxaxa

bxaxa
xcxc

K

K

KKKKKKKKK

K

K

                              (1) 

Фярз едяк ки, мцяссисяни сащибинин йанына алыъы эялир 
вя ресурс ещтийатларынын бир щиссясини вя йа щамысыны она 
сатмаьы тяклиф едир. 

Нийя дя олмасын? Нормал игтисадиййатда гяти инкар 
йохдур, щяр шей гиймятдян асылыдыр. Ресурсларын ятрафында 
алвер башлайыр, даща дягиг десяк ресурсларын гиймятлян-
дирилмяси башлайыр, беля ки, алвер базарда эетмир, она эюря дя 
мцяссися сащибинин вя алыъынын мцхтялиф фикирляри ола биляр. -ъи 
ресурсун гиймятини  иля ишаря едяк. Алыъы юз мягсядини 

мцяййянляшдириб: ня гядяр мцмкцндцр  аз хяръ чяксин 
йяни: 

i
iy

min11 →++ mmbyby K  

Мцяссися сащибинин ися юз фикирляри вар. Бахын о, дейир 

j - ъы мящсулун бир ващиди цчцн мян  мянфяятини ялдя 

едирям, бу ващид мящсулу истещсал етмяк цчцн 
jc

( )mjj aa ,...,1
 

мцхтялиф ресурсларын бир ващидини хяръляйирям. Буна эюря дя 
аьлабатандыр ки, 

jmjmj cayay ≥++K11
 олсун. Бу мцнасибят 

бцтцн нюв мящсуллар цчцн доьру  олмалыдыр. Алыъынын вя 
сатыъынын аргументлярини бирляшдирсяк, йени ХП мясялясини 
аларыг: 
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.0,,
,
,

,
max,

1

11

11111

11

≥
≤++

≤++
→++

m

nmnmn

mm

mm

yy
cayay

cayay
byby

K

K

KKKKKKKKK

K

K

     (2)    

Бу мясяля  яввялки (1) мясялясиня нязярян  икили 
мясяля адланыр вя бирликдя тиъарят мясялясини тяшкил едирляр. 

Гейд едяк ки, яввялки мясялянин щяр бир мящду-
диййятиня гаршы, йяни щяр бир ресурса гаршы уйьун олараг икили 
дяйишян гаршы гойулмушдур. Эюстяряъяйик ки, щяр ики мяся-
лянин оптимал щялли вар. Икили дяйишян верилмиш ресурса уйьун 
оптимал гиймятин ресурсун икили гиймяти адланыр. 

 
2. Икили мясялянин симметрик ъцтлцйц.  Мясяля (2)-ни 

матрис-вектор шякилиндя йазаг. Бунун цчцн ресурсларын 
гиймятлярини сятир-вектору шяклиндя эюстяряк: ( )myyY ,...,1= .  

(1) башланьыъ мясялясини дя онун йанында йазсаг, 
икили мясялянин симметрик ъцтлцйцнц аларыг: 

                 
( )

0
,

max,

≥
≤

→⋅=

X
BAX

XCxP ( )

0
,

min,

≥
≥

→⋅=

Y
cYB

BYYS
                 (3) 

Башланьыъ мясялядя олдуьу кими икилилийи тяртиб етмяйи 
тякрарлайаг: 

1) мягсяд функсийасынын екстремумунун типи дяйишир; 
2) башланьыъ мясялянин щяр бир мящдудиййятиня икили 

мясялянин бир дяйишяни гаршы гойулур; 
3) башланьыъ мясялянин сярбяст щядляри икили мясялянин 

мягсяд функсийасынын дяйишянляринин ямсаллары олур; 
4) мящдудиййятляр системиндя щяр бир ямсаллар сцтцнц, 

икили мясялянин мящдудиййятлярини формалашдырыр, лакин бярабяр-
сизлийин типи дяйишир. Башланьыъ мясялянин мягсяд функ-
сийасынын дяйишянляринин ямсаллары икили мясялянин уйьун бя-
рабярсизликляринин сярбяст щядляри олурлар. 
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Икили мясялянин тяртибинин бу алгоритми ХП–нын (2) 
шякилиндя йазылмыш икили мясяляси цчцн дя йарарлыдыр. Беляликля, 
верилмиш ХП–нын  икили мясялясинин   тяртиби цчцн бу мясяля 
максимуму тапмаг цчцндцрся, онда ону (1) шякилиндя, 
яэяр минимуму тапмаг цчцндцрся, онда ону (2) шякилиня 
эятирмяк лазымдыр, бундан сонра ися эюстярилмиш алгоритмля  
икили мясяля гурулмалыдыр. 

Мясялян, верилмиш  ХП  мясялясинин икили мясялясини 
йазаг: 

0,,
,01

,3
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xxx
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xxx

 

Бу мясялядя минимуму тапмаг тяляб  олундуьу 

цчцн бцтцн бярабярсизликляри ( )≥   шякилиня эятиряк. Онда  ХП  

мясялясиня еквивалент мясяля аларыг: 

0,,
,1
,3

min,2310

321
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21
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≥
≥−
≥−

→−−

xxx
xx
xx

xxx
 

Бундан сонра икили мясяляни тяртиб едяк: 

.2
,3

,10
max,3

2

1

31

21

−≤−
−≤−
≤+
→+

y
y

yy
yy

 

 

3. Икилилик теоремляри.   Икили мясялянин вектор-матрис 
формасында симметрик ъцтлцйцня бахаг: 
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( )
,

max,
≤

→ ( )
,

min,
≥

→⋅=
BAX

XСX
                     

P ⋅=
CYB

BYYS

X 0≥ Y 0≥

        

  цчцн
                              

Башланьыъ мясялянин мцмкцн чохлуьуну  Д иля , икили 
мясялянин мцмкцн чохлуьуну ися  Д1-ля ишаря едяк. 

 
Икилилик нязяриййясинин ясас бярабярсизлийи.  
Башланьыъ мясялянин ихтийары мцмкцн  Х вя икили мя-

сялянин ихтийары Й щялли    
( ) ( )YSXP ≤                       (4) 

 Исбаты. Щяр ики мясялядя дяйишянляр мянфи олмадыьы 
цчцн ашаьыдакы  бярабярсизликляр доьрудур: 

 ( ) ( ) ( ) ( )YSBYAXYXYAXсXP =⋅≤⋅=⋅≤⋅=  
Ясас бярабярсизликдян чыхан нятиъя. Яэяр и или чцтлцк 

мясяляляринин биринин мцмкцн чохлуьу бош дейился, онда 
диэяр мясялянин мягсяд функсийасы юз мцмкцн чохлуьунда 
екстремум истигамятиндя мящдудду

к

р. 
нин мцмкцн 

чохлуь
Исбаты. Тутаг ки, башланьыъ мясяля

0у бош дейил, йяни  Д-дя щяр щансы Х  нюгтяси вар. 
Онда ясас бярабярсизлийя эюря икили мясялянин мцмкцн 
чохлуьунун ихтийары Й нюгтяси цчцн  ( ) ( )0XPYS ≥   олар. 

Мцмкцн щяллярин оптималлыг критерийасы.  
шланьыъ вя ик мясялянин мцм-

кцн щя
Тутаг ки, Х* вя Й* ба или 
лляридир. Бу щяллярин оптимал олмасы цчцн зярури вя кафи 

шярт щямин мясялялярин мягсяд функсийаларынын гиймятляринин 
бярабяр олмасыдыр. 

Исбаты. Фярз едяк ки, ( ) ( )** YSXP = .  
Исбаты едяк ки, Х* максимум

миниму о
 нюгтясидир (Й*- ун 

 ясас бярабярсизлийя эюря

м нюгтяси лмасы аналожи гайда иля исбат олунур). 
Тутаг ки, Х башланьыъ мясялянин щяр щансы мцмкцн нюг-
тясидир.  ( ) ( ) ( )** XPYSXP =≤ Онда . 
Буну да исбат етмяк тяляб олунурду. 

ритерийанын икинъи щиссяси ашаьыдакы теоремлярин 
нятиъясидир: 

К
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ри бярабярдир. 
ох мцряккябдир вя бизя лазым 

дейил. 

нин оптимал олма  зярури вя кафи ш  ашаьыдакы цч 
п мцнасибятлярин щ н йериня йетирилмясидир (йаддан 

 ки, х – сцтц , й - ися сятир векторудур): 

 
 
 

 Икилилийин 1-ъи теореми. 
Яэяр икили мясялялярин биринин оптимал щялли варса, онда  

о бири мясялянин дя оптимал щялли вар вя мягсяд функсийа-
ларынын екстремал гиймятля

Бу теоремин исбаты ч
Бу теорем башга ики теоремля бирликдя ХП-нын икилилик 

нязяриййясини тяшкил едир. 
 Икилилийин 2-ъи теореми. 

Башланьыъ Х* вя икили Й* мясяляляринин мцмкцн щял-
ляри сы цчцн ярт
гру яр бирини
чыхармайын н векторудур
1) ( )* 0* =− ABY    вя    X ( ) 0** =− XC
2) 

AY ; 

( )0
1 1

** =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

j
iji ab∑ ∑

= =

m

i

n

ji xy    вя    0
1 1

* =−∑ ∑
= =j i

jij ya ; *
j

m m

j xc

3) Ихтийари   цчцн яэяр оларса, онда ихтийари mi ,...,1=   0* >iy  

nj ,...,1=  цчцн bxa =∑ *  олар, яэяр x  оларса, онда 

ya∑
Ы груп мцнасибятлярин зярури вя кафили и исбат едяк.  

вя . 
ясас бярабярсизлий

i
j

jij
=1

j

n

0* >

j
i

jij c=
=1

* . 
m

йин
Зярурилик. Тутаг ки, Х*  Й*-оптимал щяллярдир Икилилийин 

иня ясасян аларыг: BYXC ⋅≤⋅ ** . 

( ) ( ) BYAXYXAYXC ⋅≤=≤⋅ ******   
 олдуьундан   

BYCX ** ≤  олар. Де
икилилийин биринъи тереминя ясасян  
мяли бцтцн бярабярсизликляр щягигятдя 

бярабярликлярдир: йяни ( ) ( ) BYYXAY ***** ≤=≤  

ля аларыг ки,  

AXCX *

белялик ( ) 0** =− AXBY  вя ( ) 0** =− XCAY  
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Кафилик. Тутаг ки, ( ) 0** =− AXBY  вя ( ) 0** =− XCAY . 

Онда ( )*** AXYBY =    вя   ( ) *** CXXAY = , ** XCBY ⋅=⋅  
Оптималлыг критерийас илярик ки,  х* вя 

й* - оптимал щяллярдир. 
ЫЫ вя ЫЫЫ груп мцнасибятлярин еквивалентлийинин исбаты иля 

кифайятляняк. Тутаг ки, ЫЫ груп мцнасибятляр юдянир. Йалныз  
сол мцнасибятляря бахаг. 0

1 1

* =⎟

ына ясасян дейя б
 

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −∑ ∑

= =

m

i

n

j
jijii xaby   ъяминин  щяр 

бир топлананы мянфи дейилдир, демяли бцтцн ъямин сыфыра 
плананын сыфырабярабяр олмасындан щяр бир то

чыхыр
 бярабяр олмасы 

. Бу ися о демякдир ки, «ихтийары  mi ,...,1= » цчцн ЫЫЫ груп 
сол мцнасибятиляри юдямир. Эюстяря билярик ки, ЫЫЫ груп 
мцнасибятляри йериня йетирилмясиндян алыныр ки, ЫЫ груп 
мцнас

л

ибятлярин сол   тяряфи сыфыра бярабярдир. 
 Икилилийин 3-ъц теореми.  

Оптимал план ашдырма мясялясиня бахаг: 
( )

0,
max,

≥≤
→⋅=

XBAX
XCXP  

Бу мясяляни Б сяля адл Тутаг ки, Б мя андыраг.  – 
ресурс ещтийатлары векторунун конкрет Б0– гиймятиндя  

( ) ( )*0*
jxBX =  оптимал планынын щяр ики тяряфи ъидди мцсбятдир. 

Б0 – мясялясинин икили мясялясинин оптимал щяллини ( )** BY  иля 
ишаря едяк. Онда еля  0>ε  вар ки,  ε<− 0BB  олдугда: 

1) Б оптимал планлашдырма мясяляси цчцн
мящсулларын чешиди яввялки кими галыр (мигдар 

 бурахылан 
 

йишмяси мцмкцндцр); 
) бу ялянин 

етибары иля дя-

2 ндан ялавя, Б мясялясиня икили олан мяс
оптимал ( ) ( )0** ByBy = ;  щялли дяйишмяз галыр, йяни 

3) Б мясялясинин максимал мянфяяти 

( ) ( ) ( )∑
=

−+=
n

i
iii bbyBPBP

1

0*0**  дцстцрц иля ифадя олунур, 

бурада ( )0* BP   Б0 мясялясинин максимал мянфяятидир. 



 

 

 

78 

. Бу ися реаллыьы дцзэцн 
якс е е

а о

 й
индя ещтийатлары дяйишмякля, бурахылан 

мящсулларын чешидини дяйишмяз сахламаг олар вя бурада 
кейфиййят дейил, йалныз мцяййян кямиййят дяйишиклийи ола 
биляр. Инди ися икилилийин ЫЫЫ теореминин игтисади мянасына бахаг. 

Бу теоремин исбаты чох мцряккябдир  вя бизя лазым 
дейил. 
 4. Икилилик нязяриййясинин игтисади мязмуну. Бу 
нязяриййядя бахылан мяркязи мясяля ресурсларын гиймяти 
мясялясидир. Бу гиймятляр базар гиймятляри дейил, истещсал 
мцяссисясинин йалныз дахили нюгтейи-нязяриндян техноложи 
матрис вя мянфяятдя хцсуси  эялир иля тяйин  олунан мцяссися 
структурунда ресурслардан сямяряли истифадя мянада  баша 
дцшцлцр. Гиймятляндирмя йалныз истещсалын бир тсиклиндя 
истифадя едилян ресурслар цчцн апарылыр

тдирмяйян шяртилик, абстрактлыг лементидир. Бурадан 
ресурсларын гиймятляндирилмясинин ясас суалы мейдана чыхыр. 
Бу вя йа диэяр ресурсун бир ващидинин ялавя олараг истещ-
салата ъялб олунмасы ня гядяр мянфяят веряр? Конкрет ола-
раг бу суал ашаьыдакы демякдир?  

Б ресурс ещтийатлары вектору иля верилмиш оптимал 
планлашдырма мясялясиня бахаг. Максимал мянфяяти тапаг. 
Икили й* мясялясинин оптимал щяллини тапаг. Яввялляр эюс-
тярдийимиз кими икили мясялянин дяйишянляринин оптимал гиймят-
ляри ресурсларын икили гиймятляри адланыр. Бахдыьымыз нюгтейи-
нязярдян мящз ресурсларын икили гиймятляри онларын гиймят 
юлчцсцдцр. Икилилийин  3-ъц теореми дя буну тясдиг едир. Доь-
рудан да теоремин шяртляри дахилиндя истещсалата сярф олунан 
ялавя бир в щид и-ъи ресурсун максимал мянфяяти нун икили 
гиймяти гядяр артырыр. Икилилийин  3-ъц теореми башга бир мцщцм 
факты да тясдиг едир. Истещсал олунан мящсулларын чешидинин 
истянилян дяйишиклийи истещсал цчцн аьрылы кечир. Беля ки, йени 
мящсул нювц цчцн алыъы  тапмаг, артыг истещсалдан чыхарылмыш 
мящсуллар щаггында алыъылара изащат вермяк, истещсалы 
йенидян гурмаг, дязэащларын бязилярини дяйишмяк, фящляляри 
йенидян юйрятмяк вя с. Лакин икилили ин 3-ъц теореминя эюря 
мцяййян шяртляр дахил
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Бунун ньыъ) оптимал
.    

оптимал 

 цчцн илкин (башла  планлашдырма 
мясялясиня бахаг

Онун планы ( )** xX =  вя икили мясялянин 

оптимал 

j

планы ( )**
jy=  олсун.  3 ц груп мцнасибятляря ня-

j

m

j
iij cya >∑

=1

*  оларса, онда

Y -ъ

зяр салаг. 
j –ъы технолоэийаны мянфя-

ятсиз (файдасыз) адландыраг. Бу адын мянасы айдындыр, беля 

т верир, буна сярф олунан ресурсла

ки, бу  васитясиля ващид мящсул гядяр 

мянфяя рын гиймяти ися 
m

ya *

 ки, опти

иф ъящяти олан
  олунмалыдыр

Икилилик 

ресурс ещтийатларынын цмуми гиймятиндян чох 
мянфяят ялдя олунс . Икилилийин 1-ъи теореми тясдиг едир ки, 

 технолоэийа бир jc  

∑
=j

iij
1

 гядярдир, йяни мянфяятдян чохдур. 

Бу сябябдян дя 3-ъц груп мцнасибятляр бирмяналы 
тясдиг едир мал планда бир дяня дя олсун мянфяятсиз 
технолоэийадан истифадя олунмур. Диэяр тяряфдян 3-ъц   груп 
«истянилян mi ,...,1= » мунасибятляриня ясасян демяк олар ки, 
яэяр ресурслар оптимал планда там истифадя олунмамышдырса, 
онда онун икили гиймяти сыфыра бярабярдир.  Ресурсларын икили 
гиймяти мцсбят олдугда, бу истещсалатын зяиф ъящяти адланыр. 
3 -ъц груп мцнасибятляря эюря истещсалатын зя  
ресурслар оптимал планда там шякилдя истифадя . 

нязяриййясинин ясас (4) бярабярсизлийини 

∑∑
==

≤
m

i
ii

n

j
jj byxc

11

. 

Буну игтисади нюгтейи-нязярдян шярщ едяк. Бу бяра-
бярсизлийи ашаьыдакы кими шярщ етмяк олар: яэяр биз сатыъынын 
аргументляри иля разыйыгса, онда истещсал олунан бир ващид 
мящсула сярф олунан ресурсларын гиймяти бир  ващид мящсулун 
сатышындан ялдя олунан мянфяятдян аз олмамалыдыр, ейни 
заманда  истещсалатын щеч бир мцмцкцн планы имкан вермя-
мялидир ки, 

ун
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йалныз оптимал план ре  олан мянфяяти тямин 
едя биляр. 

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1. ХП  мясялясинин икилилийин 2-ъи теореминя эюря щялли. 
Тутаг ки, ХП  мясяляси верилмишдир: 

2

→

сурслардан лазым

 
 

0,,
,02

,1

31

31

21

32

≥
≥++

≤+
max,84 −

xxx
xx

xx  

xx

Бу мясялядя цч дяйишян олдуьундан ону график щялл 
етмяк олмаз. Бу мясяляни икилилийин 2-ъи теореминя ясасян 
щялл етмяк олар. Мясялянин икили мясялясини , бунун 
цчцн бцтцн бярабярсизликляри

 гураг
 ( )≤  шяклиня эятиряк: 

.0,,
.0,2

,0,1
max,84

321

231

121

32

≥

≥≤−−

≥≤

− →

+

xxx
yxx

y
xx

 

Икили мясяляни йазаг: 

,0
min,2

1

21

−≥

≥−
→

xx

+

,4
21

≥y  

.021 ≥,
,82− y

yy
 Бу мясяля икидяйишянлидир. 

yy
yy

Ону график цсулла щялл едя 
билярик. 

Ъаваб:    й1=4,   й2=0  
 Инди ися башланьыъ мясялянин щяллини икилилийин 2-ъи 
теореминин кюмяйи иля тапаг.       
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 цйьун мящдудиййятляри онун оптимал щялля-
ринин к

шянин оптимал гиймяти сыфыра 
бярабя

Икили мясялянин ЫЫ вя ЫЫЫ мящдудиййятляри ъидди бяра-
бярсизлик олдуьундан, х1=0,  х3=0  олар. й1 >0   олдуьундан   
х1+х2=1   вя демяли х2=1 олар. 

2. ХП  мясяляси цчцн икили мясяляни гурун: 

321 →

 3-ъц груп мцнасибятляри беля шярщ едяк:  яэяр дяйи-
шянлярин  оптимал гиймятляри сыфырдан ъидди бюйцкдцрся, онда 
икили мясялянин

омпонентляриня бярабярлик шякилиндя дахил олар вя 
тярсиня яэяр мясялянин мящдудиййятляри ъидди  бярабярсизлик 
шяклиндядирся, онда икили дяйи

р олар. 

min,3034 + −

0,, 321

32

≥
,052

,16 31

≤+−
≥−

xx
xx  

xxx
(1, 2, 0) вя (4, 3) нюгтялярин

xxx

ин уйьун олараг башланьыъ 
вя икили мясялялярин оптимал щялляри олдуьуну йохлайын. 

3. Верилмиш ХП мясяляси цчцн икили мясяляни гурун, 
ону щялл един вя сонра икилилийин ЫЫ теореминин кюмяйи иля 
башланьыъ мясялянин щяллини тапын: 

1 →x

 ресурс истиграз алмаьа сярафр олунса 
29%, б валйута алыб 
сонрад

 икили гиймяти неъя олар? 
5. Аьаъ емалы заводунда (бах 1.2) трансформаторлар 

щаггында мясялядя ашаьыдакы суаллара ъаваб верин: Щансы 

 

max,12

0,,
,422
,12

321

321

321

≥
≤+−
≥+−−

xxx
xxx
xxx  

4. Банк 3 ай мцддятиндя 1 милйард рубл сярбяст 
ресурса маликдир. Бу

анкларарасы базара сярафр олунса  17 %, 
ан конвертасийа едился 14%  эялир эятиряр. Максимум 

фаиз эялири газанмаг цчцн мясяля тяртиб един, онун икили 
мясялясини гурун. 

Ресурсун
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ресурс ти не-

хаг. Тутаг ки, халг тясяррцфатынын бцтцн истещсал 
сектору  сащ

атынын аз вя йа чох дяряъядя бцтюв 

 истещсалын «зяиф йеридир»?  Ресурсларын икили гиймя
ъядир? 

 
 

3.3. Леонтев   вя   Нейман  моделляри 
 1. Леонтев модели. Илк олараг сащялярарасы баланс 
моделиня вя йа америка игтисадчысы Леонтев (1906-1999) 
моделиня ба

  н тямиз яйя  бюлцнмцшдцр. Тямиз сащя шярти 
анлайышдыр – халг тясяррцф
щиссясидир, мясялян, енерэетика, машынгайырма, кянд тясяр-
рцфаты вя с. 

Тутаг ки, jaij
~  - ъи сащяйя сярф олунан  i-ъи сащянин 

мящсу ыдыр. 
Vi - i-ъи сащянин мящсулунун щяъмидир, ci- гейри 

истещсал сферасында истещлак олунан i-ъи сащянин мящсулунун 
истещлакыдыр.  

лунун мигдар

Айдындыр ки,  

∑
=

−=
n

j
ijii aVс

1

~  

)~(~
ijaA =  матриси юзцндя кифайят гядяр чох 

информасийа -
тясяррцфа
ъу  мящсулун ися j-ъи сащяни характеризя едир: ня вя щансы 

 ещтива  едир. Беля ки, онун  i ъи  сятри бцтцн халг 
тында  i-ъи мящсулун истифадясини характеризя едир, j-

мигдарда истифадя олунур. 
Инди ися юлчцсцз кямиййятляря кечяк. Тутаг ки, 

j

ijaаij V
~

=  бу  j-ъи мящсулун бир ващидин  цчцн i-ъи 

сащянин мящсул ващидинин мигдарыдыр.  аиъ - ядядляри j-ъи 
сащянин бир

ин щазырланмасы

баша сярфиййат ямсаллары адланыр вя бу сащянин 
техноло

i

ic  - ядяди ися гейри эийасыны характеризя   едир. 
V

истещсал сферасында истещлак олунан i-ъи сащянин мящсулунун 
мигдарыдыр. 
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иринъи фярзиййя ондан ибарятдир ки, истещсал техно-

ися

р
и и

дырма
оптимал истифадя олунмасы арасында цмуми мясялялр чохдур. 

г ки,  X

Леонтев моделиня бахмаг цчцн ики ваъиб фярзиййяни 
гейд едяк. 

Б
лоэийасы дяйишмяз галыр. Беляликля, )( ijaA =  матриси сабит гябул 

олунур. 
Икинъи фярзиййя  мювъуд технолоэийанын хяттилик 

хассясини гябул едир, йяни j-ъи сащянин х щяъмдя мящсул 
истещсал етмяси цчцн 

ijха  мигдарда ресурс тяляб олунур. Бу 

тялябин  мащиййяти ондан ибарятдир ки, щяр бир сащя истянилян 
щяъмдя юз мящсулуну истещсал едя биляр, бу шяртля ки, зярури 
мигдарда есурсларла тямин олуна билсин. Ясл мянада ися бу 
беля дейилдир, чцнк  щяр бир сащянин истещсал мканлары ямяк 
ресурслары иля вя ясас фондларла мящдуддур. Бахдыьыныз 
шяраитдя оптимал планла  мясяляси иля ресурсларын 

Хцсуси щалда, тута )(x

ш

j=  - сащялярдя истещсал щяъми 

векторудур, онда ∑
=

n

j
jij xa

1

 - бу сащялярин истещлак етдийи мящ-

сулларын щяъмидир. Нязярдя тутулур ки, истещсалатдан кянарда 
йалныз AXXC −=  галыр. Бахдыьымыз моделдя ян ваъиб мясяля 
Леонте

нур. 
н едян ис

ашаьыд

в моделинин мящсулдарлыьыдыр. Тутаг ки, гейри-истещсал 
сферасынын тялабаты Ъ вектору иля ифадя олу

Бу шярти тями тещсал вектору вармы? Йяни 
акы тянлийи юдяйян  вектор вармы? 

   XAXC −=                                            (1) 

Леонтев модели мящсул-
дардыр 

Айдындыр ки, игтисади мянасына эюря бу вектор мянфи 
олмамалыдыр.  

Буна эюря дя дейирляр ки, 
бу шяртля ки, CXAX =−  тянлийи истянилян 0≥с  цчцн 

мянфи олмайан щялля малик олсун. 
Теорем. А матрисли Леонтев модели йалныз вя 

йалныз о щалда  мящсулдар олар ки, (Е-А)  -  тярси олан вя 
мянфи олмайан матрис олсун. 
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 йарана биляр. 
Леонте

нюгтейи Она эюря дя 
башга критерийа ы

Тутаг ки, Леонтев модели  м х н юлчцлц  А матрси иля 
верилиб; чо

 Исбат етмяк олар ки, Леонтев модели щям дя о 
заман мящсулдар олар ки, яэяр  о ъидди мцсбят щяр щансы 
истещлак векторуну доьурсун; бурадан беля чыхыр ки, щям дя 
истянилян мянфи олмайан истещлак вектору да

в моделинин эюстярдийимиз бу мящсулдарлыг критерийасы 
игтисади -нязярдян ялверишли дейилдир. 

бир мящсулдарлыг с на бахаг. 

}n,,1K  хлуьуну  Н  иля ишаря едяк. 

Фярз едяк ки, 

{
NS ⊂  яэяр истянилян Sj∈  вя 

SNi∈  цчцн  ija = 0 оларса, онда дейирляр ки,  С алтчохлуьу 

изоля  олунмушдур.  С алтчохлуьунун изоля  олунмасы 
анлайыш

охдур
ди иза
ин мящсулларындан  

ынын айдын игтисади изащы вар: нюмряси С – я дахил олан 
сащя, нюмряси С – я  дахил олмайан сащянин истещсал етдийи 
мящсулу истифадя етмир. 

Яэяр матрисин  Н вя  ø -   дан башга изоля  едилмиш 
алтчохлуьу й са, онда матрис айрылмаз адланыр. Айрыл-
мазлыг мявщумунун айдын игтиса щы вар: истянилян сащя 
долайы йолла олса да бцтцн сащяляр  истифадя
едир. Яэяр 0≠ija  оларса, онда  j– ъи сащя i–ъи сащянин 

мящсулундан истифадя едир. Яэяр 0=ija  оларса беля, онда j–

ъи сащя i–ъи сащянин  мящсулундан бирбаша истифадя етмяся 
дя матрис айрылмаз олдугда еля зянъир  тапмаг олар ки, бцтцн 
сащяляр бир-биринин мящсуллундан истифадя едир. Айрылмаз 
матрисляр цчцн  мящсулдарлыг шярти беля олар: яэяр щяр сятрин 
елементляринин ъями ващиддян бюйцк дейился вя щеч олмаса 

мяся

бир сятир цчцн ващиддян ъидди кичикдирся, онда – Леонтев 
модели беля матрисля мящсулдардыр.  

 
 2. Леонтев моделиндя Марксын ямяйин дяйяр 
нязяриййяси. Ямяк ресурсларынын истифадяси вя пайланмасы 

ляляри чох ваъибдир, беля ки, онларын щялли иътимаи 
истещсалын сямярялилийини мцяййян едир. Леонтев моделиндя 
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–ъ
ядя

ан ямяк рес

бу мясяляляр эениш шякилдя ишыгландырылыр. Щяр бир j и сащяйя 
ди гаршы гойаг. jl  - ядяди верилмиш ващид интенсивли 

техноложи просесдя тяляб олу урслары иткисини ифадя 
едир. Моделляшдирмя мягсядиндян асылы олараг jl  - ядяди 

0>jl  

н

( )nj ,,1L=  адам-эцн (адам-саат) вя йахуд да ишляйянлярин 

 юлчцлцр. Тутаг ки, ),,( 1 nllL Lсайы иля =  - ващид интенсивли 

техноложи просесдя ямяк ресурслары векторудур. Айдындыр ки, 
0>L , L  векторуну дахил етдикдян сонра Леонтев моделини   

),( LA  ъцтлцйц иля тясвир етмяк олар. Яэяр  халг тясяр-
рцфатынын цмуми ямяк ресурларынын ъями Т олрса, онда 
ашаьыдакы екстремал мя и аларыг. 

 Тутаг ки, Ъ вектору гейри-истещса щясиндя ахырынъы 
тяляб дейил, йалныз ону

сялян
л са

н мцтянасиблийини ифадя едир. Она эюря 
дя щесаб едяъяйик ки, 1=C . мплеМящсул ко ктинин сайы α  

Cα  олан вя демяли бцтцн мящсулун щяъми олан, ашаьыда
оптимал плана бахаг: 

→

кы 

max,α

0,
,

,

≥
≤⋅

≥−

α

α

X
TXL

CAXX                                  (2) 

Яэяр A матриси мящсулдардырса, онда (2) мясяляси 
мцмкцндцр, йяни цкцн щялляри чо ош дейил. 
Доьрудан да мящсулдарлыг шяртиндян алыныр ки,  X-AX=C  
тянлийинин мянфи олмайан   X0   щялли вар.  T >0   олдуьун , 
еля 0>

 онун мцм хлуьу б
 

дан
λ  вар ки,  TXL ≤⋅ 0λ  -дир. Демяли  ( )1,0Xλ   вектору 

(2) мясялясинин мцмкцн щялляр чохлуьуна дахилдир.  Айдындыр 
ки,  X  мцмкцн чохлугда мящдуддур, беля ки, щяр бир 0>jl  

олдуьунд н X –ин щяр бир компоненти мящдуддур. Бурадан 
алыныр ки, 

а
α  мящдуддур вя ХП–нин ясас теореминя 

лли вар. Диэяр  
ряфдян

ясасян 
(бах
тя

 бюлмя 3.2.) (2) мясялясинин оптимал щя
нын гиймяти максимал λ - α - дан кичик дейилдир, она 

эюря дя α -нын бу максимум гиймяти мцсбятдир. 
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(2) мясяляси цчцн икили мясяляни гураг: 
 

( )

0,
,

,0
max,

≥
≤⋅

≤⋅−−
→

α

α
α

X
TXL

XAEC         

             вя йа         
≥⋅

→
CP

 

тяялярин  
рщ етм р. A 

( )
0,

,0,0
,1,0

min,

≥
≥−⋅−≥

≥⋅≥
→

qP
AEPqLq

CPP
qT

 

( ),−⋅− AEPqL
,1

min,qT

0, ≥qP
бурада  П – вектор,  q – ися ядяддир. 

Икилилик нязяриййясиня  ясасян  П векторуну вя q ядя-
дини уйьун олараг ям обйектив  гиймяти вя ямяк 
ресурсларынын гиймяти кими шя як ола матирисинин 
хассясиня эюря  ( )1 >− AE . Башланьыъ вя икили 0  олар

мясялянин оптимал щяллярини  **,αX   вя    иля ишаря 

едяк. 

**, qP
Исбат  етмяк олар ки,  вя 00≥C ≠C  олдугда  

1 >−= CAEX . 

Артыг  ки, 

 

 айдынлашдырдыг

( ) 0*
0*>α . Онда икилилийин 1-ъи вя 

2-ъи теореминя ясасян (  3.2.) аларыг

PLq
C
=

бах бюлмя : 

( )
P =

AE −
⋅

**
,1**

      вя     
qT >= 0**α

TXL =⋅ *
 

уьундан тапа
 

( )AEPLp −= **  олд рыг ки,  ( ) 1−  
q*-u тапмаг цчцн  * -ун  индя 
нязяря алсаг, онда 

** −= AELqP
П гиймятини  p*C=1 - бярабярлий

( ) 1* 1 =− − CAELq , йяни ( )( )CA 1− . ELq 1* −=

Сонра  П*-у тапа билярик: ( ) ( )( )CAEAELP 11* −− −−=    (бу 
кясри ихтисар етмяк олмаз!). 

Алынмыш щя рин игтисади мянасы неъядир? П*C=1  
олдуьундан бир комплектин дяйяри (гиймяти) ващидя бя-

L

лля  

рабярдир, демяли, *α  ямтяя комплектинин гиймятидир. Диэяр 
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я q* отяряфдян  q*T, T  ващид ямяйин щяр бирин лмагла юдя-
нилян цмуми ямяк щаггыдыр. Беляликля, Tq**=α  бярабярлийи 
тяляб вя тяклифин дяйяр ифадясиндя бярабярлийини эюстярир. Йяни 
бурахылан сон мящсул щяъминин гиймяти, истещсал просесиндя 
иштирак едян инсанларын ямяк щаггы  ким  алдыглары пулун 
цмуми ъяминя бярабярдир. Гейд едяк ки, 

и
α  векторунун  j – 

ъи компоненти  lj - j–ъи сащянин бир ващид мящсулунун 
истещса

 мящсулуну

лына сярф олунан ямяк мясряфидир.  
Бу мящсулу истещсал етмяк цчцн яввялъя щяр бир i – 

ъи мящсулун ij ващид  вя  с. бурахмаг лазымдыр. 

Нятиъядя аларыг ки, 

a  

( ) 1−− AEL  вектору щяр бир сащядя ващид  
мящсул ис векторудур. Инди йада 
салаг ки, 

тещсалы сярфи цчцн ямяк 
( ) ( )( )CAELAELP 1* −−= 1−−  йяни гиймятляр   

сярфляри

а

салында иштирак едян зярури ямяйин цмуми 

я истещсалын сон мящсуллары, хидмят вя с. 
нязярд

м н

ямяк
 иля мцтянасибдир. 
Бу нятиъя бир чох эюркямли игтисадчыларын нязяр -  

диггятини ъялб етмякдядир, беля ки, Марксын ямяк дяйяри 
нязяриййяси иля бу нятиъя чох охш рдыр. Марксын ады чякилян 
нязяриййясиня эюря ямтяянин дяйяринин ясасында бу 
ямтяянин истещ
мигдары дурур. 
 3. Нейман модели. Цмуми Нейман моделиня 
бахаг.  (C, K) ъцтлцйц иля  тясвир олунан игтисадиййата бахаг, 
бурада C ямтяяляр фязасы, K ися мцяййян мигдар ямтя-
ялярин башга мигдар щямин ямтяяляри  емал едян истещсал 
просесляринин чохлуьудур. Бурада ямтяя дедикдя щям 
истещсалын илк факторлары (торпаг, ямяк) вя хаммал (нефт, 
кюмцр),  щям д

я тутулур. 
Тутаг ки, ямтяялярин сайы n – дир, онда   C- n   юлчцлц 

фязанын я фи олмайан ортантыдыр. Истещсал просесляринин 
чохлуьу K юз ясасында сонлу сайда (Q1,…,Qm) про-
сесляриндян ибарятдир ки, бунлара да базисляр дейилир. Щяр бир 
базис просеси  C – дян олан бир ъцт вектордан Qj=(Aj, Bj) 
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ибарятд

я ij 

е

 едяряк йени 
просеслср алмаг олар. Мянфи олмайан z ,  i=1,…,m   ядядини 
эютцря

m, -  бу

ору ися
m

тещсал пр

ир (бурада  Aj вя Bj–сцтун векторларыдыр, садялик цчцн 
онлары сятир кими йазаъаьыг). 

Qj просесинин мащиййяти белядир: о, Aj=(aij ) вектору 
сярф едир в  Bj=(b ) векторуну бурахыр, йяни  Aj   векторуну  
Bj  векторуна емал едир. Мяналарына эюря бцтцн Aj, Bj 
векторлары мянфи дейилдир. A=(A1,…,Am ), B=(B1,…,Bm) 
ишарялярини гябул едяряк аларыг ки, гурдуьумуз моделин 
технолоэийасы мянфи олмайан A,B матрисляр ъцтлцйц иля в рилир. 
A мартиси сярфиййат матриси, B матриси ися бурахылыш матриси 
адланыр. Базис просесляринин  комбинасийа

i

к вя йени истещсал просеси тяйин едяк: 

z1Q1+…+ zmQ рада сярфиййат вектору ∑
=k

kk Az
1

 

бурахылыш вект
=k

kk Bz
1

 олар; алынмыш ис осесини 

гыса олараг 

m

 ∑
( )BzAz,  кими ишаря едяк. ( )izZ =  сцтцн 

вектору аныр. А

Гейд

моделинин ясас базис просеси бирдян чох 
сайда мящсул бураха  ки, Нейман модели 
щям дя хяттидир. 

Гейри истещсал  истещлак вектору вя сащялярарсы ба-

 интенсивлик вектору адл лынан просесин даща 
эениш чохлуьуну   K   иля ишаря едяк. 

 етмяк лазымдыр ки, 
mQQ ,...,1
 базис просесляри реал 

сащяляря, заводлара, фабрикляря  уйьун олдугда, щяр бир 
( ) KYX ∈,  елементи бу сащялярин, завод, фабриклярин бирлик-
дя иш режими просесини ифадя едир. Бурада  X сярфиййат вектору, 
Y – ися бурахылыш векторудур. Яввял бахдыьымыз Леонтев 
модели   n=m, B=E олдугда Нейман моделинин хцсуси 
щалыдыр. Нейман 

 биляр. Айдындыр

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1. Леонтев моделиня аид стандарт мясяля щялл едяк. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3
1

C  
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ланс матриси  
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

4
1

2
1

6
1

3
1

A  верилмишдир. Верилмиш истещсал век-

торуну тямин едян цмуми мящсул векторуну тапын. 

Щялли. Мялумдур ки, ( ) CAEX 1−−= . Она  эюря дя 

 матрисинин тярсини тапмаг лазымдыр. Бунун цчцн 
истянилян цсулдан истифадя етмяк олар, мясялян минорларын 
кюмяйи иля (бах бюлмя 1.3.) 

( AE − )

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=− −

5
8

5
6

5
2

5
9

1AE вя демяли, . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

6
3

X

2. Нейман моделиня аид стандарт мясяля щялл едяк. 

Техноложи просеслярин матрисляри ,  верил-

мишдир, гиймят вектору 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

104
25

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

155
55

B

( )5,1=P  вя башланьыъ ещтийатлар 

вектору . Бир истещсалат тсиклиндя бурахылан 

мящсулларын дяйярини максималлашдыран техноложи  просеслярин 
интенсивлийини тапаг. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

28
14

S

Щялли.  Тутаг ки,  - ахтарылан интенсивлийин сцтцн 

векторудур, онда ашаьыдакы хятти програмлашдырма 
мясялясини аларыг:              

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

z
z

Z

 

           
SAZ

PBZ
≤
→ max,     вя йа       

0,
,28104

,1425
max,8030

21

21

21

21

≥
≤+
≤+
→+

zz
zz

zz
zz
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Бу мясяляни график цсулла 
щялл едяк (шякил 1). 
Максимум нюгтяси (0; 2,8) 
вя бир тсиклдя бурахылан              2,8 
мящсулун максимал дяйяри 
224-я бярабярдир. 

3. Ашаьыдакы матрислярин 
 щансынын айрылмаз олдуьуну 
 тапын:  
 
 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

3
1

3
1

4
1

2
1

,   
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

3
1

3
1

3
1

2
1

,  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5
40
0

3
1

2
1
0

4
1
0
2

1
,   

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2
1

3
20

4
3

2
10

003
1

 

Шякил 1. 
0 z1

z2 

(30, 80) 
 
         2,8 

Айрылмаз матрислярин мящсилдарлыг критерийасына ясасян 
(бах бянд 1, бюлмя3.1.) йцхарыдакы матрислярин щансынын 
мящсулдар олдуьуну тапын. Верилмиш критерийанын игтисади 
мязмунуну изащ един. 

4. Мящсулдар Леонтев  модели цчцн  бир нечя матрис 
йазын. 

Эюстяриш. Айрылмаз матрислярин мящсулдарлыг критерии-
йасындан истифадя един. 

5. Тутаг ки, Леонтев модели 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

3
1

3
1

5
1

5
2

 матриси иля вери-

либ. Онун мящсулдар олдуьуну йохлайын. Тутаг ки,  

цмуми бурахылышдыр. Гейри – истещсал, истещлак  вектору неъя 
олар? 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
02
02
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6. Техноложи просеслярин матрисляри верилмишдир: 

,   Нейман моделиндя гиймятляр  

вектору P=(3, 5). Техноложи  просеслярин z1=2, z2=3 интен-
сивлийиндя тяляб олунан ещтийатлар вя бурахылан мящсулун 
мигдары неъя олар. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

31
12

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

44
23

B

 
 
 
 

Мювзу 4.  
АРДЫЪЫЛЛЫГЛАР ВЯ ФУНКСИЙА,  
ЛИМИТЛЯР ВЯ КЯСИЛМЯЗЛИК 

 
4.1. Ардыъыллыглар 

 

 1. Чохлуглар нязяриййясинн елементляри. 1872–ъи 
илдя чохлуглар нязяриййясинин йарадыъысы алман алими К.Кантор 
чохлуьу «бизим интуисийамыз вя фикирляримиздя йахшы фярглянян 
обйектлярин ващид там шякилдя бирляшмяси» кими тяйин етди. 
Чохлуглара мисаллар: мцяййян аудиторийада олан тялябяляр 
чохлуьу, бцтцн там ядядляр чохлуьу вя с. 

Чохлуг елементлярдян ибарятдир. Елементляри бязян 
нюгтяляр дя адландырырлар (мясялян, ядяд охунун нюгтяляри). 
Яэяр a  елементи А чохлуьунун елементидирся, онда дейирляр 
ки,  дахилдир А-йа вя беля йазырлар a Aa∈ . Яэяр   елементи  
А чохлуьунун елементи дейилдирся, онда    А-йа  дахил 
дейилдир  вя беля йазырлар 

a
a

Aa∉ . Бязян А чохлуьуну вермяк 
цчцн онун елементлярини сайырлар, мясялян  

. { }9,7,5,3,1=B
Ики чохлуг о заман бярабяр адланыр ки, онлар ейни 

елементлярдян ибарят олсунлар. Яэяр А чохлуьу Б чохлуь-
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унун бир щяссясидирся, онда ону Б чохлуьунун алт чохлуьу 
адландырырлар вя BA⊆  кими йазырлар. ø символу бош чохлу-
ьун, йяни щеч бир елементи олмайан чохлуьун ишарясидир.  

Ох ишаряси мянтиги нятиъянин ишарясидир. ↔  ишаряси ися 
мянтиги еквиванетлийин ишярясидир. Мясялян, BA⊂  вя 

CACB ⊂→⊂ ; BA⊂  вя BAAB =↔⊂ . 

{ )(, xPx } йазылышы  )(xP  - ин  хассяляриня  малик олан 

бцтцн  х – ляр чохлуьудур. 
А вя Б чохлугларынын бирляшмяси { Axx ∈: вя йа 

 чохлуьуна дейилир вя }Bx∈ BA∪  кими ишаря едилир; кясиш-

мяси ися  { Axx ∈: вя }Bx∈  чохлуьуна дейилир вя BA∩   
кими ишаря едилир.  

Сонралар мцхтялиф щягиги  ядядляр чохлуьундан истифа-
дя едяъяйик. Онлары садалайаг: 

1) Натурал ядядляр чохлуьу { }L,2,1=N ; 

2) Там ядядляр чохлуьу { }LL ,1,0,1,−=Z ; 

3)Расионал ядядляр чохлуьу { }0,,; ≠∈= mZmnmnQ  

(Бцтцн бу чохлуглар щягиги ядядляр чохлуьунун алт чохлуг-
ларыдыр); 

4) [  парчасы,]ba, [ ] { }bxaRxba ≤≤∈= :, ; интервал  

( ) { bxaRxba }<<∈= :, ; 

5)  нюгтясини юзцндя сахлайан истянилян интервал 
нюгтясинин ятрафы адланыр. 

a
a

∞  (сонсузлуг) символундан бязи ишаряляр цчцн исти-
фадя етмяк ялверишлидир. Мясялян, 0 - дан бюйцк щягиги ядяд-
ляр чохлуьу [ )∞,0  кими ишаря едилир вя с. 

Чохлуьун елементлярини саймаг оларса, йяни натурал 
ядядлярля нюмрялямяк оларса, онда чохлуг щесабы адланыр. 
Якс щалда чохлуг щесабы олмайан адланыр. Йухарыдакы 
чохлуглардан N, З, Г щесабы, [ ]ba,  парчасы, ( )ba,  интервалы 

ися гейри  оларса щесаби дейилдыр.  Бцтцн щягиги ядядляр ba ≠
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чохлуьу да щесаби дейилдыр (бу чохлугларын  щесаби олма-
дыьыны исбат етмяк лазымдыр). 

2. Ардыъыллыг.  Натурал ядядляр чохлуьунда верилмиш 
)(nf  функсийасына ардыъыллыг дейилир вя  xn = { }L,, 21 xx  шяк-

линдя ишаря олунур. Ардыъыллыьа мисал олараг ядяди силсиляни  
)1(  вя 1

1
−= n  щяндяси силсиляни эюстярмяк 

олар. Бязян ардыъыллыьы  )( nx  кими ишаря едирляр. Бцтцн 
1 −+= ndaan n qbb

Nn∈  

цчцн еля )(mM  ядяди тапмаг мцмкун оларса ки, 

)( mx  олсун, онда (хн) ардыъыллыьы  йухарыдан (аша-
ьыдан) мящдуд ардыъыллыг адланыр. 

Mx nn ≥≤

Йцхарыдан вя ашаьыдан мящдуд олан ардыъыллыьа са-
дяъя олараг мящдуд  ардыъыллыг дейилир. 

Мясялян, 
nxn

3=  ардыъыллыьы  мящдуддур. Доьрудан  

да ашаьыдан бу ардыъыллыг сыфырла, йцхарыдан ися 3 ядяди иля 
мящдуддур; nnxn sin=  ардыъыллыьы  йцхарыдан мящдуд дейил 

(буну исбат етмяк садя дейил). 
 )( 11 ++ ≤< nnnn xxxx )( nx  ардыъыллыьы артан (азалмайан) 

адланыр, оларса, азалан (артмайан) 

ардыъыллыг адланыр.  азалмайандырса вя йа артмайандырса, 

онда она монотон ардыъыллыг дейилир. Ардаъыллыьа аид ян  йахшы 
мисал банка гойулмуш артан пул мябляьидир. Банка пул 
гойулдугда  банк бу пулдан (мцяййян мянада)  истифадя 
етмяк имканы ялдя едир. Ялверишли хидмят цчцн пул юдямяк 
лазымдыр. Банк  бу пулдан истифадя цчцн мцштярийя фаиз 
юдяйир. 

)( 11 ++ ≥> nnnn xxxx )( nx
)( nx

Мисал 1.  Банка  - ля  С рубл пул гойулур. т 

вахтындан сонра фаизлярля бярабяр мцштяри  
%p

( )1001 ptSSt +=  

мигдарда пул алыр. Беляликля  йыьылмыш пул мябляьи иля вахт 
арасында хятти асылылыг вар. Бязян фаиз юдяниши  бир нечя илдян 
сонра апарылыр. Бу щалда  йыьылмыш мябляь башланьыъ щядди С,  
щядляр фярги )100/( pS ⋅  олан ядяди силсиля олар. 
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Мисал 2.  Тутаг ки, мцряккяб фаиз юдянилир. т мцддят-
дян сонра алынан мябляь ( )t

t ptS 1001+=  олар. Демяли 

йыьылмыш мябляьля т мцддяти арасындакы асылылыг  цстлц функ-
сийадыр. Яэяр йыьылмыш мябляь бир нечя илдян сонра 
юдянилярся, онда бу мябляь башланьыъ  щядди С, ортаг 
вуруьу ( 1001 p+ )  олан щяндяси силсилядир. 

Щяр ики щалда С йыьым ъям (мябляь) адланыр.  
Мцддятсиз истигразын базар дяйярини тапаг. Бу истиграз 

цчцн юдяниш апарылмыр, щяр ил талон эялири верилир. Яэяр 1000 
доллар номиналында олан истиграза 3% талон эялири верилирся 
онда бир илдя истиграз сащиби 30 доллар эялир ялдя едир. Тутаг 
ки, инфлйасийа темпи 2%-дир. Онда истигразын базар дяйяри 
биринъи щядди 30 вя ортаг вуруьу  1/(1+2/100) олан щяндяси 
силсилянин ъямини бярабяр олар. Нятиъядя 1530 доллар аларыг ки, 
бу да истигразын базар гиймяти олар. 

Бу мцщакимялярдя инфлйасийа нязяря алынмамышдыр. 
Яэяр бир дяст ямтяя бир илдян сонра %r  бащалашарса, онда 

дейирляр ки, бир илдя инфлйасийа  %r  -я бярабярдир. Башга сюзля  

десяк пул мябляьинин реал дяйяри бир илдя  (1+ ) дяфя аза-
лыр, н – илдян  сонра ися (1+р/100)н дяфя азалыр.  

%r

Тутаг ки, бир илдя фаиз нормасы - П%, инфлйасийа  ися – 
 -дир. Онда бир илдян сонра  С мябляьи П% артыр, лакин бу 

мябляьин алыъылыг габилиййти (1+р/100) дяфя азалар, демяли 
онун реал дяйяри:  

%r

=++ )1001()1001( rpS )100()100( rpS ++  олар. 

Бурадан садя нятиъя алынар – пул мябляьинин реал 

дяйяри:  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
=
>

rp
rp
rp

,
олдугда, азалыр
олдугда, дяйишмяз галыр, 
олдугда, артыр, 

Ялбятдя, бу гиймят тяхминидир. Конкрет шяраитдя щям 
алыъы, щям дя сатыъы чох факторлары нязяря алыр, бурайа еле-
ментар шяхси факторлардан башлайараг дювлят институтларынын 
стабиллийиня гядяр чох факторлар дахилдир. Истигразларын вя 
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аксийаларын базар гиймятини мйяййянляшдирмяк цмуми щалда 
нязяри ящямиййят кясб едир. Практикада ися башга ъцр 
щярякят едирляр: тутаг ки, фаиз дяряъяси  П, иллик талон юдяниши 
г, истигразан номиналы А, онун базар гиймяти  л – дир. Онда 

 вя plqA = pqAl =  тапарыг. 
 3. Ардыъыллыьын лимити вя сыранын ъями. Яэяр истянилян 

0>ε  цчцн еля NK∈  тапмаг мцмкцндцрся, ихтийари  
цчцн 

Kn >
ε<− Axn  олсун, онда А ядяди  ардыъыллыьынын лимити 

адланыр вя беля ишаря олунур: ( ) Axnn
=

∞→
lim . Мясялян, 

n
xn

1
=  

ардыъыллыьынын лимити  0-а бярабярдир. Доьрудан да истянилян 
0>ε  гейд едяк. Тутаг ки, NK ∈  елядир ки, ε1>k . 

Асанлыгла эюрмяк олар ки, ε<− 01
n  бярабярсизлийи ихтийари 

Kn >  цчцн юдянилир.  
Щяндяси силсилянин ъями, сонсуз ядяди сырала аид чох 

тез-тез раст эялинян мисалдыр. Тутаг ки,  щяр щансы ядяди 

ардыъыллыгдыр. Бу ардыъыллыьын илк н сайда щядляринин ъяминя 
бахаг: 

)( na

nn aaS ++= L1 . Яэяр бу ардыъыллыьын лимити оларса, 

онда бу лимитя LL +++ naa1  ардыъыллыьын ъями дейилир. Яэяр 

лимит йохдурса, онда сыра даьылан адланыр (яэяр лимит ∞+   вя 
йа  оларса, онда дейирляр ки, сыра сонсузлуьа даьылыр). 
Мясялян, 

∞−
L++++ 8141210  сырасынын ъями ващидя 

бярабярдир. Доьрудан да бу сыранын илк н щяддинин ъями 
n

nS 211−= . Демяли, ( ) 1211lim =−
∞→

n

n
. Бу ися тярифя ясасян 

бахдыьымыз сыранын ъямидир. Бир чох мцщцм щалларда 
ардыъыллыьын лимитинин варлыьыны ашаьыдакы теоремин кюмяйи иля 
мцяййянляшдирирляр. 

Теорем 1. Тутаг ки,  ардыъыллыьы монотон  

азалмыр (вя йахуд артмыр). Яэяр бу ардыъыллыг  йухарыдан 
(ашаьыдан) мящдуд оларса, онда онун сонлу лимити вар; 
якс щалда ардыъыллыг  

)( nx

)(−∞∞+   - а йахынлашыр.  
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 4. Базарын щюрцмчяк торуна бянзяр модели.  Бу  
бир ямтяядян ибарят садя базар моделидир. Алыъылар тяряфиндян 
п гиймятиндян асылы олараг  ямтяяйя  тяляб функсийасын  Д(п) 
иля ишаря едяк, С(п) - ися  сатыъылар тяряфиндян йеня ямтяянин 
гиймятиндян асылы олараг тяклиф функсийасыдыр. Сющбят йалныз 
бир ямтяядян ибарят базардан эетдийи цчцн таразлыг 
шяраитиндя  Д(п)= =С(п) олар. 

Реаллыгда бу тянлийин йеэаня п* щялли олар вя еля цчлцк  
 вар ки,   таразлыг шяраити 

йарадар. Бу таразлыг шяраитинин ахтарылмасы просеси «йохлайыб 
ашкар етмяк» адланыр. D, S 

),,( *** SDp )(),( **** pSSpDD ==

                            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Бу моделин хцсуси щалына бахаг, йяни тутаг ки, тяляб 

вя тяклиф функсийалары хятти функсийалардыр. Фярз едяк ки, 
мясялян, тяляб функсийасы Д=0–П (шякил 1), тяклиф функсийасы 
ися  С=2+п/4 шяклиндядир. Тяляб функсийасына тярс олан 
функсийа П=10-Д олар. Бу функсийа гиймятля тялябин асылылыьыны 
верир. Гиймятля тяклифин асылылыьыны ися С функсийасынын тярси, 
йяни  п= 4С - 8   верир. 

Таразлыг гиймяти п=6,4 олар. Таразлыг гиймятинин «йох-
луьунун ашкар едилмясини» изляйяк. Тутаг ки, илк гиймят      пi 
=2 - дир. Бу  гиймятдя тяляб тяклифдян чох олдуьундан, йяни  
Д1=8 > С1= 5/2, онда гиймят п2 –я гядяр артар, беля ки, 
С1=Д2 олана гядяр. Сатыъылар  С2= 31/8, йяни Д2 - дян чох 

             p1       p3          p*               p2 

  0          p
••••

2/154,68/492
 
                         Шякил 1. 

S 
S2 

S1 . D2 

D 
D1 

    8   - 

 
8
31

  - 

 

  
5
2

  - 
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тяклиф едирляр. Бу ися гиймятин  п3=49/8-я гядяр дцшмясиня 
сябяб олур вя с. Щесабламалар чох тез мцряккябляширся дя 
кейфиййят айдындыр – таразлыг нюгтясинин «ашкарланмасы» 
просеси эедир. 

 
 5. Леонтев моделиндя бирбаша  вя там мясряфляр. 
Леонтев моделиня 1-ъи бяндин 3.3.бюлмясиндя бахмышдыг. 
Йада салаг ки, бу модел  А матриси – бирбаша  мясряфляр 

матриси иля верилир.  Бу  матрисдя  ж - ъи сащянин бир ващид 

мящсулуну истещсал етмяк цчцн сярф олунан  и – ъи сащянин 

ващид мящсулунун мигдарыдыр.  ядяди ж –ъи сащянин 

бирбаша сярф ямсаллары адланыр вя бу сащянин технолоэийасыны 
характеризя едир. Тутаг ки, 

ijа

ijа

)( jxX =  цмуми мящсул век-

тордур, онда  АХ истещсал просесиндя сярф олунан ресурсдур 
вя гейри – истещсал сферасы цчцн галыр AXXС −= . Лакин  
истещсалы цчцн сярф олунан ресурс   олмалыдыр. Онларын 
истещсалы цчцн ися  ресурс тяляб олунур, онларын 

да истещсалы цчцн  вя  C  ресурс лазымдыр. Бе-

ляликля, там мясряф сонсуз  сырасынын ъяминя бяра-

бяр олар. Бу сыранын щядрляри сонлу юлчцлц сцтун векторлары 
олдуьундан бу сыранын ъями  векторунун 1-ъи, 2-ъи вя с. 
компонентляринин вектор ъями кими тапылыр. Лакин исбат етмяк 

олар ки, яэяр   сырасынын ъями варса, онда ону  

C
AC

CAACA 2)( =
CACAA 32 )( =

∑
∞

=

⋅
0n

n CA

CAn ⋅

∑
∞

=

⋅
0n

n CA

CAE 1)( −−              (1) 
щасили кими щесабламаг олар.  

Сонсуз азалан щяндяси сисилянин ъями дцстуру иля 
аналоэийайа диггят един: 
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 )1(
0

2

q
bbqbqbqb

n

n

−==++++ ∑
∞

=

LL . Бу дцстур йалныз вя 

йалныз  1<q  олдугда доьрудур. Беля бир охшарлыг (1) 

дцстуру цчцн дя вар.  
Онда λ  ядяди  А матрисинин мяхсуси ядяди адланыр, 

яэяр сыфырдан фяргли еля й  вектору тапмаг мцмкцн олса ки, 
YAY λ=   олсун. Беля вектора мяхсуси ядядя уйьун 

мяхсуси вектор дейилир. (Гейд едяк ки, λ  - йа эюря Й 
вектору биргиймятли тяйин олунмур, бу вектора мцтянасиб 
олан, истянилян вектор да верилмиш λ  мяхсуси ядядиня уйьун 
мяхсуси вектор олар).  

Ашаьыдакы мцддяаны исбат етмяк олар: 
 А матриси   Леонтев  модели йалныз вя йалныз о за-

ман мящсулдар олар ки, матрисин 1<Aλ  шяртини юдяйян 
мяхсуси ядяди олсун, щям дя бу мяхсуси ядяд мцтляг гий-
мятъя бцтцн мяхсуси ядядлярдян бюйцк олсун. Яэяр 
матрисин беля ядяди оларса, онда исбат етмяк олар ки, 

  вя (1)  дцстуру доьрудур.  0lim =
∞→

n

n
A

 Мисал 3.  ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

3
1

6
1

3
1

2
1

A  матрисинин мяхсуси ядядини 

вя мяхсуси векторларыны тапаг. Тярифя ясасян Й вектору вя 
λ  мяхсуси  ядяди YAY λ= , вя йа 0)( =− YEA λ  тянлийини 
юдямялидирляр. Онда ашаьыдакы биръинс тянликляр системини 
алырыг: 

 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=+−

0)3
1(61

0)31(2
1

21

21

yy

yy

λ

λ
 

Бу ъябри тянликляр системинин сыфырдан фяргли щяллинин 
олмасы цчцн онун детерминанты сыфра бярабяр олмалыдыр:   

( )( ) ( ) ( ) 06
1

3
1

3
1

2
1 =⋅−−− λλ  
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Бу тянлийи щялл едяряк ики мяхсуси ядяд тапырыг: 
611 =λ   вя 322 =λ . Сонра щяр бир мяхсуси ядядя уйьун 

мяхсуси вектору тапырыг: )1,2(,)1,1( 21 =−= yy  

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
 1. Тутаг ки   ики ямтяя фязасында гиймят вектору ,

( )nnPn
14,12 −−=    гануну иля дяйишир. )10,5(=X  ямтяя 

дястинин дяйяринин дяйишмя гануну тапын. Сабит  60 эялири иля 
гиймятдян асылы олараг бцдъя чохлуьунун неъя дяйишмясини 
тясвир един. 

 Щялли:     Ямтяя дястинин дяйяри  
nnnXPC nn 155010)14(5)12( −=−+−=⋅=  гануну иля дя-

йишир. Бцдъя чохлуьунун саь кянар нюгтяси 
)12(60)12(60 −=−= nnnan  олар вя бу нюгтя 30-а йахын-

лашыр,  ян йцксяк кянар нюгтя )14(60 nbn −=  ися 15-я 

йахынлашыр. Бцдъя чохлуьунун неъя дяйишмяси айдын олур.  
2. Ашаьыдакылар щесаби чохлугдурму: 

а) бцтцн там ъцт ядядляр чохлуьу; 

б) nmnm ,,3+  - там ядядлярдир шякилли бцтцн ядядляр  

чохлуьу; 
c) мяхряъи 3 олан бцтцн дцзэцн кясрляр? 

 3. Эюстярин ки, 120122 ++= nnxn  ардыъыллыьы артандыр;  

nnyn )7( −=  азаландыр; 200302 +−= nnzn  монотон 

дейилдир.  
 4. Ашаьыдакы ардыъыллыгларын щансынын мящдуд 

олдуьуну вя щансынын мящдуд олмадыьыны эюстярин: 

  
.cos);)4(2)

;)40();)60()
2

2

nnvqnnzc

nnybnnxa

nn

nn

=+=

−=+=
 

 5. Исбат един ки, ики вя щятта сонлу сайда мящдуд 
ардыъыллыьын ъями, фярги вя щасили дя мящдуд ардыъыллыгдыр.  
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 6.   (∑
∞

=

−
1

3121
n

nn )   сырасынын ъямини тапын.  

 7.   ( )nn
n

−+
∞→

1lim   лимитини тапын. 

 8.  nA  ардыъыллыьынын лимитини тапын, бурада 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

211
021

A  эюстярин. А-ны 2-ъи, 3-ъц гцввятя йцксялдин. 

Онда баша дцшярсиниз ки, ахтарылан лимит няйя бярабярдир? 
 9. 50 долларлыг номиналы олан истигразын базар 

гиймятини тапын; иллик инфилйасийа 2% вя купонун фаизи 4 % 
олдуьуну нязяря алын.  

 10.  Бцдъя чохлуьунун эялирин nQn 140 +=  дяйиш-

мясиндян асылы олараг вя дяйишмяз (2,5) гиймятляри иля неъя 
дяйишдийини тясвир един.  

 11.  pD 210 −=  тяляб функсийасы вя pS += 4  тяклиф 

функсийа иля, башланьыъ гиймят 1 олан базарын щюрцмчяк 
торуна бянзяр моделиня бахын.  

 12. Исбат един ки, рублун курсунун азалмасы  ид-
халчылара, курсун артырылмасы ися ихраъчылара ялверишлидир. Инфл-
йасийа шяраитиндя рублун сабит курсу кимя ялверишлидир 
(идхалчылара йохса ихраъчылара)? 
 

 
4.2.  Функсийа 

 
 1. Функсийанын цмуми анлайышы. Тутаг ки, Х вя Й 
чохлуглары верилмишдир. Фярз едяк ки, щяр щансы f   цсулу иля 

щяр бир Xx∈  елементиня гаршы бир Yxfy ∈= )(  елементи 

гаршы гойулур. Онда беля f  уйьунлуьу тяйин областы 

XfD =)( , дяйишмя областы YfR ⊆)(  олан функсийа ад-

ланыр. Бурада х асылы олмайан дяйишян вя йахуд функсийанын 
аргументи, )(xfy =  ися функсийанын гиймяти вя йахуд асылы 
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дяйишян адланыр. Мясялян, 1−= xy  функсийасынын тяйин 

областы  [  вя гиймятляр областы )∞,1 [ )∞= ,0)(YR  - дур. 

( ){ })(:)(, fDxxfx ∈  ъцтляр чохлуьу f  функсийа-

сынын графики адланыр. 
Тутаг ки, )(xfy =  - функсийа, )( fD   вя )( fR  - 

онун уйьун олараг тяйин областы вя гиймятляр областыдыр. 
Ихтийари )( fDy∈  цчцн щяр щансы еля )( fDx∈  сечяк ки,  

 олсун. Онда э: yxf =)( xy →  функсийасы: f  функсийасынын 

тярси адланыр, щяр ики функсийа ися гаршылыглы тярс функсийалар 
адланырлар. Мясялян: логарифлик xy ln=  функсийасы иля   
цстлц функсийа гаршылыглы тярс функсийалардлыр.  

yex =

Ян чох йайылмыш функсийалар щям тяйин областы вя щям 
дя гиймятляр областы  ядядляр олан ядяди функсийалардыр. Беля 
функсийаларын графики координат мцстявисиндя щяр щансы 
нюгтяляр чохлуьудур. 

Функсийалары аналитик цсулла, ъядвяллярин кюмяйи иля, 
графиклярин кюмяйи иля вя щяр щансы алгоритмин кюмяйи иля 
(мясялян, компцтер програмлары иля) вермяк олар. Функсийа 
аналитик цсулла верилдикдя дяйишянляр арасындакы асылылыг дцстур 
вя тяйин едилир. Мясялян, 2xy =  дцстурц тяйин областы 

( ) олан функсийаны верир.  ∞+∞− ,
Функсийа ъядвял цсулу иля верилдикдя аргументин вя 

она уйьун функсийанын гиймятляри мцяййян ъядвял шякилиндя 
верилир. Мясялян, йахшы мялум олан тригонометрик функсийа-
ларын ъядвяли, логарифмляр  ъядвялляри вя башгалары. 

Функсийа график цсулла верилдикдя дяйишянляр арасында 
асылылыг графикин кюмяйи иля тясвир олунур. Мясялян, музей-
лярдя замандан асылы олараг температурун вя рцтубятин 
дяйишмясини тясвир едян юзцйазан ъищаз. Щазырда банкларда 
фаиз дяряъялярини компцтердя щесаблайырлар, гейд едяк ки, бу 
алгоритм чох мцряккябдир вя ону щяр щансы дцстура 
эятирмяк асан дейилдир. 
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2. Игтисадиййатда истифадя олунан бязи функсионал 
асылылыглар. Биринъи ики функсийайа бахмышдыр (бах бянд 4, 
бюлмя 4.1.). Шякил 1.  а, б – дя бу функсийаларын тяхмини 
графикляри верилмишдир, йяни тяляб функсийасы – Д тялябин щяр 
щансы ямтяянин п гиймятиндян асылылыьы; тяклиф функсийасы – С 
тяклифинин ямтяянин п гиймятиндян асылылыьы. Щям дя ашаьыдакы 
функсийалара  бахылыр: файдалылыг функсийасы (шякил 1.в)  

– щяр щансы  шяхс цчцн х мигдарда, у  файдалылыьа 
малик ямтяянин щямин шяхс тяряфиндян субйектив ядяди 
гиймятляндирилмяси; 

Бир факторлу истещсал функсийасы (шякил 1.г)  
– истещсал олунмуш мящсулун й щяъми иля  х ресурсу 

арасындакы асылылыг; хяръляр (мясряфляр)  функсийасы (шякил 1,д)  
– х ващид мящсулун истещсалы иля ы истещсал  хяръи 

арасындакы асылылыг. 
Верэи тарифи (шякил1,е) 
– Н верэи  тарифи иля иллик Г эялири арасында асылылыг. 
 

  
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

 
 

x

Шякил   1. 

ч)  y 

x

d) I

Q 

e)   N 
П

а)    
    Д 

П

S
b у 

x

ъ) 
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Ахырынъыдан башга бцтцн бу функсийалары аналитик ифадя 
етмяк чох чятиндир. Зярурят олугда онлары бюйцк зящмят 
щесабына тапмаг олур. Ахырынъы функсийа ися бцтцн ъямий-
йятя йахшы  мялумдур  вя ганунвериъиликдя тясдиг  едил-
мишдир. 

Щазырда верэи тарифи ашаьыдакы кимидир: яэяр  Г - 30 
мин рубл оларса, онда 12% верэи  верилир; яэяр Г-30 мин-рубл 
оларса, онда Г-30 мин рублдан ялавя 15% тутулур: Г- 60 
мин рублдан ися ялавя 20% тутулур вя с. 
 3. Елементар  функсийалар.  Сабит, гцввят, цстлц, ло-
гарифлик, тригонометрик вя тярс тригонометрик функсийалар ясас 
елементар функсийалар адланырлар. Ясас елементар функ-
сийалардан сонлу сайда щесаб ямялляринин кюмяйи иля алынан 
функсийалар елементар функсийалар синифини тяшкил едирляр. 
Йердя галан бцтцн функсийалар гейри-елементар функсийалар 
адланырлар. Гейри-елементар функсийалар ичярисиндя чох садя, 
мясялян «ишаря (сигнум)» функсийасы да вар: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<−

==
.01
,00
,01

sgn
olduqdax
olduqdax
olduqdax

xy  

Ясас елементар функсийалары йада салаг. Хятти 
функсийа - bxky +=  (шякил 2,а). Бу функсийанын графики 

буъаг ямсалы  к олан, ординат охундан  б гядяр парча 
айыран дцз хяттдир. Хятти функсийанын хцсуси щалы xky = -дир. 

Онун графики коориднат башланьыъындан кечян дцз хяттдир.  
 

а)  y    
 
 
 

=α tg

 
 
 

α k 

b 

x 

b)   y 
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Шякилдя щямчинин ашаьыдакы функсийаларын графикляри 

верилмишдир: квадратик функсийа cbxaxy ++= 2  (шякил 2, б) 

графики параболадыр; тярс мцтянасиб асылылыг xay /=  (шякил 

2,ъ) графики щиперболадыр; гцввят функсийасы nxy = , Zn∈  

(шякил 2,г) цстлц функсийа 0, >= aay x  (шякил 2,д). Шякил 3-дя 

тригонометрик функсийаларын графикляри верилмишдир. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Шякил 2. 

1/x 

x

ж)   y x3

x 

ч)     y d)    y 
   3x

 
1 

x

y 

y 

y=cosx       2/π    π           x 

           ππ 2/        x y=sinx 

x
•
ππ 2/2/π π− −

tgx 

ctgx        y 

Шякил 3. 
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 4. Бирдяйишянли функсийанын хассяляри. Яэяр ихтийари 
)(YDx∈  цчцн  )()( xyxy −=  ( ))()( xyxy −=   оларса, 

онда тяйин областы 0–а  нязярян симметрик олан )(xyy =  

функсийасы ъцт (тяк) функсийа адланыр. Ъцт функсийанын графики 
ординат охуна нязярян, тяк функсийанын графики ися коориднат 
башланьыъына нязярян симметрикдир. Мясялян, 2xy =  

функсийасы ъцт, 3xy =  ися тяк функсийадыр. Еля Т>0  ядяди  

тапмаг цчцн мцмкцн олса ки, )()( xyTxy =+  бярабярлийи 

ихтийари )(YDx∈  доьру олсун, онда )(xy  функсийасы дюври 

функсицйа адланыр. Т – ядядляриндян ян кичийи функсийанын 
дюврц  адланыр. Мялумдур ки, тригонометрик функсийалар дюври 
функсийасыдыр. 

 Яэяр 21 xх <  одугда )( 2121 yyyy ><  оларса, онда 

)(xy  функсийасы Х чохлуьунда артан (азалан) функсийа адла-

ныр. Мясялян, ямтяянин тяклиф  функсийасы онун гиймятиндян  
асылы артан функсийадыр, ямтяянин тяляб функсийасы ися онун 
гиймятиндян асылы азалан функсийадыр. Файдалылыг функсийасы 
ися ямтяя мигдарынын артан функсийасыдыр. 

Яэяр 21 xх ≤  олдугда,  ,, 21 Хxх ∈ )( 2121 yyyy ≥≤  
оларса, онда )(xy  функсийасы Х чохлуьунда азалмайан 

(артмайан) функсийа адланыр. Мясялян, верэи функсийасы иллик 
эялирин азалмайан функсийасыдыр, беля верэи тарифи мцтярягги 
адланыр. Артан, азалан, азалмайан, артмайан функсийалар 
монотон функсийалар адланырлар.  

Яэяр еля М(м) варса ки, ихтийари Хx∈  цчцн 
 олсун, онда  Х  чохлуьунда ( mxyMxy ≥≤ )()( ) )(xy  

функсийасы  йухарыдан (ашаьыдан) мящдуд функсийа адланыр. 
Щям йухарыдан вя щям дя ашаьыдан мящдуд олан 
функсийалар мящдуд функсийалар адланыр. Мясялян, sinx вя 
cosx  функсийалары бцтцн ядяд охунда мящдуд функси-
йалардыр. 
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)(xY  функсийасынын графики  Х габарыг чохлуьунда га-

барыг (чюкцк) адланыр (шякил 4) 
 

чюкцк габарыг 

Шякил 4. 

 Йяни ихтийари Xbа ∈,   вя  истянилян 10 ≤≤ λ  цчцн  

( ))()1()())1((
)()1()())1((
byaybay

byaybay
λλλλ
λλλλ
−+≥−+
−+≤−+

    доьру оларса. 

Мясялян, истещсал (бирфакторлу) функсийасы чюкцк, тяклиф 
функсийасы ися габарыгдыр. 

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
1. Ашаьыдакы функсийаларын тяйин областыны вя дяйишмя 

областыны тапын: 
  

xyqxyvxxybxyа ln);sin
1);)23(

3);2) 2 ==+−=−=  

 
Ъаваб. Тяйин областлары: 

),1[);,);2,1);)2,() ∞∈≠≠−∞ qZkkxvxba π  

2. Тутаг ки, )( pDD =  ямтяяйя тяклиф функсийасыдыр, 

тяклифдян асылы олараг бу функсийанын тярси олан гиймят 
функсийасыны тапын. Бу функсийаны тяклиф функсийасынын 
графикиня эюря неъя тапылдыьыны изащ един. 

Щялли: Тутаг ки, шякил 5-дя тяклиф функсийасынын графики 
тясвир олунмушдур. Мялум олдуьу кими бу функсийа 
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азаландыр. Бу функсийанын тярси олан )(Dрр = функсийасыны 

графикя эюря беля тапма лазымдыр. п (Д) функсийасынын тяйин 
областы Д (п) функсийасынын гиймятляр 

Шякил 5. 

pv 

w 

D  чохлуьудур. Щяр бир 
)(DR∈ϑ  цчцн  Д (п)   

функсийасынын графикини 
кясяня гядяр дцз хятт 
галдыраг, сонра  кясишмя 
нюгтясиндян сол тяряфя 
ординат оху  иля кясишяня 
гядяр горизонтал дцз хятт 
кечиряк. Алынан w нюгтяси 
 тярс функсийанын В-йя 
 уйьун гиймяти олар. 

3.  функсийасы юз графикинин бир нечя нюгтяси иля 
верилиб:(0,0), (2,4), (4,-4),  

)(xf

(6,2). Гоншу нюгтялярля онун графики бу нюгтяляри бирляшдирян 
дцз хятт парчасыдыр. Бу функсийаны тясвир един. 

Эюстяриш.  нюгтяляриндян кечян дцз  

хятт тянлийиндян истифадя един (бах бюлмя 2.1., пункт 1). 

),(),,( 1100 yхyх

Ъаваб:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤+−
≤≤−
≤≤

=
olduqdaxx
olduqdaxx
olduqdaxx

y
64316

,42412
,202
 

Функсийанын хятти интерполйасийа идейасы мящз 
бундан ибарятдир – функсийаны ики нюгтяси арасында бу 
нюгтялярдян кечян хятти функсийа иля явяз етмяк. 

4. Ясас елементар функсийаларын графиклярини йада 
салын. Ашаьыдакы функсийаларын графиклярини  тягриби гурун:  

;78);21) 2 +−=+−= xxybxya  

1);2));5ln();2sin) 2 −==−== xyeydxygxyv x  
5. Ашаьыдакы компцтер програмына бахаг:  
    эириш х; 
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              цчцн 3 гядяр щазырламаг  1=i

 
4
;12

2 +=

+=

xy
xx

 

  чыхыш й; 
 Шцбщясиз ки, верилмиш х цчцн компцтерун вердийи й 

ядяди щяр щансы функсийа иля щяйата кечирилир. Бу функсийаны 
дцстур васитясиля ифадя едя билярсинизми? 

6.  функсийасы ъцтдцрмц?, 12 −= xy xy =  функси-
йасы монотондурму?, 42 −= xy  функсийасы  габарыгдырмы?, 

)12sin( += xy  функсийасы дюврцдцрмц? 

7. Тутаг ки, )( psS =  ямтяянин тяклиф функсийасыдыр. 

Онун тярс функсийасыны – тяклифдян асылы олараг гиймяти мцяй-
йян едян функсийаны тапын.Тяклиф функсийасынын графикиня эюря 
бу тярс функсийанын неъя тапылмасыны шярщ един. 

8. Мянасына эюря истещсал функсийасы артан 
олмалыдыр. Бу функсийанын тярсинин мянасы неъядир? 

9. Тутаг ки, )(QWW =  иллик Г эялириндян  верилян вер-
эинин мигдарыдыр. Бу функсийанын тярсини  шярщ един. Мцтя-
рягги верэи олдугда онун графики тягрибян неъя олар? 

10. Эялир верэисинин фаиз дяряъяси функсийасы тяг-
рибян беля тяйин олунур. О –дан Г1 – я гядяр эялирдян  ,  

сонра Г1 гядяр эялирдян  вя с. 

%1p
%2p

Мцхтялиф интервалларда бу функсийаны дцстурларла  верин. 
11.  5)1(,1)0(,0)2( ===− yyy  олдугда квадратик 

cbxaxy ++= 2  функсийасыны тапын. 

Гейд. Функсийаны башланьыъ функсийанын графикинин 
цч верилмиш нюгтясиндян кечян квадратик функсийа иля явяз-
лянмяси, башланьыъ функсийанын квадратик интерполйасийасы 
адланыр. 
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12.  Тутаг ки, функсийа ашаьыдакы шякилдя верилиб: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤
≤≤
≤≤∞−

=
x
xx
x

xy
24

,202
,00

)(  

Бу функсийа габарыгдырмы, чюкцкдцрмц? 
13. Ашаьыдакы функсийалардан щансы юз тяйин областын-

да мящдуддур:  

;2));ln(sin);))1(2ln() xyvxybxxya ==+=     

ч) Торнквис функсийасы – «зярири яшйалара» тяляб  функсийасы, 
«зянэинлик яшйалары» функсийасы:  

)()(
;)(

bxcxaxy
bxaxy

+−=
+=  

бурада     гиймятлярдян асылыдыр, cba ,, x  ися эялирдир.  

14. Тутаг ки, М – пулун цмуми мябляьи, В – онларын 
дювриййясидир (бир илдя щяр бир рубл, доллар нечя дяфя щесаб-
ламаларда иштирак едиб), Й–милли мящсул вя йа эялирдир, п ися 
гиймятлярин сявиййясидир. Бцтцн бу кямиййятляри ялагялянди-
ряряк, пул дювриййясинин тянлийини аларыг – классик пул нязярий-
йясинин ясас тянлийи. Бу тянлик  Фишер тянлийи  адланыр: 

V
PVM = . 

Тящлил един: бу кямиййятлярин бязиляри, диэярляри дяйиш-
мядикдя неъя дяйишир; мясялян, пул кцтлясинин мигдары дя-
йишдикдя гиймят сявиййяси неъя дяйишяр? 

 
4.3.  Функсийанын лимити 

 

 1. Функсийанын лимитинин тярифи. Яэяр 0>ε  ядядиня 
гаршы еля 0>δ  ядяди тапмаг мцмкцн олса ки, δ<−< ax0  

олдугда, ε<− Axf )(  олсун, онда А ядяди  x   - йа a
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йахынлашдыгда )( ax →   )(xf  функсийасынын лимити адланыр. Бу 

беля йазылыр: ).(xfimlA
ax→

=  

Гейд етмяк лазымдыр ки, тярифдя функсийанын лимит нюг-
тясиндя тяйин олунмасы тяляб олунмур, лакин функсийа лимит 
нюгтясинин щяр щансы ятрафында тяйин олмалыдыр (лимит нюгтяси 
истисна олмаг шяртиля). 

Яэяр aх→   вя ax <  оларса, онда йазырлар ки, 
;0−→ ax   яэяр aх→   вя ax > оларса, онда йазырлар ки, 

0+→ ax . Уйьун лимитляря функсийанын  нюгтясиндя сол вя 
саь лимитляри дейилир. Бу тярифлярдя нязярдя тутулур ки, функсийа 

 нюгтясинин сол вя саь тяряфиндяки щяр щансы интервалда 
тяйин олунуб. Функсийанын икитяряфли 

a

a
)( ax →  лимитинин олмасы 

цчцн зярури вя кафи шярт щяр ики биртяряфли лимитин олмасы вя 
онларын цст-цстя дцшмясидир. Айрыъа айдынлашдыраг ки, 

 функсийасынын лимити нядир. Яэяр ихтийари )(xfx ∞→ 0>ε  

цчцн еля NK ∈  тапмаг мцмкцн олса ки, Kx >  олдугда 
ε<− Axf )(  олсун, онда  )(lim xfA

x ∞→
= . Аналожи олараг 

−∞→x - да функсийанын лимитиня тяриф верилир. 

Тяяссцфляр олсун ки, лимитин беля форма тярифи  алимлярин 
ясрлярля вя щятта минилликлярля ахтарышларынын - юзляринин лимитя 
кечмяк  цчцн интуитив тясяввцрляринин дягиг формалашдырмаг 
арзуларыны итирир.  

Функсийанын лимити мцяййян мянада ардыъыллыьын 
лимитиня эятириля биляр. Тутаг ки, ;0−→ ax    функсийасы  
лимит нюгтясинин сол тяряфиндя олан щяр щансы интервалда тяйин 
олунмушдур. Онда  ардыъыллыьыны сонсуз сайда  цсулларла 

еля тяйин етмяк олар ки, онларын сол лимити 

)(xf a

)( nx
x  олсун. О заман: 

яэяр Axf
ax

=
−→

)(lim
0

 оларса, онда солдан  -йа йахынлашан 

ихтийари  ардыъыллыьынын  лимити А-йа бярабяр олар. Бунун 

тярси дя доьрудур–яэяр солдан -йа йахынлашан ихтийари  

a
)( nx

a )( nx
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ардыъыллыьы цчцн  ардыъыллыьы да ейни бир А лимитиня йахын-
лашарса, онда 

)( nxf
Axf

ax
=

−→
)(lim

0
 олар. 

  
 2. Сонсуз кичик вя сонсуз бюйцк функсийалар. 

aх→  (вя йахуд 0−→ ax  вя йахуд 0+→ ax , вя йа-
худ ∞→x , вя йа −∞→x ) олдугда 0)(lim =xf  оларса, онда 

 функсийасы сонсуз кичик адланыр. )(xf
aх→  (вя йахуд 0−→ ax  вя йахуд 0+→ ax , вя йа-

худ ∞→x , вя йа −∞→x ) олдугда ∞=)(lim xf  оларса, онда 

 функсийасы сонсуз бюйцк адланыр. )(xf
Мясялян, xy 1=  функсийасы олдугда сонсуз бю-

йцкдцр, беля ки, 
0→x

∞→∞=
→

xx
x

,1lim
0

 олдугда ися сонсуз ки-

чикдир, она эюря ки, 01lim =
∞→

x
x

. 

Сонсуз кичик функсийаларын хассяляриня бахаг: 
1) яэяр ейни  шяртляр дахилиндя  вя  - сонсуз 

кичилян функсийалардырса, онда щямин шяртляр дахилиндя 
- дя сонсуз азалан функсийалар олар. 

)(xf )(xg

)()( xgxf ±

2) яэяр щяр щансы шяртлярля  сонсуз кичик  функ-
сийадырса вя  - бу шяртлярин юдяндийи Х чохлуьунда мящ-
дуд функсийадырса, онда онларын 

)(xf
)(xg

)()( xgxf ⋅  щасили дя щямин 
сонсуз азалан функсийа олар. 

3) яэяр  вя  ейни шяртляр дахилиндя сонсуз 
кичик функсийалардырса, онда онларын щасили 

)(xf )(xg
)()( xgxf ⋅ -дя щямин 

шяртляр дахилиндя сонсуз кичик функсийа олар. 
4) яэяр -сонсуз кичик функсийадырса, онда )(xf )(1 xf - 

сонсуз бюйцк функсийа; яэяр  сонсуз бюйцк функси-
йадырса, онда 

)(xg
)(1 xg - сонсуз  кичик функсийа олар. 
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 Сонсуз кичик функсийаларын мцгайисяси 
 

Тутаг ки,  вя  - щяр щансы шяртляр дахилиндя 

сонсуз кичилян функсийалардыр вя тутаг ки, 

)(xf )(xg
( ) hxgxf =⋅ )()(lim  

вар. Онда: 
1)  олдугда  вя  еквивалент сонсуз кичик  

функсийалар адланыр вя беля йазылыр: 

1=h f g
gf ~ ; 

2) яэяр ∞<< h0  оларса, онда f  вя g  ейни тяртили 

сонсуз кичик функсийалар адланыр вя беля йазылыр: )(gOf =  вя 

йа  )( fOg =
3) яэяр 0=h  оларса, онда f  функсийасы  g -йя  нязя-

рян  йцксяк тяртибли сонсуз кичик функсийа адланыр вя беля 
йазылыр: )(gOf = ; 

4) яэяр ∞=h  оларса, онда g  функсийасы f - я ня-
зярян  йцксяк тяртибли сонсуз кичик функсийа адланыр вя беля 
йазылыр: )( fOg =  

 
 3.Лимитлярин ясас хассяляри. Лемма. Яэяр 

Axf =)(lim  оларса, онда α+= Axf )(  олар, бурада α  

сонсуз  кичик функсийадыр. 
Тярс лемма. Яэяр α+= Axf )(  оларса, бурада α  - 

сонсуз кичик функсийадыр, А - ися  сабитдир, онда Axf =)(lim  

олар. 
Лимитлярин ашаьыдакы хассяляри вар: 
1)   яэяр с  сабит функсийа оларса, онда cc =lim  олар. 

2) яэяр щяр щансы шяртляр дахилиндя  вя 

 варса, онда 

)(lim xf
)(lim xg ( ) )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf ±=±  

олар, гейд едяк ки, бу хасся истяниля сонлу сайда 
функсийалар цчцн доьрудур; 
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3) яэяр )(lim xf  вя  варса, онда )(lim xg

( ) ( )( ))(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf =  (ейни шяртляр дахилиндя); 
гейд едяк ки, бу хасся истянилян сонлу сайда функссийалар 

цчцн доьрудур; хцсуси щалда ( )nn xfxf )(lim)(lim =  дцстуру 
доьрудур; 

4) яэяр   вя    )(lim xf 0)(lim ≠xg   варса,   онда  

( ) =)()(lim xgxf   ( ) ( ))(lim)(lim xgxf=   (ейни шяртляр 
дахилиндя); 

5) яэяр )()()( xhxgxf ≤≤  оларса, вя , 
,  варса, онда  

)(lim xf
)(lim xg )(lim xh )(lim)(lim)(lim xhxgxf ≤≤  

олар. 
Нятиъя.  Яэяр )()( xgxf ≤  оларса, ,  

варса, онда 
)(lim xf )(lim xg

)(lim)(lim xgxf ≤  олар. 
Мисал эюстяряк ки, функсийанын мцяййян нюгтядя 

лимити йохдур. 
Мисал 1. xy 1sin=   функсийасына бахаг, бу функсийа 

(0, 1) - дя тяйин олунуб. Nnnxn ∈= ,)(
1
π  ардыъыллыьына  ба-

хаг; айдындыр ки,  олар. Инди )( nxy Nnnzn ∈+= ,)2(1 ππ  

ардыъыллыьына бахаг. Айдындыр ки, 1)( =nzy  олар. Бурадан чыхыр 

ки, бахдыьымыз функсийанын  олдугда лимити йохдур. 
Гейд едяк ки, лимит нюгтяси функсийанын тяйин областына дахил 
дейилдир. Бир чох щалларда лимитин варлыьыны ашаьыдакы теоремин 
кюмяйи иля мцяййян етмяк олур. 

0→x

Теорем. Тутаг ки,  функсийа монотон 
азалмайандыр (вя йа артмайандыр). Яэяр бунунла 
бярабяр функсийа йухарыдан (ашаьыдан) мящдуддурса, 
онда  олдугда функсийанын сонлу лимити вар, 
якс щалда  функсийа 

0−→ ax

0−→ ax
)(−∞∞ -а йахынлашыр. 

 
 4. Биринъи вя икинъи эюркямли лимитляр.   - да 0→x

( xxsinlim ) лимитиня бахаг. Исбат етмяк олар ки, бу лимит 
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ващидя бярабярдир. Бу лимит биринъи эюркямли лимит адланыр.Бу 
лимитин ящямиййяти ондан ибарятдир ки, бу лимитин башга чох 
сайда лимитлярин тапылмасына имкан йарадыр. Хцсуси щалда 
алырыг ки, х вя  олдугда еквивалент сонсуз кичик  
кямиййятлярдир. Беляликля, 

0sin →xx
0sinlim

0
=

→
x

x
 

Мисал 2.   - лимитини тапаг. x
x

coslim
0→

)2(sin21cos 2 x−=  олдуьундан аларыг ки, 

1)2(sinlim21coslim 2

00
=−=

←→
xx

xx
 

∞→x - да x
x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11   лимитиня бахаг. Исбат етмяк олар 

ки, бу лимит вар. Ону хцсуси е ядяди иля ишаря едирляр. Бу ядяд 
тягриби олараг 2.71-я бярабярдяр. Бу лимит икинъи эюркямли 
лимит адланыр. Бу лимитин дя ящямиййяти ондан ибарятдир ки, 
онун кюмяйи иля  бир чох диэяр лимитляри тапмаг олур. 

Мясялян, ( ) en n

n
=+

∞→
11lim  беля ки, айдындыр ки,  

( ) ( )x

n

n

n
xn 11lim11lim +=+

∞→∞→
 

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
1.  - лимити тапын. x

ax
sinlim

→

Щялли. Билирик ки, azzaza cossincossin)sin( ⋅+⋅=+  
Биринъи эюркямли лимитдян истифадя едяряк исбат етмяк 

олар ки, 0sinlim,1coslim
00

==
→→

zz
zz

. Бунлары нязяря алсаг 

аларыг ки,  azazax
zzax

sinsinlimcoscoslimsinsin
00

=⋅+⋅=
→→→

 

Нятиъя: Истянилян  а нюгтясиндя  лимити  
функсийасынын лимит нюгтясиндяки гиймятиня бярабярдир. 

xsinlim xsin
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2. Ашаьыдакы лимитляри тапын:      
( ) ( ) ( )x

xxx
axaxvxxbxxa )()(lim);cos1lim);5sinlim) 2

00
−+−

∞→→→
 

Щялли. Биринъи ики лимити щесабламаг цчцн биринъи 
эюркямли лимитдян истифадя едяк. 

( ) ( ) ( ) ;5sinlim5)5(5sin5lim5sinlim)
000

===
→→→

yyxxxxa
yxx

 

( ) ( )
( ) 2/1)2/(2/sinlim4/2

2/sin2limcos1lim)
2

0

22

0

2

0

==

==−

→

→→

xx

xxxxb

x

xx  

 «ϑ » лимитини тапмаг цчцн икинъи эюркямли лимитдян 
истифадя едяк:   

( ) ( ) ( )
a

a
axxx axaaxaaxax

2
2/1)2(

)(
)()21()()21()()( ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

−+=−+=−+
 

Бурадан аларыг  ки, ( )( ) az

z
ez

a

2
11

2

11lim =+
+

∞→
 

3. Исбат един ки,     - йохдур. x
x

sinlim
→∞

4. Исбат един ки, тяйин областынын истянилян нюгтясиндя: 

axdeeq

axvtgatgxbaxa

ax

xx

ax

nn

axaxax

lnlnlim);lim)

;lim);lim);coscoslim)

==

===

→→

→→→
 

Эюстяриш.  « » щалында а axaxax sinsincoscos)cos( ⋅−⋅=+   
дцстурундан, галан щалларда ися уйьун дцстурлардан истифадя 
един. 

5. Лимитлярин хассяляриня ясасян ашаьыдакы лимитлярин 
варлыьыны эюстярин: 

                   
( )

.coslim);
cos

lim)

;)coslim();12lim);)1(lim)

00

0

22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅++

→→

∞→

→∞→∞→

x
xd

x
xq

xxvxxxbxxa

xx

x

xxx
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6. Русийада малиййя пирамидаларынын чичякляндийи 
дюврдя (1993-1994) «Тибет» консернинин  гябул  мянтягя-
синдя 3 айлыг 100% дяряъяси иля пул гябулу щаггында елан 
асылмышдыр. (Гейд едяк ки, 100% юдямя иллик дейил, йалныз 3 
айлыг мцддятя апарылыр, йяни 3 ай мцддятиндя верилян пулун 
ики дяфя артымына сюз верилирди). Аз мцддятя ися юдяниляъяк 
пулун мябляьи уйьун олараг азалыр, йяни 1,5 айа-50%, 3 
щяфтяйя – 25 % вя с. Бурадан алыныр ки, яэяр пулу 3 щяфтяйя 
гойуб, вахт тамам оланда пулу эютцрцб йенидян гойсан вя с.,  
онда  3 айа гойулмуш пул  дяфя артыр. Яэяр 
пулун гойулуб эютцрцлмясини щяр щяфтя апарылса, онда 3 айа 
пулун мябляьи  дяфя артыр. 3 айа пул 
артымынын максимал  артма ямсалы неъя олар? 

44,2)25,01( 4 ≈+

71,2)0875,01( 12 ≈+

 
4.4. Функсийанын кясилмязлийи 

 
Реаллыгда беля щаллар олур: шяраити характеризя едян 

параметрляр аз дяйишдикдя, шяраитин юзц дя аз дяйишир. 
Бурада ясас шяраитин дяйишмяси дейил, онун аз дяйишмясидир. 

 
1. Функсийанын кясилмязлийинин тярифи. Кясилмя нюгтяляри. 

)(xfy =  функсийасы  нюгтясинин мцяййян ятрафында 
тяйин олунубса вя 

a
)()(lim afxf

ax
=

→
 оларса, онда  

функсийасы  нюгтясиндя к силмяз адланыр. Яэяр  

)(xf

a я( ))()(lim)()(lim
00

afxfafxf
axax

==
+→−→

 оларса, онда  функ-

сийасы  нюгтясиндя  солдан (саьдан) кясилмяз адланыр. 
Гейд едяк ки, бурада нязярдя тутулур ки, функсийа а 
нюгтясинин мцяййян сол(саь) ятрафында тяйин олунмушдур. 
Щям дя гейд едяк ки,  функсийанын нюгтядя кясилмязлийи, 
щямин нюгтяйя солдан вя саьдан кясилмязликля ейниэцъ-
лцдцр. Яэяр интервалын бцтцн нюгтяляриндя функсийа кясилмяз 
оларса, онда дейирляр ки, функсийа интервалда кясилмяздир. 
Яэяр функсийа ( ) интервалында кясилмяз оларса,  

)(xf

a

ba, a
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нюгтясиндя солдан, б нюгтясиндя саьдан кясилмяздирся, 
онда дейирляр ки, функсийа  [a, b]  парчасында кясилмяздир 
(a>b). 

Мисал 1. Ашаьыдакы функсийалар бцтцн ядяд охунда 
кясилмяз функсийалардыр: cy = - сабит функсийа, хятти функсийа 

 гцввят функсийасы  цстлц функ-
сийа . 

xxbkxy sin,cos,+= Nnxn ∈,
0, >aax

Функсийанын кясилмяз олмадыьы нюгтяляря кясилмя 
нюгтяляри дейилир. Яэяр а нюгтясиндя функсийанын  сонлу лимити 
(икитяряфли лимити) варса, лакин бу лимит функсийанын щямин 
нюгтядяки гиймятиндян фярглидирся (вя йахуд бу нюгтя 
функсийанын тяйин областына дахил дейилдирся), онда а нюгтяси 
арадан галдырыла билян кясилмя нюгтяси адланыр. Яэяр 
функсийанын б нюгтясиндя сонлу биртяряфли лимитляри варса, лакин 
онлар цст-цстя дцшмцрся, онда б нюгтяси 1-ъи нюв кясилмя 
нюгтяси адланыр. Яэяр ъ нюгтясиндя функсийанын щеч олмаса 
бир сонлу биртяряфли лимити йохдурса, онда ъ нюгтяси 2-ъи нюв 
кясилмя нюгтяси адланыр. 

Мисал 2.  х=0  нюгтяси xxy sin=  функсийасынын ара-
дан галдырыла билян кясилмя нюгтясидир, беля ки, щямин 
нюгтядя функсийанын икитяряфли лимити вар, 1sinlim

0
=

→
xx

x
 лакин 

функсийа бу нюгтядя тяйин  олунмайыб. 

Мисал 3.  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<−

==
01
00
01

sgn
x
x
x

xy

«сигнум» функсийасы цчцн 0 нюгтяси 1-ъи нюв кясилмя нюгтя-
сидир, беля ки, 1sgnlim,1sgnlim

00
=−=

+→−→
xx

xx
 щяр ики биртяряфли 

лимит вар, лакин онлар бярабяр дейил. 
Мисал 4. 0 нюгтяси 1/x  функсийасынын 2-ъи нюв кясилмя 

нюгтясидир, беля ки, ∞=−∞=
−→+→

xx
xx

/1lim,/1lim
00

 

Мисал 5. Дирихле функсийасы адланан функсийа цчцн 
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⎩
⎨
⎧

=
,0
,1

)(xd
1, яэяр  х расионалдырса, 

 0, яэяр  х иррасионалдырса 
 
щяр бир нюгтя 2-ъи нюв кясилмя нюгтясидир. 

 
 2. Кясилмяз функсийаларын хассяляри. Ашаьыдакы 
хассяляри гейд едяк: 

1) яэяр  вя    функсийалары а нюгтясиндя кя-
силмяз функсийалардырса, онда 

)(xf )(xg
)()(),()( xgxfxgxf ⋅±  вя 

)()( xgxf  ( 0)( ≠ag  шяртиля) функсийалары да щямин нюгтядя 
кясилмяз функсийалар олар; 

2) яэяр )(xgu =  функсийасы  нюгтясиндя  кясил-
мяздирся вя 

a
)(ufy =  функсийасы  нюгтясиндя кясил-

мяздирся, онда

)(ag
( ))(xgfy =  мцряккяб функсийасы   нюгтя-

синдя кясилмяз олар; 
a

3) елементар функсийалар юз тяйин областларында кясил-
мяз функсийалардыр; 

4) вейерштрас теореми: яэяр функсийа парчада кясил-
мяздирся, онда бу парчада юзцнцн ян бюйцк вя ян кичик 
гиймятлярини алыр;     

5) болтсано-Коши теореми: тутаг ки, функсийа [ ]ba,  
парчасында   тяйин олунуб вя кясилмяздир, бу парчанын цч 
нюгтяляриндя мцхтялиф ишаряли гиймятляр алыр; онда еля 

 нюгтяси  тапмаг олар ки, функсийа щямин нюгтядя 

сыфыра бярабяр олар. 

),( bac∈

6) асимптотлар: яэяр 0lim =
∞→

MN
OM

 олсада, бурада  

MN  M нюгтясиндян щямин дцз хяття  гядяр олан мяса-
фядир; l  дцз хятти )(xfy =  функсийасынын графикинин асимптоту 

адланыр;  OM – бу нюгтядян координат башланьыъына гядяр 
олан мясафядир (шякил1).  
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y

 
Асимптотлар шагули вя маили олурлар. Яэяр ∞=

→
)(lim xf

ax
 

оларса, онда функсийанын графики шагули аситота маликдир (шякил 
1-дя дцз хятти, тянлийи  ax = ). 

Маили асимптот цчцн  шяртли ∞→OM ∞→x  вя йа 
−∞→x  шяртляри иля явяз етмяк олар. Биринъи щалда ися 

солтяряфли адланыр (шякил 1. м, н). Маили асимптотларын хцсуси 
щалы цфиги  асимптотлардыр. Ахырда гейд едяк ки, елементар  
функсийаларын тяйин областында кясилмязлийиндян лимитляри 
тапмаг цчцн истифадя олунур. Беля ки, яэяр  функсийасы 

  нюгтясиндя кясилмяздирся, онда  
)(xf

a )()(lim afxf
ax

=
→

. 

 3. Кясилмязлийин игтисади тясвири. Игтисадиййатда 
истифадя едилян функсийаларын яксяриййяти кясилмяз функсийалар 
олмасы  бизя игтисади мязмунлу щюкмляр чыхармаьа имкан 
йарадыр. 

1. Шякил 2. а-да  N  верэи  тарифинин тяхмини  графики 
верилмишдир. 
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Парчанын цчларында о кясиляндир вя бу кясилмя  

нюгтяляри 1-ъи нювдцр. Лакин эялир верэисинин юзц  П(шякил 2, б) 
иллик Q эялиринин кясилмяз функсийасыдыр. Хцсуси щалда бурадан 
чыхыр ки, яэяр ики шяхсин иллик эялирляри бир-бириндян аз 
фярглянирся, онда онларын юдядийи  верэи дя бир-бириндян аз 
фяргляняр. Мараглыдыр ки, бу факт яксяр инсанлар тяряфиндян 
тябии гябул олунур вя онлар бу щагда щятта фикирляшмирлярдя. 
Каш бу щямишя беля олайды. Ня вахт ки, бубеля олмур, йяни 
нятиъя башланьыъ шяртляриндян мясяляни характеризя едян 
параметрлярдян кясилмяз асылы олмадыгда бу мясяля коррект 
олмайан адланыр. 

b)  P 

 Q1        Q2         Q 

a)    N 

          Q1        Q2           Q 

   Шякил  2. 

2. Юз мяналарына эюря - тяляб  функсийасы, 
 тяклиф функсийасы п -дян кясилмяз асылыдыр. Демяли 

гиймятин кичик дяйишмяси тяляб вя тяклифи дя кичик дяйишмясиня 
сябяб олаъаг. Бу просеси дяриндян тящлил етдикдя психоложи 
сябяблярдян дя мясялян, тялябин сычрайышла дяйишдийини эюря-
рик. Гиймятляр щяддиндян чох артдыгда, инсанлар дюзцрляр вя 
тяляб кичик мигдарда артыр. 

)( pD
)( psS =

Нящайят гиймят мцяййян щядди кечдикдя. Тялябин 
сычрайышма дяйишдийини эюрярик. Бу шяраит чох щалларда валйу-
та вя малиййя базарларында чалышан малиййячиляря йахшы мя-
лумдур. 
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3. Истигразларын базар гиймятини тапаркян биз фактики 
олараг ашаьыдакы дцстуру чыхармышдыг: )100()100( rrNpS += , 
бурада  Н- истигразын номиналы,  p-фаиз дяряъяси, р - инфлйасийа 
темпидир. Бу дцстурдан эюрцнцр ки, С фаиз дяряъяси p - дян 
асылы елементар функсийадыр демяли кясилмяз функсийадыр. 
Буна эюря дя  фаиз дяряъяси кичик дяйишдикдя, истигразын 
базар гиймяти дя кичик дяйишяр. 

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

1. "" δε −  дилиндя xy =  функсийасынын кясилмязлийини 

эюстярин. 
Щялли. Яэяр бу функсийа елементар олсайды, онда 

елементар функсийаларын кясилмязлийиня аид цмуми мцд-
дяадан истифадя етмяк оларды (бах 2. 4.2.). Лакин бу функсийа 
елементар олмадыьындан онун кясилмязлийини хцсуси цсулла 

исбат етмяк лазымдыр. Гейд едяк ки, . 
⎩
⎨
⎧

≥
≤−

=
0,
0,

xx
xx

y

Тутаг ки, 0≠a . а  нюгтясинин  0 дахил олмайан  еля 
ятрафы вар ки, тядгиг едилян функсийа й=х  вя йа  й= -х  функ-
сийасы иля цст-цстя дцшцр. Она эюря дя онун кясилмязлийини 
сыфыр нюгтясиндя исбат етмяк лазымдыр. Истянилян 0>ε  цчцн 
еля 0>δ  тапмаг лазымдыр ки, ε<x   олдугда  ε<y  олсун. 

Бунун цчцн δε =  эютцрмяк кифайятдир. 
2. Тутаг ки, Е(х)  - «х – ин там щиссясидир», Ф(х) – ися 

«х–ин кяср щиссясидир». Бу функсийанын графикини чякин, щансы 
нюгтялярдя функсийанын кясиля олдуьуну айдынлашдырын вя 
кясилмя нюгтяляринин характерини  мцяййян един. 

Щялли. Щяр ики функсийанын графики шякил 3–дя верилмишдир. 
Графикдян эюрцнцр ки, Е(х)  функсийасы саьдан щяр нюгтядя 
кясилмяздир, о ъцмлядян там  н–ляр цчцн функсийа н-я бяра-
бяр олдуьу цчцн кясилмяздир. Ейни заманда  н нюгясиндя 
сол лимит н-1 там ядядиндя кясиляндир вя бцтцн бу кясилмя 
нюгтяляри биринъи нювдцр. 
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Ф(х) - функсийасы саьдан 
щяр бир нюгтядя кясилмяздир,  
о ъцмлядян там н -ляр  цчцн,  
бу нюгтялярдя функсийа сыфыра 
бярабярдир. Там нюгтялярдя 
солдан лимит 1-я  бярабярдир. 
Демяли  Ф(х) функсийа щяр 
 бир там гиймятдя кясиляндир 
вя букясиляндир вя бу  
кясилмя нюгтяляри 1-ъи  
нювдцр.                                                                                  Шякил 3. 

E(x) 

F(x) 

Е, Ф 

 
3. « δε − » дилиндя   функсийасынын кясилмязлийини 

исбат един. 

2xy =

4.  функсийасына бахын. Онун графикини гурун. 
Щансы нюгтяляр онун кясилмя нюгтяляридир. Кясилмя 
нюгтяляринин характерини тапын. 

)(xOy =

5. Торнквист функсийасынын – «илк зярури яшйалар» вя 
«зянэилик яшйалары»-на тяляб функсийасынын асимптотларыны 
тапын:  

,)(
)(,)( bx

cxaxybx
axy +

−=+= бурада а, б, ъ гий-

мятлярдян асылыдыр, х – ися эялирдир. 
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Мювзу 5.  
ТЮРЯМЯ ВЯ ДИФЕРЕНСИАЛ,     
ИГТИСАДИЙЙАТДА  ЛИМИТ КЯМИЙЙЯТЛЯРИ 

 
5.1. Функсийанын тюрямяси 

 
1. Функсийанын тюрямясинин тярифи, онун физики вя 

щяндяси мянасы.  Тутаг ки, ф(х) функсийасы  верилмишдир ф(х) 
функсийанын Д(х) тяйин областындан щяр щансы  х нюгтясини 
фикся едяк. Тутаг ки, x′  – тяйин областындан  эютцрцлмцш 
башга бир нюгтядир, онда xx −′  фярги аргументин артымы ад-
ланыр вя xΔ  -ля ишаря олунур, функсийанын гиймятляри фярги - 

 ися функсийанын артымы адланыр вя )()( xfxf −′ )(xfΔ  иля ишаря 
олунур.  

)(xfy =  функсийасынын х нюгтясиндяки )(xfΔ  артымынын 
аргументин  артымына олан нисбятинин  аргументин артымы  

 шяртиля лимитиня  функсийасынын х нюгтясиндя 
тюрямяси дейилир ( яэяр бу лимит варса). 

xΔ
0→Δx )(xf

Тюрямяни  вя йа )(xy′ )(xf ′  -ля ишаря едирляр. Тюрямянин 

тапылмасы просеси диференсиалланма адланыр. Беляликля, 

x
xfxf Δ

Δ=′ )()(  нисбятинин физики мянасы ],[ xxx Δ+  пар-

часында  функсийасынын дяйишмясинин орта  сцрятидир, )(xf

)()(lim
0

xfx
xf

x
′=Δ

Δ
→Δ

 ися функсийанын х нюгтясиндя сцрятинин 

ани дяйишмясидир. Мясялян, яэяр  функсийасы х 
заманында щяр щансы бир ъисмин эетдийи й  йолдурса, онда 

 тюрямяси щярякятин сцрятидир. Яэяр функсийа истещсал 
олунан мящсулларын мигдарынын замандан асылылыьыны 
эюстярирся, онда  тюрямя    ямяк мящсулдарлыьыны эюстярир.       

)(xf

)(xy′
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α

В 
 
 β
 
 
 
 
 
 
 

Щяндяси олараг  x
xf
Δ

Δ )(    нисбяти  β   буъаьынын танэесидир 

(шякил 1), β   буъаьы  А  вя  Б  нюгтяляриндя графики кясянля 
ОХ  оху арасындакы буъагдыр. Яэяр , онда Б  нюгтяси  
А  нюгтясиня йахынлашар вя 

0→Δx
β  буъаьы α  буъаьына йа-

хынлашыр. α  буъаьы графикя тохунанла ОХ  оху арасындакы 

буъагдыр вя демяли αβ tgtgx
xf

ABx
==Δ

Δ
→→Δ

lim)(lim
0

. Бурадан 

алырыг ки, ktgxf ==′ α)(  (тюрямянин щяндяси мянасы), 

бурада к  х  нюгтясиндя  )(xf  -ин графикиня тохунанын 

буъаг ямсалыдыр. Беляликля, х0 нюгтясиндя )(xfy =  
функсийасынын графикиня чякилян тохунанын тянлийи 

))(( 000 xxxyyy −′+= .  Яэяр х нюгтясиндя  

функсийасын xxAx

 

А 

0                                    X 
 

Y 

         Шякил 1. 

ын артымы (1) f Δ+Δ=Δ α)  шяклиндя эюстяриля 
онда )(xfy

(
билярся, =  функсийасы х  нюгтясиндя  
диференсиалланан адланыр;  бурада А – сабит, α  сонсуз 
ичилян функсийа ( 0→Δx ).  к
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 кафи шярт щямин 
нюгтяд .  

Теорем 1. Щяр щансы нюгтядя функсийанын 
диференсиалланан олмасы цчцн зярури вя

я онун тюрямясинин олмасыдыр
Зярурилийин исбаты.  Тутаг ки, y )(xf=  функсийасы 
дя

х 
нюгтясин   диференсиалланандыр.  Онда xxAxf Δ+Δ=Δ α)( , 
бурада α  сонсуз кичилян функсийадыр. Бурадан алырыг ки, 

α+=Δx
Δ Axf )(  . Беляликля, тярс леммайа  

4.3,  п

 ясасян (бюлмя

Axx
=Δ→Δ

lim
0

, йяни функсийанын тюрямяси вар.  

ты   Тутаг к  функсийанын тюрямяси вар: 

. 3) xf )(

Кафилийин исба . и

x
xfxf

x Δ→Δ 0

ясасян юлмя 4.3 п. 3) 

Δ=′ )(lim)( . Йухарыда гейд етдийимиз леммайа 

(б , α+′=Δ
Δ )(xf 0→)(

x
xf , Δx  α - 

ксийадыр. Бурадан алырыг ки, 
xxfxf

сонсуз кичилян фун
x+Δ′=Δ Δα)()( , йяни функсийа х нюгтясиндя  

ренсиал
 ки, диференсиалла

и  

дифе-
ланандыр.  
ГЕЙД. Исбат заманы алдыг нан функ-

сийа цчцн (1) бярабярлийин xxxfxf Δ+Δ′=Δ α)()  шяклиндя 
дя йазм

(
аг олар, бурада 0→Δx  α  - сонсуз кичилян функ-

сийадыр
ференсиалла-

ин нюгт
р x

.  
Теорем 2.  Яэяр функсийа нюгтядя ди

нандырса, онда щям ядя кясилмяздир.  
 Исбаты.  Яэя (fy )=  функсийасы х нюгтяс д
ренсиалл н

ин я  дифе-
ана дырса, онда xxxfxf Δ+Δ′=Δ α)()( , бурада 

0→Δx    α  - сонсуз кичилян функсийадыр. Бурадан алырыг ки, 
im

0→
f

x
дир.  

 

ящсулун

0)l =
Δ

x , йяни х нюгтясиндя  функсийа кяс( илмяз

2. Тюрямянин игтисадиййата тятбиги. 
Сярф олунан ресурсун х щяъминдян асылы олан, ващид 

заманда истещсал олунан м  щяъмини эюстярян бир 
факторлу вя йа бир ресурслу )(xfy =  истещсал функсийасына 
бахаг. Бу ресурс чох щалларда–ъанлы инсан ямяйинин миг-
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у с
ятян истещсал функси

дарыны эюстярир ки, бу да адам – саат вя йа ишчилярин сайы иля 
ифадя олунур. Тутаг ки, б  шяраитдя фирманын ишчиляринин айы а 
–дыр. Ад йасы диференсиалланан олду-
ьундан, )()()1( afafaf ′+≈+  олар. Яэяр  ишчилярин сайы а  
бюйцкдцрся, онда йухарыда хмини бярабярлик кифайят 
гядяр дягиг олар. Бу щалда )(af

 
тякы 

′  ня демякдир?  Бу йени 

ишчилярин ващид заманда истещсал етдикляри ялавя мящсулдур. 
Тутаг ки, ν  - ващид мящсулун гиймятидир, п ися ва
да ишчинин алдыьы ямяк щаггыдыр. Онда яэяр  

щид заман-
ρν >′ )( af   

оларса, о заман бир няфяр дя ишчи эютцрмяк лазымдыр, беля ки, 
о ишчи фирмайа юзцнцн алдыьындан чох эялир эятирир. Мцряккяб 
олмайан бу гайда бу универсал характер дашыйыр вя игтиса-
диййатын гызыл  гайдасы  адланыр. Цмумиййятля, бахдыьымыз 
шяраитдя истещс ксийасынын а нюгтясиндяки тюрямяси 

игтисадиййатда 

 
ал фун

a орта ямяк мящсулдарлыьындан af )(

олараг

п.2) вя онларын тюрямяляринин игтисади мяналарыны 
тяйин е

фяргли 

 ямяк мящсулдарлыьынын лимит гиймяти   адланыр.   
Яввялляр дахил етдийимиз бязи функсийалара бахаг 

(бюлмя 4.2, 
дяк. 
Тяляб функсийасы )( pDD = - щяр щансы ямтяяйя Д тя-

лябинин онун п иймятинд н асылылыьы Д(п) – нин тюрямяси бир 
ващид гиймят артымына эюря тялябин артымынын тяхмини 
гиймятидир. Мялумдур ки, гиймят артдыгда тяляб азалыр. Лакин 
яслиндя тюрямянин мцтляг гиймяти эюстярир ки, гиймятин бир 

 г я

ващид финдян тялартмасы алыъылар тяря ябин азалмасыны эюстярир.  
Тяклиф функсийасы )( pSS = -щяр щансы ямтяянин п 

гиймятиндян тяклифин асылыьы С(п) – нин тюрямяси гиймятин бир 
ващид артырылмасындан ямтяяйя яклифин артырылмасынын тяхмини 
гиймятини эюстярир. Файдалылыг функсийасы У(х)-щяр щансы 
шяхсин о цчцн ямтяянин х мигдарынын субйектив ядяди 
гиймяти– )(xU ′  тюрямяси даща бир ващид ямтяя ялдя етмяйин 
ялавя файдалылыьынын  тяхмини гиймятини верир. Верэи тарифи – Н 
верэинин иллик Г эялириндян асылылыьынын фаизля ифадяси. Тутаг ки, 

т

нун 
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вермякП верэинин гиймятидир, буну иллик Г эялириндян  
лазымдыр. Онда П- нин тюрямяси Н верэи тарифи олар. )(xfy =  
функсийасынын тюрямяси х заманда эедилян й йолун ани 
сцрятидир, истещсал функсийасынын тюрямяси ямяк мящсул-
дарлыьынын лимит гиймятини верир вя с. игтисадиййатда щяддиндян 
чох ящямиййятлидир бу суаллара ъаваб вермяк: ямтяянин 
гиймяти 1 % артарса, она тяляб нечя фаиз дяйишяр? Ямтяянин 
гиймяти 1% артарса, она олан тяклиф неся фаиз дяйишяр? вя. с. 
Бу суаллар вя онлара ъаваблар йени анлайыш дахил етмяйи тяляб 
едир: «ар э ря функсийанын еластик ийи» вя йа нис  
тюрямя. )(xfy =  функсийасына бахаг. Тутаг ки, x

гументя ю л би
Δ  

аргументинин артымы, )(xfΔ  функсийасынын . уйьун артымыдыр

Онда x  - xΔ аргументинин нисби дяйишмяси,  )(
)(

xf
xfΔ  функ-

сийасынын дяйишмяси олар. ( )
( )⎟⎠⎜

⎝ Δ xx
нисби дяй рг ментин нисб дяйишмясиня олан 
нисбятиня [ ]xxx

⎞⎛ Δ xfxf )()(  - функсийанын 

ишмясинин а у и  
Δ+,  парчасында аргум эюря 

функсийанын орта 0
ентя 

 дейилир. Бу нисбятин  еластиклийи →Δx  - да 

лимитиня, йяни ( )
( ) ( )xxyxxx )(0

xfxfxf )()()(lim ′=⎞⎛ Δ  - я  й 

ын

 артырмаг цчцн 
ишчиляри

 п = 4 ол-
дугда гиймятя эюря еластиклийини тапын

Щялли: 

⎟
⎠

⎜
⎝ Δ→Δ

функсийасын  аргументя нязярян  х  нюгтясиндя еластиклийи 
дейилир вя y

xE  иля ишаря олунур. Беляликля, яэяр ямтяяйя тяля-

бин еластиклийинин гиймяти 2-йя бярабярдирся, бу о демякдир 
ки, верилмиш гиймяти 1% галдырдыгда тяляб 2 % азалыр. Яэяр 
бурахылан мящсулун ямяйя еластиклийи 1/2 - я бярабярдирся, 
бу о демякдир ки,бурахылан мящсулу 1%

н мигдарыны 2% атырмаг лазымдыр. 
Мисал 1.  Д = 40 – 2п тяляб функсийасы цчцн
 тялябин .  

4
1

8
2

4)4(
)4()4( −=−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′= D

DE D
p

 . 
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ма гайдалары (функсийаларын тюрямя-
ляринин

 тюрямяляри. 

 
3. Диференсиаллан

 тапылмасы). 
Ясас елементар функсийаларын

=′c1. Сабит кямиййят: ;0  

сы: 

 
xx  

рифмик функсийа

;)( )1( −=′ αα α xx  2. Гцввят функсийа
3. Цстлц функсийа: ln)( aaa xx =′ ;
4. Ясасы е олан цстлц функсийа: )( ee =′ ;

;1)(ln xx =′  5. Натурал логарифмли лога : 

( ) ;ln1=′)(log xa ax6. Логарифмик функсийа:  

7. Тригонометрик   функсийалар: 
;sin)(cos;cos)(sin xxxx −=′=′  

xxctgxxtg 22 sin)(;cos)( 11 −=′=′  .      

Диференсиалланманын структур гайдалары. 

  ( ) ;)()()()(( xgxfxgxf ′±′=′±1. Ъямин тюрямяси:  

( ) ;)()()()()()(( xgxfxgxfxgxf ′+′=′  2. Щасилин тюрямяси:  
3. Нисбятин тюрямси: 

( ) ;)(
))()()()(()()( 2 xg

xgxfxgxfxgxf ′−′=′  

( ) ( ) ;)()()( xfxfUxUf ′′=′  4. Мцряккяб функсийанын тюрямяси:

xy ′=′  . 5.  функсийанын тюрямяси:   Тярс 1

Бу гайдаларын исбатына дярсликлярдя бахмаг олар. 

ар вя па
 Тута

 
 
 Гейри – ашк раметрик функсийаларрын тюрямяляри. 

г ки, )(xyy =  функсийасы гейри-ашкар шякилдя 
0),( =yxF  тянлийи иля верилмишдир. Бу функсийанын тюрямясини 

тапмаг цчцн бу б и х – я эюря диференсиаярабярлий лламаг, 
н тянлийисонра алына  y ′  - я эюря щялл етмяк лазымдыр.  
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Мисал 2.   гейри-ашкар функси-
йанын тюрямясини тапын.  

xyye y sin2cos +=++

Щялли. Верилмиш бярабярлийи х– я эюря диференсиаллайаг, 
сонра ися -и тапаг: xy′

)sin1(
cos;)(sin ye

xycoxyyyye yx
y

−+
=′=′−′+′⋅  . 

Яэяр функсийанын вя аргументин гиймятляри параметр 
адланан кюмякчи т кямиййятиндян асылы оларса, онда дейирляр 
ки,  функсийасы параметрик шякилдя верилиб: )(xyy = )(txx =   вя  

. Параметрик функсийаларын тюрямяляринин тапылма 
гайдасы: Яэяр 

)(xyy =
)(tx′  вя )(ty′  варса, онда 

( ) 0)()()( ≠′′′=′ txtxtyy xx . 

Мисал 3.  Параметрик    шякилдя    верилмиш     функ-

сийасынын  - тюрямясини тапын:  .  

)(xy
y ′ 1)(,4)( 234 +=+= ttytttx

Щялли: , демяли, ttytttx 2)(,124)( 23 =′+=′

( )( ) )62(
11242 2

23

tttttyx +
=+=′  

 
Йцксяк тяртибли тюрямяляр.  функсийасынын тюря-

мяси  щямин аргументдян асылы йени функсийадыр. Бу 

функсийанын тюрямяси 

)(xfy =
)(xy′

( )′′ )(xf  башланьыъ  функсийасынын 
икинъи тяртиб тюрямси адланыр вя 

)(xf
)(xy ′′  вя йа )(xf ′′  - ля ишаря 

олунунр. Аналожи олараг 3-ъц, 4-ъц вя с. тяртиб тюрямяляр 
тяйин олунур.  

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
1. xy =  функсийасынын х=0  нюгтясиндя тюрямяси йох-

дур. Шякил 2- дя эюстярдийимиз кими сыфыры юзцндя сахлайан  
мцяййян интервалда ону парабола иля явяз етмяк лазымдыр 
ки, алынан функсийанын щяр йердя тюрямяси олсун.      
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           Щялли. Параболаны  axy += 2

шяклиндя ахтараг. Онда (х, й) 
нюгтясиндя парабола иля графикинин 
саь тяряфинин кясишмя нюгтясиндя                                     
ашаьыдакы систем доьру олар:                                                    

Шякил 2. 

(x, y) 

x

y 

  
⎩
⎨
⎧

=
=+

12

2

x
xax

Бу   системи щялл  едиб тапарыг: ,41,21 == ax   бура-

дан ахтарылан функсийаны аларыг: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+

≥
=

.2141

,21
2 xx

xx
y  

2. Диференсиаллама гайдаларындан истифадя едяряк 
ашаьадакы функсийаларын тюрямялярини тапын: 

  ,),)2sin(),)32() 242 xxeycxxybxya =+=+=

( ) .)ln(sin),32),)15() 322 xyexxydxtgyq =++=+=  
3. Файдалылыг функсийасы ики шярти юдямялидир: онун 

биринъи тяртиб тюрямяси мцсбят олмалыдыр. Икинъи тюрямяси ися 
мянфи олмалыдыр. Бунун мянасы белядир: ямтяя арзуолу-
нандыр, мигдары чох олдугъа гиймятлидир, файдалыдыр; лакин ис-
тещлак олан ямтяянин мигдары артдыгъа онун файдалылыьы 
азалыр. Эюстярин ки, ашаьыдакы функсийалар бу шяртляри юдяйир: 

xybxya == ),ln) . 

4. п гиймятиндян асылы олан pD 10=  тяляб функсийасы 
цчцн тялябин гиймятя эюря еластиклийини ашаьыдакы нюгтялярдя 
тапын:  1, 2, 5, 10. 

5. п гиймятиндян асылы  pS 5=   тяклиф функсийасы цчцн 
тялклифин гиймятя эюря еластиклийини ашаьыдакы нюгтялярдя тапын:  
1, 2, 5, 10. 

6.  функсийасынын графикиня абсиси  0, 2 , 4  
олан нюгтялярдя чякилмиш тохунанын тянлийини тапын. 

12 2 −= xy

7. Даирянин радиусу саатда 2% артарса, онун сащяси 
щансы сцрятля артар? 
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8. Ейни бир лимандан ейни заманда А пароходу 30 
км/саат сцрятля шимал истигамятиня, Б пароходу 40 км/саат 
сцрятля шярг истигамятиня чыхыр. Щансы сцрятля онлар бир– би-
риндян узаглашаъаг? 

 
5.2. Диференсиалланан функсийаларын хассяляри 

 
1. Диференсиалланан функсийалар щаггында тео-

ремляр. Ферма  теореми .  Яэяр )(xfy =  функсийасы  

нюгтясиндя диференсиалланандырса, йяни 

a
)(af ′   варса вя бу 

нюгтянин щяр щансы ятрафында ( ))()()()( afxfafxf ≥≤ , йяни 
 щямин ятрафда функсийанын ян бюйцк (ян кичик) 

гиймятидирся, онда 
)(af

0)( =′ af . 
Исбаты.

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0limlimlim
000

=ΔΔ=ΔΔ=ΔΔ=′
−→Δ+→Δ→Δ

xafxafxafaf
xxx

, 

беля ки, ейни заманда ( )( ) 0lim
0

≤ΔΔ
−→Δ

xaf
x

 вя ( )( ) 0lim
0

≤ΔΔ
+→Δ

xaf
x

 

( ( )( ) 0lim
0

≥ΔΔ
−→Δ

xaf
x

 вя ( )( ) 0lim
0

≥ΔΔ
+→Δ

xaf
x

). 

Ферма теореми тюрямянин кюмяйи иля функсийанын 
екстремумуну тапмаг цчцн ясас тяшкил едир. Бу теоремля 
ялагядар функсийанын екстремумунун тярифини веряк.  

Яэяр  нюгтясинин щяр щансы ятрафында a ( )xf  

функсийасынын гиймяти ( )af  ян бюйцк (ян кичик) оларса, йяни 

бу нюгтядя ( ) ( )afxf ≤  ( ) ( )( )afxf ≥  бярабярсизлийи 

юдянярся, онда ( )af  гйимяти максимум (минимум) 
адланыр. Аргументин уйьун  гиймяти максимум (минимум) 
нюгтяси адланыр. Функсийанын максимумлары (минимумлары) 
онун екстремумлары, максимум вя минимум нюгтяляри ися 
екстремум нюгтяляри адланыр.  

a

Рийазиййатчылар арасында екстремумун тярифи цчцн фикир 
бирлийи йохдур. Бу тяриф бизим курс цчцн ян йарарлы тярифдир. 
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Ролл  теореми.  Яэяр )(xfy =  функсийасы  пар-
часында кясилмяз,  интервалында диференсиалланан 

функсийадырса вя 

],[ ba
).( ba
( )bfaf =)(  оларса, онда еля  ).( bac∈  

нюгтяси вардыр ки, онун тюрямяси сыфыра бярабяр олар. 
Исбаты. Вейерштрас теореминя ясасян (бюлмя 4.4.н.2) 

функсийа [ ] парчасында юзцнцн ян бюйцк вя ян кичик гий-

мятлярини алыр. Бу гиймятлярдян щеч олмазса бирини функсийа 
парчанын дахили нюгтясиндя алыр. Якс щалда 

ba,

( ) ( )bfaf =  

олдуьундан функсийа парчада сабит олар вя онун тюрямяси 
бцтцн нюгтялярдя сыфыр олар. Беляликля екстремум нюг-
тяляриндян бири дахили нюгтядир. Ферма теореминя эюря тюрямя 
щямин нюгтядя сыфыр олар. 

 
Лагранж  теореми.  Яэяр ( )xfy =  функсийасы [ ]ba,  

парчасында кясилмяз, ( )ba,  интервалында диференсиалланан 

функсийадырса, онда еля ( )bac ,∈  нюгтяси вар ки, 

( ) ( ) ( )( )abcfafbf −′=−   олар. 

Исбаты. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )abafbfxxfxF −−−=  функсийасына 
бахаг. Бу функсийа Ролл теореминин бцтцн шяртлярини юдяйир, 
демяли еля ( )bac ,∈  нюгтяси вар ки, ( ) 0=′ cF  олсун вя йа 

( ) ( ) ( )( ) ( )abafbfcf −−=′ , буну да исбат етмяк тяляб 
олунурду. Лагранж теоремини орта гиймят щаггында теорем 
дя адландырырлар: ( ) ( )xfcf −′  функсийасыны [ ]ba,  парчасында 

дяйишянинин орта сурятидир. 
 
2. Функсийанын диференсиалы. Диференсиалланан 

  функсийасынын артымыны     ( )xfy =
                                 ( ) ( ) xxxfxf Δ+Δ′=Δ α                     (1) 
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шяклиндя йазмаг олар, бурада α -сонсуз кичилян функсийадыр 
( ). 0→Δx ( )xfy =  функсийасынын x  нюгтясиндя артымынын xΔ -я 
нязярян хятти баш щиссясиня  онун диференсиалы дейилир: 

                            ( ) xxfdy Δ′=           (2)  

Аргументин xΔ артымыны  кими дя ишаря едирляр, онда 
(2) дцстуруну беля йазмаг олар: 

xd
( )dxxfdy ′= . Бу бяра-

бярликдян эюрцнцр ки, тюрямяйя щям дя функсийанын дифе-
ренсиалынын аргументин диференсиалына нисбяти кими дя бахмаг 
олар: ( ) dxdyxf =′ . 

Диференсиал цчцн диференсиалланма дцстурларынын ана-
логу доьрудур (бах бюлмя 5.1.м.1). Яэяр (1) дцстурунда 
икинъи дяряъяли xΔα  топлананыны атсаг тягриби ( ) xxfy Δ′≈Δ  вя 

йа бярабярлийини аларыг ки, бу бярабярликдян дя 
тягриби щесабламаларда вя мцряккяб асылылыгларын хяттиляш-
дирилмясиндя истифадя едилир. 

( )dxxfy ′≈Δ

Мисал 1. Радиусу  р олан даирянин  сащяси  -дыр 
Яэяр радиусу  

2πrS =
rΔ  гядяр артырсаг, онда  -ин S SΔ  артымы 

радиуса  р  вя  rr Δ+  олан консентрик чеврялярин арасында 
галан даиряви щалганын сащяси олар. 

( ) ( )222 2 rrrrrrS Δ+Δ=−Δ+=Δ ππππ  ифадясиндян 

аларыг ки,  – да  0r → SΔ -ин баш щиссяси rπrΔ2  олар ки, бу 
да -диференсиалыдыр. Диференсиал анлайышындан тябии олараг 
хяталарын щесабланмасында истифадя етмяк хцсуси иля 
ялверишлидир. Мясялян, тутаг ки, 

ds

х  кямиййятини юлчцрцк вя йа 
билаваситя щесаблайырыг, ондан асылы олан  кямиййятини ися 

 дцстуру иля тяйин едирик. 

y
( )xfy = х  кямиййятини юлчяркян 

адятян  гядяр хятайа йол верилир ки, бу да  кямиййятини 

 хятасына сябяб олур. Бу хяталарын чох кичик олдуьуну 

нязяря алараг 

хΔ y
yΔ

dyy =Δ  гябул етмяк олар, бу да о демякдир 
ки, артымы диференсиалла явяз етдик. 



 

 

 

134 

Мисал 2. Кцрянин радиусуну щансы нисби хята иля 
юлчмяк лазымдыр ки, онун щяъмини 1% дягигликля тяйин етмяк 
олсун. 

Щялли. Мялумдур ки, 3

3
4 rv π⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . Демяли, 

r
dr

v
dv 3= . 

Шяртя эюря 01,0≤
v
dv

 олдуьундан 01,0
3
1

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

r
dr . 

Ъаваб: %
3
1

 дягигликля. 

Тутаг ки, ( )xfy =  - ихтийари функсийадыр. Фярз едяк ки, 
бу функсийанын  нюгтясиндя тюрямяси вар. Онда 
эюстярдийимиз кими  

a
( ) ( ) ( )( )axafafxf −′+≈  тягриби бярабярлийи 

доьрудур, х  -йа ня гядяр йахын олса бу бярабярлик бир о 
гядяр дягиг олар. Беляликля, истянилян мцряккяб функсийаны 
тягриби олараг хятти функсийа иля явяз етмяк олар. Бу 
йанашмайа 

a

( )xf  функсийасынын хяттиляшдирилмяси дейилир. Гра-
фики олараг бц йанашма о демякдир ки, функсийанын графики  
нюгтясиндя она чякилян тохунанла явяз олунур. Мясялян, 
тутаг ки, 

a

( )xfy =  мянфяятини ишчилярин x  сайындан асылылыьыны 
эюстярир. Яэяр мцяййян вахтда ишчилярин сайы  кифайят 
гядяр бюйцкдцрся, онда тягриби бярабярлик 

a

( ) ( )( )axafafy −′+≈ . Эюстярир ки, x  -дан аз фяргляняндя 
мянфяят ишчилярин сайындан хятти асылы олур. Функсийанын 
диференсиалы 

a

( )xfddy =  юзц дя аргументин функсийасыдыр. Бу 
функсийанын диференсиалына верилмиш функсийанын ЫЫ тяртиб 
диференсиалы дейилир вя ашаьыдакы кими ишаря олунур: 
( ) ( )( ) ( )xfdydxfdddyd 22 === ; ахырынъы функсийанын диферен-

сиалы ЫЫЫ тяртиб диференсиал вя с. адланыр. 

Мисал 3. ( )41+= xy функсийасынын ЫЫ тяртиб диференсиалын 
йазаг. Бунун цчцн бу функсийанын ЫЫ тяртиб тюрямясини 
тапаг. ( )2112 +=′′ xy . Демяли, ( ) 22112 dxxyd 2 += . 



 

 135

3. Тейлор чохщядлиси вя дцстуру.  Тутаг ки, ( )xfy =  
функсийасы щяр щансы  нюгтясиндя -ъи тяртибя гядяр 
тюрямяси олан функсийадыр. Бу о демякдир ки, функсийа щяр 
щансы  интервалында 

с n

( ba, ) ( )( )ba,с∈  -ъи тяртибя гядяр бцтцн 
тюрямяляри олан функсийадыр, вя щям дя -ъи тяртиб тюрямяси 
дя вар. 

1-n
n

 Бу функсийа цчцн Тейлор чохщядлисини йазаг: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

!
...

!2!1

2

n
cxcfcxcfcxcfcfcP

nn −
++

−′′
+

−′
+= . 

 
Ардыъыл олараг ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cPcPcPcP n,...,,, ′′′ -ни щесабла-

йараг эюрярик ки, бу чохщядлинин вя онун -ъи тяртибя гядяр 
тюрямяляринин ( n -тяртибли тюрямя дахил олмагла)  нюгтя-
синдяки гиймятляри 

n
с

( )xf  вя онун тюрямяляринин гиймятляриня 

бярабяр олар. Она эюря дя ясас вар ки, бу чохщядлинин ( )xf -я 

чох йахын олдуьуну щюкм едяк. ( ) ( ) ( )xPxfxr −=  галыьы бу 
йахынлыьын юлчц дяряъясидир. Исбат етмяк олар ки, сx → -дя 

эюстярилян шяртлярля ( )xr  галыьы ( )nсx − -я нисбятян сонсуз 

кичилян функсийадыр, йяни ( ) ( )( )ncxxr −= 0  . 
Буна эюря дя йаза билярик ки, 

                 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( )
( )( )n

nn

cx
n

cxcf

cxcfcxcfcfxf

−+
−

++

+
−′′

+
−′

+=

0
!

...

!2!1

2

               (3) 

(3) дцстуру Пеано формалы галыг щядли Тейлор дцстуру 
адланыр. 

Бу дцстур ашаьыдакы дцстурун тябии цмумиляшмиш 
формасыдыр: ( ) ( ) ( )( ) ( ),0 cxcxcfcfxf −+−′+=  бу ися ( )xf  
функсийасынын  нюгтясиндя дифференсиалланмасы ифадясидир. 
Яэяр с =0 эютцрсяк, Тейлор дцстуру даща садя шякиля дцшяр: 

с
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    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )n

nn

x
n

xcfxfxf0fxf 0
!

...
!2

0
!1
0 2

+++
′′

+
′

+=               (4) 

(4) дцстуру Маклорен дцстуру адланыр. 
 

Мисал 4. Тутаг ки, ( ) xexf = , онда ( ) ( ) xn exf =  истя-
нилян  цчцн доьру олар. Бу щалда n ( ) ( ) 1=0f n  олдуьундан 
(4) дцстуруна ясасян аларыг: 

( ) ( ) ...
!3

1
++++=

2!
111l  

Арайыш мягсяди иля  вя  функсийаларынын 
Тейлор дцстуруну веряк: 

Sinx Cosx

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).0...
!4!2

;0...
!5!3

2
4

12
5

n
2

n
3

xxx-1Cosx

xxx-xSinx

+−+=

+−+= +

 

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 

1. 3
1

10ky =  функсийасынын 8 нюгтясиндя, h
kM2y =  

функсийасынын к=2000 нюгтясиндя хяттиляшмясини йазын (М вя 
щ-параметрляридир). 

2.  ,6xy = ,1+= xy  ( ),1ln += xy   

 функсийаларынын ЫВ щяддя гядяр дягигликля 
Маклорен дцстуруну йазын. 

,Sinxey =
2Cosxy =

3.а) tgx  функсийасынын о нюгтясиндя, б)  функ-
сийасынын 

Ctgx

2
π  нюгтясиндя ЫЫЫ щяддя гядяр дягигликля Тейлор 

дцстуруна йазын.  
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Мювзу 6.  
ФУНКСИЙАЛАРЫН   ТЯДГИГИ,  
ГРАФИКЛЯРИН  ГУРУЛМАСЫ 
       

 6.1.Функсийаларын екстремумлары 
 вя онларын тапылмасы 

 
1. Функсийанын екстремуму вя онун тапылмасы.  
Функсийанын екстремумунун тярифи 5.2-дя верилмишдир. 

Бу анлайышын  ваъиблийини нязяря алараг ону бир даща йада 
салаг. Яэяр  нюгтясинин щяр щансы бир ятрафында  функ-
сийасынын гиймяти ян бюйцк (ян кичик) оларса, онда бу 
гиймятя функсийанын максимуму (минимуму) дейилир, йяни 
бу ятрафда 

а )(xf

))()(()()( afxfafxf ≥≤  бярабярсизлийи юдянир. 
Аргументин уйьун  гиймятиня максимум (минимум) 
нюгтя дейилир. Йада салаг ки, яэяр нюгтянин щяр щансы ятрафы 
бцтцнлцкдя функсийанын тяйин областына дахил оларса, беля 
нюгтяйя тяйин областынын дахили нюгтяси дейилир.  нюгтясиндя 

 вя йахуд 

а

а
0)( =′ af )(af ′  йохдурса, онда  нюгтяси  

функсийасынын бющран нюгтяси адланыр. Яэяр  нюгтяси дахили 
нюгтядирся вя 

а )(xf
а

0)( =′ af  оларса, онда бу нюгтяйя  
функсийасынын стасионар нюгтяси  дейилир.  

)(xf

Теорем 1.  (Екстремумун зярури шярти.) Яэяр  
функсийасынын дахили  нюгтясиндя екстремуму варса, 
онда а  нюгтяси  функсийасынын бющран нюгтясидир. 

)(xf
а

)(xf
Исбаты.  нюгтяси дахили екстремум нюгтяси олду-

ьундан, онун щяр щансы ятрафында 
а

)()( afxf ≤   вя йа  
 олар. Яэяр )()( afxf ≥ )(af ′  йохдурса, онда  - тярифя 

ясасян бющран нюгтясидир.  Яэяр  варса, онда Ферма 
теореминин шяртляри юдянир вя бу щалда 

а
)(af ′

0)( =′ af  олар.  
Теорем 2. (Екстремумун биринъи кафи яламяти). 

Тутаг ки,  функсийасы  нюгтясинин мцяййян )(xf а
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ятрафында  кясидмяздир вя ола биляр ки,  а истисна олмагла 
щямин ятрафда диференсиалланандыр. Онда:  

1)  Яэяр aх <  олдугда 0)( ≥′ x  вя af х >   олдуг-
да 0)( ≤′ xf  оларса а  максимум нюгтясидир; 

2)  Яэяр aх <  олдугда 0)( ≤′ xf  вя aх >   олдуг-
да 0)( ≥′ xf  оларса, онда а  функсийанын минимим нюгтя-
сидир. 

Теорем 3. (Екстремумун икинъи кафи яламяти). 
Тутаг ки,  функсийасы вя онун )(xf )(xf ′  вя )(xf ′′  тюря-
мяляри  нюгтясинин мцяййян ятрафында  кясилмяздир вя 

. Онда:  
а
0)( =′ af

1) Яэяр 0)( <′′ x  оларса а  функсийанын макси-
мум нюгтясидир;  

f

2)  Яэяр 0)( >′′ x  оларса  а  функсийанын мини-
мум нюгтясидир. 

f

 
Бу ики яламятин исбатына дярсликлярдя бахмаг олар. 

Екстремумларын тапылмасы цчцн тясвир олунан цсуллара ялавя 
олараг Уилсон дцстуруна бахаг. 
 2. Уилсон  дцстуру.  Идеал амбарын ишиня бахаг. Беля 
амбар юз мцштяриляриня мцнтязям олараг сабит М сцрятля 
ващид вахтда ващид ямтяя (хаммал йарымфабрикат вя с.) 
эюндярир. Ващид ещтийатын ващид вахтда сахланма хяръини щ  
иля ишаря едяк. Амбар узунлуьу Т  олан дюврлярля ишляйир 
(шякил 1). Дюврцн яввяллиндя амбар щяъми Г олан ещтийат 
эятирилир. Бундан ялавя амбар Г- дян асылы олмайан  К  фактур  
хяръляри чякир. Мясяля.               
ващид вахтда хярълярин  
минимумлашдырылмасындан  
ибарятдир. Г щяъми иля  
дюврянин узунлуьу Г/М олар,  
демяли ващид вахтда фактура 
хяръляри КГ/М  олар. 
Нязяря алсаг ки, амбарда олан 

  T                            t 

Q 

         Шякил 1. 
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ещтийатын орта мигдары Г/2 олар, онда ващид вахтда сах-
ланманын орта хяръи щГ/2 олар. Беляликля, ъям шяклиндя орта 
хяръ  ващид вахтда 2hQQKMG +=   олар. Минимуму тап-
маг цчцн тюрямяни тапаг вя сыфыра бярабяр едяк:  

022 =+−=′ hQKMG , бурадан hKMQ 2= . Икинъи тяртиб 

тюрямяни тапаг вя ишарясини йохлайаг: 02 3 >=′′ QKMG . 

hKMQ 2=  - Уилсон дцстуру  адланыр. Минимум хяръ 

KMhG 2min = . 

Мисал 1. Амбара сементи 1500 тонлуг баржаларла 
эятирирляр. Фактура хяръляри 2000 доллардыр. Сахланма хяръляри 
бир суткада щяр тон цчцн 10 сентдир. Щяр суткада амбар 50 т. 
семент бурахыр. Бир дюврдя сахланма хярълярини тапын. Бир 
партийанын оптимал щяъми ня гядяр олар?  

 Щялли. Амбарда сахланылан сементин орта щяъми 
хяръи 75 доллардыр. Бир дювря 30 эцндцр. Демяли, бир дюврдя 
сахланма хяръи  2250 доллардыр. Бир партийанын оптимал 
щяъмини Уилсон дцстуру иля щесаблайаг:  

thKMQ 14201,050200022 ≈⋅⋅==   

 Гейд.  Бир чох практики ваъиб щалларда диференсиал 
щесабынын цсуллары екстремумларын тапылмасына вя тядгигиня 
имкан вермир. Мясялян, хятти програмлашдырма мясяляляри 
цчцн мящз бу щалы эюрцрцк (бах 3.1 п.2.) 

 3. Бирресурслу фирма нязяриййяси. Фярз едяк ки, 
фирма бир ямтяя истещсал едир вя онун мигдарыны  иля ишаря 
едяк. Бунун цчцн йалныз бир ресурсдан истифадя олунур. Фир-
ма юз истещсал функсийасы иля 

y

( )xFy = -ля тамамиля харак-

теризя олунур. Истещсал функсийасы -истещсал едилян ямтя-
янин щяъми иля сярф олунан ресурс–

( )xF
x  арасындакы асылылыьы ифадя 

едир. Фярз едяъяйик ки, истещсал функсийасы зярури тюрямяляря 
маликдир. Тутаг ки, истещсал функсийасы ики аксиому юдяйир. 

Аксиом 1. Истещсал функсийасынын тяйин областынын щеч 
олмазса бир щиссясиндя – игтисади E  областында бу функсийа 
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азалмайандыр, йяни емал олунан ресурс щяъминин артмасы 
бурахылан мящсулун азалмасына сябяб олмур. 

Беляликля, яэяр  бу областын ики нюгтясидирся, онда  

 олдугда 

b a,
ba ≤ ( ) ( )bFaF ≤  олар. Демяли бу областда ( )xF ′  

мянфи дейилдир. Она лимит мящсулу дейирляр. 

Аксиом 2. Иддиа едилир ки, игтисади областынын еля 
габарыг  алт чохлуьу вар ки, S ( ){ }caF S;a ≥∈  алт чохлуьуда 
бцтцн -ляр цчцн габарыгдыр. Бу алт чохлугда  икинъи тяртиб 
тюрямя мцсбят дейилдир. 

c

Бу ики аксиомун игтисади мязмуну цзяриндя дайа-
наг. Биринъи аксиом эюстярир ки, истещсал функсийасы рийазий-
йатчы-нязяриййячиляр тяряфиндян уйдурулан абстракт функсийа 
дейилдир. Бу функсийа бцтцн тяйин обслатында олмаса да онун 
бир щиссясиндя чох ваъиб игтисади, ейни заманда тривиал изаща 
маликдир: аз да олса нормал игтисадиййатда хяръ артымы мящ-
сул бурахылышынын азалмасына сябяб ола билмяз. 

Икинъи аксиомда йалныз икинъи тяртиб тюрямянин мцсбят 
олмадыьынын игтисади мянасыны изащ едяк. Игтисадиййатда бу 
хасся эялирлилийин азалмасы гануну адланыр: сярф олунан ре-
сурсларын артырылмасы заманы мцяййян анда  ( S областына 
дахил оларкян) лимит мящсулу азалмаьа башлайыр. Бу ганунун 
классик мисал олараг гейд олунмуш сащядя тахыл истещсалы 
заманы ишчилярин артырылмасыдыр. Бундан сонра щесаб 
едяъяйик ки, истещсал функсийасы бцтцн тяйин областында щяр 
ики аксиому юдяйир. Инди фирманын фяалиййятиня гайыдаг. Тутаг 
ки, P -ващид ресурсун гиймятидир вя ν – бурахылан ващид мящ-

сулун гиймятидир. Демяли, P  мянфяяти x  -ин функсийасыдыр, 
( ) ( ) pxxFxP −=ν   

Беляликля, фирманын мясялясиня эялирик: 

                      ( )
0

max
≥

=→
x

xP                             (1) 

( )xP  функсийасынын тюрямясини сыфыра бярабяр едяряк, 

алырыг: 



 

 141

                       ( ) νpxF =′                     (2) 
Айдындыр ки, емал олунан ресурсун щяъми мцсбятдир 

вя демяли (2) мцнасибятинин доьру олдуьу, нюгтя дахили 
нюгтядир, йени екстремум нюгтясидир, икинъи тяртиб тюрямянин 
мцсбят олмадыьыны нязяря алсаг, онда бу нюгтя максимум 
нюгтяси олар. 

Беляликля, истещсал  функсийасы цзяриня гойулан тябии  
шяртлярля (2)  мцнасибяти фирма мясялясинин щяллини верир, йяни 
емал олунан ресурсларын щяъмини тяйин едир ки, бунун да 
нятиъясиндя максимуму мцяййян едян мящсул алыныр. (2) 
мцнасибятини верян  нюгтясини фирманын оптимал щялли ад-
ландыраг. (2) мцнасибятинин игтисади мянасы цзяриндя да-
йанаг. Йада салаг ки, 

*a

( )xF′  лимит мящсулудур, ( )xF ′ν  ися 

бир ващид ресурсдан алынмыш лимит мящсулунун дяйяридир. 
Ващид ресурсун бир ващидинин дяйяри p –йя бярабярдир. Онда 
(2) мцнасибятини верян оптимал нюгтя  таразлыг нюгтяси олар 
Йяни о нюгтядя ки, ресурсларын алынмасына сярф олунмуш 
вясаитдян артыг щеч ня ялдя етмяк мцмкцн дейил. Мцяййян 
шяртляр дахилиндя фирманын (2) мунасибяти иля тяйин  олунан 
оптимал щялли бцтцн  p  вя  ν  цчцн йеэанядир. 

 Беляликля (1) мясялясиндя   вя *a p ν цчцн йеэаня-

дир. Онда ресурса тяляб функсийасы адланан ( )ν,* paa* =  

функсийасыны аларыг. Бу функсийанын  мянасыны айдынлашдыраг. 
Яэяр ресурсун p  гиймяти, бурахылан   мящсулун гиймяти ν  

оларса, онда фирма  емал олунан ресурсун щяъмини ( )ν,pa  
функсийасы васитясиля тяйин едир вя бу щяъмдя ресурсу, ба-
зардан алыр, йяни бу функсийа фирма тяряфиндян ресурса олан 
тялябдир. Емал олунан ресурсун щяъмини биляряк, бу щяъми 
истещсал функсийасына гойараг, бурахылан мящсулун щяъмини 
гиймятдян асылы аларыг. Ахырынъы функсийа мящсулун тяклиф 
функсийасы адланыр.  
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Мисал 2. Чынгыл истещсалынын щяъми  (т/саат) ямяйин  

мигдары 

y
x -дян (адам/саат) асылыдыр. x6y =  Чынгылын гий-

мяти 40 рубл/т, фящлянин ямяк щаггы 30 рубл/ саат-дыр. Ямяк 
щаггында хяръ нязярдя тутулмур. Ямяйин  оптимал мигдарыны 
тапын.  

Щялли. Фящлялярин сайы x  олдугда мянфяят 
( ) xxxP 30406 −=   олар. Бу функсийанын макисмумуну та-

паг. ( ) ( ) 16;30
2
240

=−=′ x
x

xP  

Бу гиймятдя икинъи тяртиб тюрямя ( ) 0<′′ 16F  олар. 

Демяли 16x =  максимум нюгтясидир. Билаваситя (2) мцна-
сибятиндян дя истифадя етмяк олар. Онда аларыг:  

( ) 16;30
2
40

== x
x

 

4. Фирманын мянфяяти вя верилмиш верэи тарифи  иля 
дювлятя верилян верэилярин щяъми.  Тутаг ки, мящсулун 
гиймяти byay −=)(ν  - дир, йяни базада щазыр мящсулларын 
артмасы иля хятти азалыр. Хяръляр И ися й мящсулун щяъминдян 
беля асылыдыр: , бурада а, б, c, d, e – мцс-
бят сабитлярдир. 

edycyyI ++= 2)(

 Тутаг ки, верэи т тарифи иля аксиздир, йяни щяр бир ващид 
сатылан ямтяя цчцн т верэиси юдянилир вя бцтцн веръилярин ъями 

-дир.  tyG =
 Беляликля, фирма  
мянфяятини ядля едир. Бу мянфяяти максимумлашдырмаг 
цчцн фирма оптимал истещсал щяъми ахтарыр. Демяли, 

бурадан 

tyedyycbyayyp −−−−−= 2)()(

,0)( =′′ yP ))(2()1( cbday ++−−=′  вя 
022)( <−−=′′′ cbyP , йяни й  доьурдан да максимум нюг-

тясидир.  олдуьундан, эюрцнцр  ки, беля верэи тарифи 
оптимал бурахылышы азалмасына сябяб олур. Щюкумятин верэи 
тарифини т – ни прогнозлашдырмасы цчцн дювлятин верэи эялирини 

0>t
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щесаблайаг:  ,))(2()( cbtdattyG +−−==  йяни бахдыьымыз 
щалда дювлятин верэи  
яйриси параболадыр,  
голлары ашаьы       
йюнялмишдир (шякил 2).                                                                
Максимум 2)(* dat −=  
 - нюгтясидир вя  

))(8()( 2* cbdaG +−=  - я 

бярабярдир.  - гиймятиндя *t
 оптимал мящсул бурахылышына 

))(4()( 2
1 cbday +−=  олар, онда фирманын мянфяяти 

ecbdayp −+−= ))(16()()( 2
1  олар. Цмумиййятля ися верэи 

тарифи т олдугда фирманын мянфяяти 
ecbtdatyP −+−−= ))(4()())(( 2*  олар. Бурадан чыхыр ки,   т  

артдыгъа  мянфяят азалыр. (яэяр )(0 dat −≤≤ ), эюрцнцр ки, 
верэи тарифинин еля гиймятляр областы вар ки, 

( cbedatt +−−=≥ /4
~

  олдугда) фирманын мянфяяти мянфи 
олур, лакин дювлятин эялири мцсбят олур. Бу она эюря баш верир 
ки, критерийа олараг мящсул бурахылышынын щяъми эютц-
рцлмцшдцр, лакин онун мцсбят олмасы гейд олунмамышдыр. 

~
t  

     (a-d)/2        a-d              t 
 
              Шякил 2. 

G 

 Яэяр гябул етсяк ки,   олдугда мящсул 
бурахылышы доьурдан да сыфра бярабяр олсун, онда дювлятин 

эялири  олдугда щямчинин сыфра бярабяр олар. Айдындыр ки, 

 - нун йахынлыьында ишэцзар активлик ъидди ашаьы дцшцр. 

~
tt ≥

~
tt ≥

~
t

5.Габарыг вя чюкцк функсийаларын екстремумлары. 
Тяклиф. Тутаг ки, ( )xf  функсийасы габарыг чохлугда      
(интервал, сегмент вя с.) габарыгдыр (чюкцкдцр). Яэяр 
функсийанын бу чохлугда минимуму (максимуму) варса, 
онда щямин гиймят ян кичикдир. 
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]Исбаты. Габарыг функсийанын  парчасында верилдийи 
иля кифайятляняк. Фярз едяк ки,  c  функсийанын минимум 
нюгтясидир. Тутаг ки, 

[ ba,

( )cf  ( )ba,  интервалында ян кичик гиймят 

дейилдир, йяни щяр щансы [ ]ba,d ∈  нюгтяси цчцн ( ) ( )cfdf <  

олар. Истянилян λ   цчцн ( ) [( ) ]bacd ,110 z≤ ≤λ = λ + − λ ∈λ
. 

 функсийасынын габарыг олмасындан аларыг: ( )xf

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).1 cfcfdfzf <−+≤ λλλ  0→λ –да  -йя йа-

хынлашар. Демяли, ъ нюгтясинин истянилян ятрафында еля 
нюгтяляр вар ки, щямин нюгтялярдя  –ин гиймяти 

λz c

( )xf ( )сf -дя 

кичикдир, бу да о демякдир ки, ъ нюгтяси минимум нюгтя 
дейилдир. Алынан зиддиййят исбаты тамамлайыр. Бцтцн бунлардан 
габарыг функсийанын минимумуну тапмаг цчцн садя 
алгоритм алыныр. [ ]ba,  интервалына  аддымларла кечирик. 

Яввялъя функсийанын гиймяти азалыр. Бу гиймятлярин азалмаьы 
гуртаран кими минимум нюгтяси тапылыр – бу нюгтя яввялки иля 
сонракынын арасында олур. 

h

Мисал 3.  функсийасы 24001003 +−= xxy [ ]0,100 -дя га-
барыгдыр. Бу интервалы – (0,100) 1 аддымла кечяк  й(1) = 
=2301,  й(2) = 2204, й(49) = -99,  

й(50) =- 100, й(51) = -99. Дайанырыг! Функсийанын 
гиймяти азалмаьы дайандырды. Демяли, минимум 50 вя 51 
арасындадыр. Яэяр минимуму дягиг тапмаг лазымдырса, 
онда   парчасыны даща кичик аддымла кечмяк лазымдыр 
вя с. 

[50,51]

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
1. Ени   м олан чайда дцз буъаг алтында ени  м 

олан канал гурулмушдур. Максимал узунлуьу нечя м олан 
эями бу канала эиря биляр? 

a b

2. Эяминин бир суткалыг хяръи ики щиссядян ибарятдир: 
сабит щисся  манат  вя дяйишян щисся-сцрятин кубуна a
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мцтянасиб артыр. Щансы  сцрятдя эяминин цзмяси даща 
гянаятли олар? 

3. Кичик истиханада щяр эцн йыьылан y  кг хийарын 

мигдары ишчилярин x  сайындан асылыдыр: xxy ln44 += . Щяр 

эцн бир ишчийя верилян ямяк щаггы 2 кг хийарын гиймятиня 
бярабяр оларса, ишчилярин оптимал сайыны тапын.  

4. Истещсал функсийасы ( 1ln )+= xy ν  олан фирманын ре-
сурса тяляб функсийасыны вя мящсула тяклиф функсийасыны тапын, 
бурада ν  -ващид мящсулун гиймяти, p - ващид ресурсун гий-
мятидир вя ν<p . 

5. Тез корланан мящсулу–наринэи «мейвя-тярявяз» 
дцканына машынла эятирирляр. Бир эедишдя йол хяръляри 50 
доллардыр. Бир суткада дцканда 2 тон нарынги сатылыр. Бир 
суткада 2 т нарынги сатылыр. Мандаринин щяр килограмынын 
сахланма хяръи  20 сентдир. Уилсон дцстуру васитясиля 
мандаринин бир партийасынын оптимал юлчцлярини щесаблайын. 
Дцкана эятирилмя дюврцнц тапын. Партийа 2 т вя 50 кг 
олдугда орта суткалыг хяръляри щесаблайын.  
 

 
6.2. Функсийанын тядгиги,графиклярин гурулмасы 

 

 1.Функсийанын артмасы вя азалмасы. 
Теорем. Тутаг ки, ( )xfy =  функсийасы ( )ba,  интер-

валында диференсиалланандыр. Онда : 
1)  яэяр (а, б)  интервалында ( ) 0>′ xf  оларса, ( )xf  

щямин  интервалда артандыр; 
2)  яэяр (а, б) интервалында ( ) 0<′ xf  оларса, онда 

( )xf  щямин интервалда азаландыр; 
3)  яэяр бу интервалда ( ) 0=′ xf  оларса, онда ( )xf  

интервалда сабит функсийадыр. 
Исбаты. Верилмиш интервалдан ихтийары dс <  нюгтяси 

эютцряк  парчасында [ ]dc, ( )xf  функсийасына Лагранж 
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дцстуруну (бюлмя 5.2. п.1) тятбиг едяк: 
( ) ( ) ( )( )cdefcfdf −′=−  бурада [ ]dc,e −  парчасындан  

эютцрцлмцш мцяййян нюгтядир dс <  олдуьундан ( ) ( )cfdf −  
фяргинин ишаряси ( )ef ′  –нин  ишаряси иля тамамиля тяйин олунур. 
Яэяр  щяр йердя мцсбятдирся, онда ( )xf ′ ( ) 0>′ ef  олар. 
Бурадан аларыг ки, ( ) ( )cfdf > , йяни ( )xf  ( )ba,  интервалында 
артандыр. Яэяр ( )xf ′  щяр йердя мянфидирся, онда ( ) 0<′ ef  
олар. Бурадан ( ) ( )cfdf < , йяни ( )xf  ( )ba,  интервалында 
азаландыр. Нящайят, яэяр тюрямя щяр йердя сыфыра 
бярабярдирся онда ( ) 0=′ ef  вя ( ) ( )cfdf −  фярги истянилян 

 цчцн ( ba,cd ∈, ) ( )ba,  интервалында сабит олар. 
2. Функсийанын графикинин габарыглыьы вя 

чюкцклцйц. Яйилмя нюгтяляри.  ( )xfy =  функсийасынын графи-

кинин бцтцн нюгтяляри ( )ba,  интервалында бу графикя чякилмиш 
истянилян тохунандан йухарыда галарса, онда график бу 
интервалда габарыг, яэяр графикин бцтцн нюгтяляр ( )cb,  
интервалында чякилян тохунандан ашаьыда галарса, онда бу 
интервалда чюкцк адланыр (шякил 1). 

 
 
                                          
                                         
                             

                                                                                         
                   

 
 
Теорем 1. Яэяр ( )xf  функсийасы интервалда ики 

дяфя диференсиалланандырса вя онун бцтцн нюгтяляриндя 
 ( ) 0>′′ xf ( )( 0)<′′ xf  оларса, онда онун графики бу 

интеравалда габарыгдыр (чюкцкдцр).  

Шякил 1. 

   
•••

b ca
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Графикин габарыг щиссясини онун чюкцк щиссясиндян 
айыран нюгтяйя графикин яйилмя нюгтяси дейилир (Шякил 1-дя 
яйилмя нюгтяси b –дир ).  

Теорем 2. Тутаг ки, ( )xf  функсийасы  нюгтясинин 
мцяййян ятрафында тяйин олунмуш вя  нюгтяси истисна 
олмагла бу ятрафда ики дяфя диференсиалланандыр, онда  b  
нюгтясини кечяркян икинъи тяртиб  тюрямя ишарясини 
дяйишярся, b  нюгтяси графикин яйилмя нюгтясидир. 

b
b

Исбаты. Яэяр  нюгтясиндян кечяркян ЫЫ тяртиб тюрямя 
ишарясини мцсбятдян мянфийя дяйишярся, онда графикин 
габарыг щиссяси чюкцк щиссясиня кечир; яэяр  нюгтясиндян 
кечяркян ЫЫ тяртиб тюрямя ишарясини мянфидян мцсбятя дя-
йишярся, онда графикин чюкцк щиссяси габарыг щиссясиня кечир. 
Щяр ики щалда графикин 

b

b

( )( )bfb,  нюгтяси онун габарыг вя 
чюкцк щиссялярини айырыр, демяли яйилмя нюгтясидир. 

3. Функсийанын тядгигинин планы вя графикинин 
гурулмасы. Планын мязмуну:  

1) функсийанын тяйин областынын тапылмасы; 
2) функсийанын дюври олмасыны, ъцт вя йа тяк олмасыны 

мцяййян етмяк; 
3) функсийанын кясилмя нюгтяляринин тапылмасы (он-

ларын лазым олдугда нювляринин мцяййян едилмяси);  
4) функсийанын графикинин асимптотларынын тапылмасы вя 

йа асимптотларын олмадыьына ямин олмаг; 
5) функсийанын графикинин абсис оху иля кясишмя 

нюгтялярини тапмаг, бу нюгтяляр кясилмя нюгтяляри иля 
бярабяр тяйин областыны сабит ишаряли интерваллара бюлцр; 

6)  функсийанын тюрямясинин тапылмасы, онун артма вя 
азалма интервалларынын вя екстремумларынын тапылмасы; 

7) икинъи тяртиб тюрямянин, габарыглыг вя чюкцклцк 
интервалларынын, яйилмя нюгтясинин тапылмасы; 

8)  функсийанын тяйин областынын сярщяд нюгтяляриндя 
гиймятинин вя йа онун лимитини тапын; 

9)  тядгигатын нятиъяляриндян истифадя едяряк онун 
графикинин гурулмасы. 
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Мисал 1. 
( )dx-ce1

ay
+

=  функсийасынын графики лоэистика 

яйриси адланыр. Игтисадиййатда бу яйридян истещлак яшйаларынын 
истещсалынын артымы мейлинин тяйин едилмясиндя истифадя едилир. 

Тутаг ки, 2c6,a ==  вя 1d = , онда ( )x-2e1
6y

+
= . 

Бу функсийаны тядгиг едяк  вя онун графикини гураг. 
1) Функсийанын тяйин областы бцтцн ядяд охудур; 
2) Функсийа цмуми шякиллидир;  
3) Кясилмя нюгтяляри йохдур;  
4) Шагули асимтотлары йохдур,маили асимптоту вар: 

( ) ;0limlim =
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+∞→+∞→ x2e1
6

x
yk x-xx1      ( ) ;6lim =

+
=

+∞→ x-x 2e1
6b  

( ) ;0limlim =
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−∞→−∞→ x2e1
6

x
yk x-xx2       ( ) ;0lim =

+
=

−∞→ x-x 2e1
6b  

Демяли яйринин  ики маили  асимптоту вар: 6=y - саь-
тяряфли вя  – солтяряфли; 0=y

5) Графикин Ox  оху иля кясишмя нюгтяси йохдур, 
функсийа щяр йердя мцсбятдир; 

6) Тюрямя  
( )

02 >
+

=′
x-

-x

2e1
12ey  - щяр йердя мцсбятдир, 

демяли функсийа щяр йердя  артандыр вя екстремумлары 
йохдур; 

7) ЫЫ тяртиб ( )
( )32

12
x-

x-x

e1
e12ey

+

−
=′′

−
 тюрямяси 2ln=x олдугда 

сыфыра  бярабяр олар. ( )3,2lnA  нюгтяси яйилмя нюгтясидир, беля 
ки, ЫЫ тяртиб тюрямя 2ln  ятрафында ишарясини дяйишир; 

8) ( ) 0lim =
−∞→

xy
x

 вя ( ) ;6lim =
+∞→

xy
x

                     

9) функсийанын графикини гураг (шякил 2)            
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                           x 
•

2ln
 
         Шякил 2. 

A 

y 
  6- 
 
 
 3-

4. Функсийанын сыфырларынын тапылмасы, тянликлярин 
тягриби щялли. Яэяр ( ) 0=сf  бярабярлийи доьру оларса, онда  
ядядиня 

с
( ) 0=xf  тянлийинин кюкц дейилир. Диэяр тяряфиндян 

аргументин ( )xf -и сыфыра чевирян гиймятиня функсийанын сыфыры 
дейилир. Беляликля, ( )xf  функсийанын сыфыры ( ) 0=xf  тянлийинин 
кюкцдцр. Функсийанын  сыфыры онун графикинин абсис оху иля 
кясишмя нюгтясидир, она эюря дя онларын тапылмасы функ-
сийасынын графикинин гурулмасы цчцн ваъибдир. Верилмиш тянлийин 
изоля едилмиш кюкляринин тапылмасы цчцн ики цсул эюстяряк ( с  
кюкц о заман изоля едилмиш адланыр ки, щямин парчада башга 
кюкляр йохдур вя парчанын цч нюгтяляриндя функсийаларынын 
гиймятляри мцхтялиф ишарялидир). 

Вятярляр цсулу: Тутаг ки,  функсийасы ( )xf [ ]ba,  парча-
сында кясимяздир. ( )( )afa,A  вя ( )( )bfb,B  нюгтялярини 
бирляшдиряк вя  вятяринин тянлийини йазаг:  AB

( )( )
( ) ( )( )

( )
( )ab

ax
afbf

af-y
−
−

=
−

 

( ) 0=xf  тянлийинин тягриби кюкц олараг  вятяринин 
 оху иля кясишмя нюгтяси олан  нюгтясини эютцряк (шякил 

3). Вятярин тянлийиндя 

AB
ОХ 1x

1xx =  эютцряк  вя 0=y  олдуьуну  



 

 

 

150 

нязяря алараг ону  -я эюря щялл едяк. Онда аларыг: 1x
( )( )
( ) ( )( )afbf

abafaxc 1 −
−

−=≈ . 

Тохунанлар цсулу (Нйцтонун тохунанлар цсулу). 

Тутаг ки, ( )xf ′′ , [ ]ba,  парчасында ишарясини дяйишмир. 
 нюгтясиндя функсийанын графикиня чякилян 

тохунанын тянлийини тапаг. Бурада 
( )( bfb,B )

( ) ( ) 0>′′ bfbf  (шякил 4) шярти 

юдянир. ( ) ( ) ( )bfbxbfy ′−+=  ( ) 0=xf  тянлийинин тягриби кюкц 

олараг тохунмасы нюгтяси олан  эютцряк. 1x
Тохунанын тянлийиндя 0, == yxx 1  эютцрсяк,аларыг: 

( )
( )bf
bfbxc 1 ′
′

−=≈  

 

 

 

 

 

 

 

Мисал 2.  тянлийинин тягриби щяллини тохунанлар 
цсулу иля тапаг.  

0=+ xex

Тутаг ки, ( ) xexxf += , онда ( ) ,011 1 <+= -e--f ( ) 01>=0f . 

 щяр йердя, о ъцмлядян ( ) 0>+=′ xe1xf [ ]1,0-  парчасында 
юдянилдийиндян, бу парчада изоля едилмиш кюк вар. 

 олдуьундан тохунанлар цсулуну тятбиг етмяк ( ) 0>=′′ xexf

Шякил 3. 

A  x1                 b     x 

a

B )(xfy =  

y y 

)(xfy  =

 a                  
                   x1    b  x 
A 

Шякил 4. 
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олар.  олдуьу цчцн, йцхарыда дедикляримиздян 

аларык ки, 

( ) ( ) 00 >′′ f0f

2
1

−=1x . 

МЯСЯЛЯЛЯР 

1. Ашаьыдакы шяртляри юдяйян ( )xfy =  функсийасынын 
тяхмини : графикини гурун

( ) ( ) ( ) ( ) 3,1,1
3

Щял и. Координ стявисиндя гураъаьымыз график 
цзяриндя йерляшян 

,0 =′==′= 2f2f1f1f  

л ат мц
( )1,0M  нюгтясини гейд едяк. М 

нюгтясиндян 300 буъаг алтында, Н(2,1) нюгтясиндян ися 600 
буъаг алтында дцз хяттляр чякяк, онлар гураъаьымыз графикин 
тохунанларыдыр. Сонра верилмиш шяртляри юдяйян щамар яйрини 
чякяк. Ялбяття, верилмиш шяртляри юдяйян функсийаларын сайы    
сонсу

р и вя йе  хяръляри аша ыдакы 

здур. 

2. Йенидян Уилсон дцстуруна гайыдаг (бах 6.1. п.2). 
Ващид заманда партийанын Q  щяъминдян асылы олараг, факту-
ра хяръляри, сахланма хя кун ьъляр
дцстурларла ифадя олунур: 2hQQKM , вя 2hQQKM +  
Бир координат системиндя бу функсийаларын графиклярини гурун, 
оптима к д . 

раийят едяряк, 
ашаьыдакы функс фиклярини рун:  

а) 

ллыг ритерийасынын ю янилдийини йохлайын
3. Функсийанын тядгиги планына 

ийаларын гра гу
( )
( )21

1
+
−

=
x
xy ;          б) xexy −+=  
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ЩИССЯ 2.  Р ИГТИСАДИ 
ЯЛАВЯЛЯРЛЯ 

 

Ч Р  

ВЯ ЧОХЮЛЧЦЛЦ ФЯЗАЛАР 

7.1. Чохдяйишянли функсийалар 

ет 
сийалар йахшы мялумдур. Бир нечя садя 

мисалла

 

ИЙАЗИ АНАЛИЗ 

 

 

Мювзу 7.  

ОХДЯЙИШЯНЛИ ФУНКСИЙАЛА

 

 

1. Чохдяйишянли функсийаларын тярифи. Бир чох конкр
чохдяйишянли функ

р эятиряк. 

Мисал 1.  

а) Дцзбцъаглы параллепипедин щяъми abcV = , 
cb,a,  онун узунлуьу, ени вя щцндцрлцйцдцр, йяни 

дцзбцъаглы параллепи

бурада 

педин щяъми онун цч юлчцсцнцн 
функсий

б) Цчбуъаьын сащяси Ще

асыдыр; 

рон дцстуруна ясасян  

( )( )( )c-pb-pa-ppS = ада ca,b,  онун цч 

тяряфинин узунлуьудур, 

, бур

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
2

cbaP - йарымпериметр

цчбуъаьын сащяси цч аргумен

дир, йяни 

тин–онун тяряфляринин 
узунлуьунун функсийасыдыр; 
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ъ) Ики ъисим арасындакы гравитасийа гцввяси 
2R

mMF γ
= , 

бурада  ъисимлярин кцтляси, Mm, R - онлар арасындакы 
мясафя  вя γ -гравитасийа сабитидир. 

Бцтцн бу функсийалар цч асылы олмайан дяйишянлярин 
вя йа аргументлярин функсийаларыдыр. Бунлара она эюря асылы 
олмайан дейирляр ки, биринин алдыьы гиймят диэярляринин гий-
мятлярини тяйин едя билмир. 

Функсийанын цмуми анлайышы Ы щиссядя бюлмя 4.2. б. 
1-дя верилмишдир. Гыса олараг ону тякрар едяк. 

Тутаг ки, X  вя Y  чохлуьлары  верилмишдир. Фярз едяк 
ки, щяр щансы   цсулу иля  чохлуьунун щяр бир f X x  

елементиня гаршы  чохлуьунун бир Y ( ) Yxfy ∈=  елементи 

гаршы гойулур. Онда  уйьунлуьуна тяйин областы 

 вя гиймятляр областы 

f
( ) XfD = ( ) YfR ∈  олан функсийа 

дейилир. x -я асылы олмайан дяйишян вя йахуд аргумент, 
 ися функсийанын гиймяти вя йахуд асылы дяйишян 

адланыр. 
( )xfy =

( ) ( ){ fDXyx }∈:,  ъцтлцкляри чохлуьу  
функсийасынын графики адланыр.  

f

Инди ися чохдяйишянли функсийа анлайышыны мцяййян 
едяк. Чох щалларда функсийанын тяйин областынын  
елементляри юзляри мцряккяб структурлу олурлар. Тутаг ки, 
бир нечя   чохлуглары верилмишдир. Фярз едяк ки, щяр 

щансы  цсулу иля 
n1 XX ,...,

f ( )n1 xx ,...,  йыьымына гаршы бир 

 елементи гаршы  гойулур, бурада ( ) Yxfy ∈= ii Xx ∈ . 

Онда f  уйьунлуьу  тяйин областы ( )fD  олан  дяйишяндян 

асылы функсийа адланыр, бурада тяйин областы бцтцн 

n
( )n1 xx ,...,  
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вектор-йыьымындан  ибарятдир. Бу дястин щяр бир компоненти 
асылы олмайан дяйишян вя йахуд аргумент адланыр. 

Мисал 2. а) мцяссися н нюв  мящсул истещсал едир вя 
бу мящсуллары гиймятиня сатыр. Сатышын щяъми  

  олдугда эялир 
n1 pp ,...,

n1 xx ,..., nn11 xpxpw ++= ...  олур; 

б) 2 юлчцлц квадрат матрисин детерминанты бу 
матрисин бцтцн дюрд елементиндян асылы олан функсийадыр; 

тутаг ки,   онда ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A ( ) 211222 aaaaA 11 −=Δ ; 

ъ) Мянзил щаггы йашайыш сащясинин вя йахуд бцтцн 
сащянин юлчцсундян, йашайанларын сайындан, електрик, газ, 
сойуг вя исти судан, йашайанларын имтийазларынын 
олмасындан асылыдыр. Яэяр ики мянзил цчцн  бцтцн бу 
эюстяриъиляр ейни оларса, онда мянзил щаггы да ейни олар. 
Демяли мянзил щаггы бу эюстяриъилярин функсийасыдыр; 

ч) Фирманын юдяйяъяйи верэи хцсуси методика иля 
щесабланыр, лакин яэяр ики фирманын эюстяриъиляри ейнидирся 
верэиляри дя ейни олар; демяли верэинин мигдары бу 
эюстяриъилярин функсийасыдыр. 

2. Чохдяйишянли функсийаларын верилмя цсуллары. 
Бирдяйишянли функсийада олдуьу кими чохдяйишянли функси-
йалары да аналитик шякилдя, ъядвяллярин кюмяйи иля, графикин 
кюмяйи иля, щяр щансы алгоритмин кюмяйи иля (мясялян ком-
пцтер програмлары васитясиля, бах мисал 6) вермяк олар. 
Аналитик цсулла верилдикдя функсийанын гиймятляри аргумен-
тдян асылы олараг дцстурла тяйин олунур. Чохдяйишянли функси-
йанын ъядвялин эюмяйи иля верилмяси чох тез-тез тятбиг 
олунур. Мясялян, ЕЩМ (електрон щесаблама машынлары) 
васитясиля мцряккяб щесабламалар апарылдыгда ъядвялдян 
истифадя етмяк зярури олур. Лакин чохлары аьлына да 
эятирмирляр ки, айаггабы вя йа автомобил емалатханаларында  
олан прейскурант, тямирин гиймятинин эюрцлян ишлярин асылы, 
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ъядвял цсулу иля верилмиш функсийасыдыр. Бу ишляри сийащысы – 
тяйин областы, гиймятляри ися– функсийанын гиймятляр 
областыдыр. 

Мисал 3. Автомобил емалатханасында эюрцляъяк ишля-
рин гиймятинин ъядвяли асылмышдыр: 

Шинлярин чыхарылмасы 

  Камерин йохланмасы 

    Камерин долдурулмасы 

 Шинлярин эейдирилмяси 

    Шинлярин балансировкасы 

6000 рубл 

1000 рубл 

5000 рубл 

8000 рубл  

12000 рубл 

  

Тутаг ки,  - i -ъи нюв иши эюстярян ядяддир, in 1,..,5i = . 
онда бцтцн ишлярин дяйяри мцштяри цчцн ашаьыдакы дцстурла 
щесабланыр: 

5432 12000800050001000 nnnn6000nw 1 ++++=  

Мясялян, мцштяри 5 йени шин эятириб вя бцтцн кющня 
шинляри дяйишмяк истяйир, лакин кющня камерляри сахламаг 
истяйир. Онда, 5,5,0,5 5432 ===== nnnnn1

 вя 

ишлярин цмуми дяйяри ( ) 0001305 =×++ 1200080006000  
рубл олар. Ялбятдя, бу мисалда щеч бир «елм» йохдур вя 
емалатхана ишчиси мцштяриндян эюрцлян ишлярин пулуну алыр вя  
о, щеч  билмирди  ки, онун прейскуранты тямирин дяйяринин 
йериня йетирилян ишлярдян асылы функсийанын ъядвял цсулу иля 
верилмясидир. 

Ики вя даща чох дяйишяндян асылы функсийанын графикинин 
мцряккяблийиня эюря бу цсцл чох аз тятбиг едилир. Яэяр  
ики дяйишяндян асылы оларса, онда онлары 

f
x  вя  иля, 

функсийанын гиймятини ися  иля ишаря едяряк, 
y

z ( )yx,fz =  
шякилиндя йаза билярик. Бу функсийанын графики цч юлчцлц 
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фязада ( )( yx,fy,x, )  сятщ олар, бурада ( ) ( )fDyx ∈,  - - 
функсийасынын тяйин областыдыр. 

f

Мисал 4. ( )2yx-16f 2 +=  функсийасы цчцн беля сятщ 
радиусу 4 олан вя координат башланьыъындан йухары йарым 
сфера олар (шякил 1). 

Чохдяйишянли функсийалары 

яйани тясвир етмяк цчцн верилмиш 

 сявиййя хяттиндян истифадя едирляр. 

Тутаг ки, ( )n1 x,...,xfy =      n
 дяйишянли   функсийадыр вя Ъ 

 – щяр щансы ядяддир, онда  

( ) ( ){ }cxfx,...,xXU n1C === :   

4

4
4 Y

X 

Z

Шякил 1. 

чохлуьу  Ъ сявиййя хятти 

 адланыр. Ялбяття, яэяр                                                       2>n
оларса, онда бу хятт дейил сятщ олар вя она                                                
эюря дя сявиййя сятщи адлана биляр                                    ( 3n =  
олдугда бу цч юлчцлц фязада щягиги сятщ олур). Тярифдян 
эюрцнцр ки, мцхтялиф  сявиййя хяттляри кясишмирляр.                                     

Мисал 5.  Тутаг ки, 2xxz 1= . Онун сявиййя хятти C  беля 
олар: ( ){ }0,0,,: 21212121 <=>== xxcxxxxcxxx,xU . 
Асанлыгла эюрмяк олар ки, сявиййя хятти щиперболанын Ы вя ЫЫЫ 
квадрантда олан щиссясидир. 

21C    йа вя

C  артыгъа сявиййя хятти коор-
динат башланьыъындар  узаглашыр (шякил 2). 

 

                                                                                                       
bax <2  

                                                            

1x  
Ua 

Ua 

Ub 
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 цсулу иля верилмясини ашаьыдакы 
мисалла

мцмкцн планлар  ян чох мянфяяти тямин етсин:                         
mCX

                                                   

                                                  

      

                    

  

 

 

 Функсийанын компцтер
 эюстяряк. 

Мисал 6. Оптимал планлашдырманын хятти мясялясиня 
бахаг: истещсалын еля X  планыны тапын ки, мцмкцн олсун вя 

ичярисиндя
.0X,AXax, ≥B≤→  

Бурада A  истещсал сярфи матриси, C -хцсуси 
мянфяятин – сятир вектору, B -ресурс ещтийатларынын сцтун 
вектору, X  –  олунан мящсулла щяъминин сцтун 
вектор

лли *

истещсал рын 
удур. 

Бу мясялянин щя  - оптимал планы вя максимал 
мянфят W *=СX * олар. Гейд едяк ки, сон нятиъядя 
максимал мянфят X *-

X

BA,C, - нин функсийасыдыр, лакин бу
функсийанын гиймятлярини ялверишли алгори

 
тмин кюмяйи иля 

ясялян, симплекс цсулла тапмаг олар. 

 

 ф 4 -
дя бахылмышдыр. Чохюлчцлц ящямиййятлилик  

м

3. Игтисадиййатда истифадя олунан бир нечя чохюлчцлц 
функсийалар. Беля унксийаларын бирюлчцлц аналогу .2. б.2

 функсийасы
( ) ( ) ( )n xxXxxUxU ,...,,...,1 n1=−=  ямтяяляр дястиня U  ящя-

миййятиня индивинин  гиймятдир. Овердийи субйектив ядяди  
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азалмайандыр, йяни ( ) ( )21 xUxU ≤  , 
2xx1 ≤  яэяр

ямиййятлил
  оларса ики 

дяйишян цчцн типик ик ийасы ящ функс
( ) 212 xx ⋅=  ки

унксийасы 

1, xxU мидир. 

Хяръ ф ( ) ( )nyyJyJ ,...,1=  - истещсал олу

( )nyyY ,...,1=  мящсулларынын

нан 

асылыдыр. Бу функсийа 
да аза

Чохфакторлу ист

 щяъминдян 
лмайандыр. 

ещсал функсийасы 
( ) ( )nxxFxFy ,...,1==  - истещсал олунан мящсулларын щяъм

вя йа дяйяри иля емал олунан ресурсларын щяъми арасындакы 
асылылыгдыр. Бу да азалмайандыр. Ян чох йай
функсийа бба-Дуглас функсийасыдыр: y

и 

ылмыш истещсал 
сы – Ко βα LAK=  

бурада βα ,,A  мянфи олмайан сабитлярдир вя 1≤+ βα , K  
– ися фондларын дяйяр вя йа натурал шякилдя ифадясидир 
(мясялян дязэащларын сайы); α - ямяк ресурсларынын щяъм
– фящлялярин сайы, адам – эцнляри сайы вя с., y - истещсал 

идир 

олунан

нлу чохдяйишянли   функсийалара аид 
бир мис

р. 

ил у 

 
ир а 

 мящсулдур, дяйяр вя йа натурал шякилдя вериля биляр. 

Игтисади мязму
ал да эюстяряк. 

Мисал 7. Мцяссисянин истещсал сащяси вя анбары ва
Анбар ишин ащянэини тямин едир – яэяр мящсул вахтында 
сатылмазса, ону анбарда сахламаг олар. Анбарын  олмасы 
сахланма хяръляриня сябяб олур.  Садя щалда бу хяръ ващид 
заманда мямулатларын i  сайы  я мцтянасиб олар, йяни б
хяръ ih  иля бярабярдир: бурада  h  – бир мямулатын ващид 
заманда  сахланма хяръидир. Садя щалда ващид заманда 
истещсал хяръляри Cu  олар, бурад u  ващид заманда истещсал
олунан  мямулатларын сайыдыр, C  ися б  мямулатын  май
дяйяридир. Бу хяръляря фактура хяръляри 

а 

K  ялавя едилир, бу 
ващид заманда мцяссисянин  ишляк вязиййятиндя сахланма 
яръ . Ващид заманда бцтцн ъляридир   хяр  hiCuK ++  х олар. 
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МЯСЯЛЯЛЯР 

  

кы ъисимлярин щяъми, онларын  сятщляринин 
функсий

мцхтялиф 
щяъмя, 

о

Яслиндя Сиз 1 доллара на 
гядяр а

 

 

я  

ыдыр. 1000  алман маркасына нечя доллар 
алмаьы

й-
мятляри сятир-векторудур, V- истещсал олунан мящсулларын 

1. Ашаьыда
асыдырмы: 

а) кцря,      б) дцз даиряви силиндр. 

Ъаваб: а)    бяли,   б) йох (она эюря ки, 
лакин ейни сятщя малик силиндирляр вар. 

2. Гязетдя охудунуз ки, 1997-ъи илдя рясми курс 1 
д ллар=5810 рубл вя 1 алман маркасы = 3210 рубл. Буна 
уйьун олараг сиз щесаблайырсыныз ки, 1 доллара 5810/3210 
≈1,8099 алман маркасы аларсыныз. 

лман маркасы алмалысыныз? 

Щялли. Йухарыда щесабланмыш курс рясми курсудур, 
даща доьрусу долларын алман маркасына нисбятян нязяри 
курсудур. Реаллыгда ися истянилян валйутадяйишмя  мянтя-
гясиндя мцхтялиф  валйуталарын алгы-сатгы   ъядвяли асылыр. Вал-
йутадяйишмя   мянтягясинин  ишчисинин ардыъыллыг щярякяти бе-
лядир: О, рубла биздян доллар алыр, сонра ися бизя алман 
маркасыны рубла сатыр. Тутаг ки, Д, д  долларын сатыш вя алыш 
гиймятляридир, йяни Д рубл верэи бир доллар ала билярсиниз, бир
доллары вериб сиз д рубл алырсыныз ( Д>д). Аналожи олараг – 
Н, н алман маркасы щаггында данышмаг олар. Сиз 1 доллар
вердикдя, мянтягянин ишчиси  сизя д/Н марка верир. Бу ися 
долларын маркайа эюря кросс-курсудур. Беляликля, яэяр Д, 
д=5830,5800,  Н, н =3230,3200, оларса, онда бир доллара сиз 
5800/3230=1,7956 марка аларсыныз. 1000 доллар дяйишдикд
итки 1809,9 -1,7956=14,3 марка олар. Демяли кросс-курс 
сизин вердийиниз валйутанын курсу иля, сизя верилян валйута 
курсунун функсийас

 щесаблайын. 

3.  Фярз едяк ки, истещсал хятти структура маликдир 
(бах 1.2. б.2):  А - хяръ нормасы матрисидир, P–ресурсун ги
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гиймятляри  сятир-векторудур; X - истещсал мящсулларынын 
щяъминин сцтун  векторудур. 

Онда ( ) PAXxJ = – хяръ функсийасы, 

-бурахылан мящсулларын X-щяъминдян 
мянфяят функсийасы. Вектор – щансы мянаны верир? 
( ) PAXVXxw −=

PA

4. ( )xU  файдалылыг функсийасынын сявиййя хяттиня 
етинасызлыг яйриси дейилир. 

( ) ( )21 xUxU = оларса, онда  индивид цчцн фярги йохдур 

щансы дяст ямтяяйя (х1 ) сащиб олсун, онун  цчцн 
бу дястляр ейни ящямиййятлидир. Ашаьыдакы ящямиййятлилик 
функсийалары цчцн бир нечя етинасызлыг  яйрилярини тапын:  

2x  йа вя

a)  ; б)( ) 2121 ,, xxxxU = ( ) { }2121 2,min, xxxxU =  ;    

ъ) ( ) 2121 32, xxxxU +=   

5. Истещсал функсийасынын сявиййя хяттиня изоквант 
дейилир. Кобби-Дуглас типли истещсал функсийасынын бир нечя 
изоквантыны тапын. 

6. Хяръляринин структуру мисал 7-дя олдуьу кими олан 
мцяссисянин эюстяриъиляри белядир:  к=20, ъ=4,   щ=1. 

Хяръляри ъядвялля ики чыхыш – U  вя i  цчцн верин. 

 
7.2. Чохюлчцлц фязалар 

 

1. Фязаларын иерархийасы. Алман рийазиййатчысы 
Щ.Кантор чохлуьа «бизим интуисийамызда вя фукирляримиздя 
фярглянян обйектлярин бир там шякилдя бирляшмяси» кими тяриф 
вермишдир. Чохлуг анлайышы даща ъидди структур критерийасы 
нязярдя тутмур. Там ядядляр чохлуьу садяъя чохлуг  дейил – 
бурада онун елементлярини топламаг вя бирини диэяриндян 
чыхмаг олар. Бцтцн ядядляр чохлуьу ися даща зянэин 
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структура маликдир – бурада лимитя кечмя ямялийаты тяйин 
олунмушдур, йяни щансы ардыъыллыьын щансы ядядя йыьылдыьы 
эюстярилмишдир. 1.1. бюлмясинин ЫЫЫ фязасына бахмышдыг. 
Онун елементляри n  юлчцлц сятир векторларындан ибарят иди, 
йяни  ядяддян низамланмыш йыьым иди. Гейд едяк ки, n nR  
садяъя чохлуг дейилдир, онун елементлярини топламаг, ядядя 
вурмаг олар ки, бу да ядядляр цзяриндяки ямялляря чох 
охшайыр (бах бюлмя 1.1. п.2). 

Ашаьыда даща зянэин  структура малик чохлуглара 
мисаллар эюстяряъяйик: нормаллашмыш фязалар, Евклид фязасы вя 
с. 

2. Евклид фязасы. Тутаг ки, ( )nxxX ,...,1= , ( )nyyY ,...,1=  

– nR  олан ики вектордур, онда nn yxyx ++ ...11  ядяди  
векторларынын скалйар щасили адланыр вя 

YX ,
YX ⋅  вя йа XY  иля 

ишаря олунур. 

Скалйар щасилин ашаьыдакы хассялярини йада салаг: 

а) YXXY = ; 

б) ( ) XZXYZYX +=+  ихтийари  векторлары цчцн; ZYX ,,

в) XYYX λλ =⋅  ихтийари  векторлары вя ихтийари YX , λ  
ядяди цчцн. 

Скалйар щасилли хятти фяза Евклид фязасы адланыр. Евклид 
фязасы хятти фяза олмагла йанашы, даща зянэин   структура 
маликдир. Бу фязада векторун узунлуьуну, векторлар 
арасында галан буъаьы тяйин етмяк олар. X  векторунун 

узунлуьу 2x  ядядиня дейилир вя X  иля ишаря едилир. 

Венкторун узунлуьунун ашаьыдакы хассялярини 
асанлагла исбат етмяк олар: 

а) 0≥X  вя 0=X  йалныз вя йалныз 0=X оларса; 
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б) XX λλ =  ихтийари X  вектору вя λ  ядяди 

цчцн; 

ъ) YXYX +≤+  ихтийари  векторлары цчцн YX ,
X  вя Y  векторлары арасындакы ϕ  буъаьы беля тяйин олунур: 

( )YX
XY
⋅

=ϕcos  беля ки, ( )YX
XY
⋅

= arccosϕ . 

Асанлыгла   эюрмяк олар ки, ϕCosYXYX ⋅=⋅  

nR  фязасында ( )nxxX ,...,1=  векторунун узунлуьуну 
аналитик шякилдя, онун компонентляринин функсийасы кими  
вермяк олар: 

 nn xxxxXX ++== ...11
2  

Мисал 1.  ( )4,3=X , ( )6,8=Y   векторларынын 
узунлуьуну вя онлар арасындакы буъаьы тапын. 

,482424.10,5 22 =+===== XYYYXX
 

( )
017,

50
48cos ≈=

⋅
= ϕϕ

YX
XY  

Векторларын скалйар щасили сыфыра  бярабяр оларса, йяни 
онлар арасындакы буъаьын косинусу сыфыра бярабяр оларса, 
онда векторлар перпендикулйар адланыр. 

Мисал 2. 2R  фязасында еля векторлар чохлуьуну тапын 
ки, онларын ( )21,nnN =  вектору иля скалйар щасили -йя 
бярабяр олсун. 

d

Ахтарылан чохлуьу L  иля ишаря едяк, онда 
 олар. Яэяр { dXNXL == : } ( )21, xxX =  оларса, онда 
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( ){ }dxnxnxxL =+= 221121 :; . Щяндяси нюгтейи-нязярдян бу 

2N
dN  нюгтясиндян  кечян вя  векторуна перпендикулйар 

олан дцз хяттдир. (Ямин олун ки, 

N

2N
dN  нюгтяси L  - ин цзярин-

дядир). 

Тутаг ки, мясялян, ( )4,3=N  вя 5=d , онда L    

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5
4,

5
3  нюгтясиндян кечян вя  векторуна перпендикулйар 

олан хяттидир (шякил 1). 

N

 

                                                               

                                                           

                                                         

 

                       
         3/5                            x2 

                   Шякил 1. 

х2 

                                                     N 

 

4/5 

                                   L 

                    dN/N2           

 

 
 

 

 

 

Ади хятти фяза иля евклид фязасы арасында нормал-
лашдырылмыш фяза. Бу хятти фязадыр вя щяр бир X  вектору цчцн 
онун нормасы адланан X  ядяди гаршы гойулур вя 

ашаьыдакы шяртляри юдяйир: 

а) 0≥X  вя 0=X  йалныз вя йалныз 0=X олдугда; 
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б) XX λλ =  ихтийари X  вектору вя λ  ядяди цчцн; 

ъ) YXYX +≤+  ихтийари YX ,  векторлары цчцн. 

Бу шяртлярдян эюрцндцйц кими норма евклид фяза-
сында векторун узунлуьуна чох охшайыр. 

Гейд. Бизим цчцн ясас евклид фязасы олаъаг; йяни 
ядяди хятти фяза истянилян сонлу юлчцлц вя склайар щасилин 
мцяййян олдуьу фяза. Лакин бир чох бахдыьымыз анлайышлар 
истянилян евклид фязасына вя щятта нормаллашмыш вя цмуми 
хятти фязайа аид етмяк олар. 

nR  фязасында тяйин олуна билян бир сыра типик чохлуг-
лара бахаг. 

Щипермцстяви - ( ) { }dYXYdXG == :,  чохлуьудур, 
бурада X  Евклид фязасынын ихтийары фикся олунмуш 
елементидир, йяни бу еля векторлар чохлуьудур ки, онларын 
верилмиш  X  вектору иля скалйар щасили сабит  д ядядиня 
бярабяр олсун. X  вектору бу щипермцстявинин нормал 
вектору адланыр. Мцхтялиф -ляр цчцн d ( )dXG ,  
щипермцстявиляри кясишммирляр, она эюря дя онлары паралел 
адландырырлар. 3=n  олдугда цчюлчцлц фязада онлар ясл 
паралел мцстявиляр олур. Йарымфяза - ( ) { }0: ≥= YXYXP  
чохлуьудур, бурада – Евклид фязасынын ихтийари 
елементидир. Йарымфязанын тярифиндяки бярабярсизлийин  ъидди 
вя гейри-ъидди  олмасындан асылы олараг, йарымфяза гапалы вя 
йа ачыг адланыр (демяли йухарыдакы тярифдя гапалы йарымфяза 
нязярдя тутулур). Онлар уйьун олараг 

X

( )0,XG  сярщяд 
щипермцстявини юзцндя сахлайыр вя йа сахламыр. Йарымфяза  
ашаьыдакыларын чохюлчцлц аналогудур: а) 1=n  олдугда 
башланьыъ нюгтяли вя йа башланьыъ нюгтясиз шца; б) 2=n  
олдугда сярщяд  дцз хяттли вя йа сярщяд дцз хяттсиз йарым 
мцстяви; ъ) 3=n  олдугда сярщяд йарыммцстявили вя йа 
сярщяд йарыммцстявисиз «щягиги» йарымфяза вя с. 
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 Мяркязи  Х нюгтясиндя олан  р радиуслу  

кцряси 

).( rxk
{ rxyx ≤−: } чохлуьуна дейилир. Яэяр тярифдя ъидди 

бярабярсизлик оларса, онда кцря ачыг, яэяр гейри-ъидди бяра-
бярсизлик оларса, онда кцря гапалы адланыр. 

Бирюлчцлц щалда-бу уйьун олараг ачыг интервал вя 
гапалы интервал олар ки, буна да сегмент дейирляр. Икиюлчцлц 
щалда – бу ачыг даиря, йяни ону ящатя едян чеврясиз вя 
чевряси иля бирликдя даиря олар. Хятти фязада ики  нюгтя-
синдян кечян дцз хятт –

YX ,
( ){ }RXYXL ∈−+= λλ :  чохлуьуна 

дейирляр. nR  фязасында бу чохлуьу беля дя вермяк олар: 
( )
( )

( )
( )⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−

==
−
−

=
nn

nn

zy
yz

xy
yzZL ...:

11

11  

3. Евклид фязасынын тополоэийасы. Фязанын тополоэийа-
сы–лимитя кечмяк нюгтейи-нязяриндян онун щансы гурулуша 
малик олмасы суалынын ъавабыдыр. Бу нюгтейи-нязярдян E  
евклид (нормаллашдырылмыш) фязасынын тополоэийасы ядядляр 
фязасынын  тополоэийасына чох охшайыр – йалныз X  ядядинин 
мцтляг гиймяти X  векторунун узунлуьу (нормасы) иля явяз 
олунур, бунун да нятиъясиндя EA∈  нюгтясинин ε – ятрафы - 

( ) ( ){ }εε <−= AXXAO :  чохлуьу олур ки, бу да мяркязи A  
нюгтясиндя олан ε  радиуслу кцрядир. Яэяр чохлуг она дахил 
олан истянилян нюгтянин щяр щансы ятрафыны да юзцндя 
сахлайырса, онда беля чохлуьа ачыг чохлуг дейилир. Яэяр еля 

 ядяди тапмаг мцмкцн олса ки, бцтцн m MX ∈  цчцн 
MX ≤  оларса, M  чохлуьу мящдуд чохлуг адланыр. 

Тяриф 1. Яэяр истянилян 0>ε  цчцн еля NK ∈  
тапмаг мцмкцн олса ки, истянилян  цчцн Kn > ε<− AX n  

олсун, онда EA∈  елементи ( ) EX n ⊂  ардыъыллыьынын лимити 
адланыр. Бу беля ишаря едилир: ( )nn

XA
∞→

= lim . 
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Тяриф 2.  Яэяр истянилян 0>ε  цчцн еля 0>δ  тапмаг 
мцмкцн олса ки, δ<−< AX0  олдугда ( ) ε<− axf  олсун, 

онда  a  ядядиня  X  A -йа йахынлашдыгда ( )AX →  ( )xf  
функсийасынын лимити дейилир вя ( )xfa

Ax→
= lim  кими ишаря едилир. 

Беляликля, ( )xBfa
x

Δ+=
→Δ 0

lim  беля баша дцшцлцр: 

истянилян 0>ε  цчцн  еля 0>δ  тапмаг олар ки, δ<Δ< X0  

олдугда ( ) ε<−Δ+ aXBf  олур. 

Тяриф 3. Яэяр ( )xf   функсийасы  A  нюгтясинин мцяй-
йян ятрафында тяйин олунубса вя ( ) ( )Afxf

Ax
=

→
lim  оларса, 

 функсийасы ( )xf A  нюгтясиндя кясилмяз адланыр.  

Евклид (нормаллашдырылмыш) фязасында сонсуз кичилян 
кямиййятя нечя  тяриф верилдийини хцсуси олараг йада салаг. 
Тутаг ки, ( )xα  евклид фязасында тяйин олунмуш функсийадыр, 
онда яэяр ( ) 0lim

0
=

→
x

x
α   оларса α  сонсуз кичилян кямиййят  

адланыр. Инди сонсуз кичилян кямиййятлярин нисбятиня бахмаг 
олар, йяни ня вахт онлар еквивалентдирляр, ня вахт бири 
диэяриндян даща йцксяк тяртибдян сонсуз кичиляндир вя с. 

Мисал 3. nR –дя верилмиш ( ) ixXM max=   

функсийасынын X  иля ейни тяртибдян сонсуз кичилян олдуьуну 
йохлайын. 

Доьурдан да, ( ) ( )XnMXXM ≤≤  олар ки, буну 

да исбат етмяк лазым иди.  

Бурадан беля чыхыр ки, nR  фязасында векторлар арды-
ъыллыьынын лимити йалныз вя йалныз о заман сыфыра бярабяр олар 
ки, бу ардыъыллыьын векторларынын щяр бир компоненти сыфра йа-
хынлашсын. Бирдяйишянли функсийаларын лимитляринин вя кясил-
мязлийинин, сонсуз кичилян кямиййятлярин вя с. ясас хассяляри 
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чохдяйишянли функсийалар цчцн дя юз эцъцндя галыр. Бцтцн 
бунлар бизя имкан верир ки, чохдяйишянли ядяди функсийалар 
цчцн диференисал щесабынын зярури анлайышларына бирдяйишянли 
функсийалардакына аналожи тяриф веряк. 

4. Евклид фязасында верилмиш функсийаларын хас-
сяляри. Евклид фязасынын зянэин структуруну нязяря алараг, 
бирдяйишянли функсийалар йчйн тяйин олунмуш бир чох 
анлайышлар (бах. 4.2. п.2). Евклид фязасында верилмиш чох-
дяйишянли функсийалар цчцн дя аналожи  олараг кючцрцлцр. 
Айдындыр ки, бирдяйишянли вя чохдяйишян функсийаларын бир сыра 
охшар ъящятляри  олдуьу кими фяргли ъящятляри вар. Охшарлыг  
ондан ибарятдир ки, чохдяйишянли функсийаларын еля хассяляри 
йохдур ки, о хассяляр бирдяйишянли функсийаларда олмасын. 
Лакин чохдяйишянли функсийалар цчцн олан анлайышлар бир 
гайда олараг бирдяйишянли функсийаларда таныш олдуьумуз 
анлайышлардан мцряккяб олур. Бирдяйишянли функсийалар ъцт, 
тяк, артан, азалан, мящдуд вя с. ола биляр.  Бу анлайышлар 
чохдяйишянли функсийалар цчцн неъя олур? Мясялян, чохдя-
йишянли функсийа ня вахт  артан вя йа азалан  адланыр. Бирдя-
йишянли функсийалар цчцн бу анлайышлары йада салаг: )(xf  

функсийасы М чохлуьунда артан (азалан) адланыр, яэяр 
вя Mxx ∈21 , 21 xx <  олдугда )( 2121 yyyy ><   олур;  

функсийасы М чохлуьунда азалмайан (артмайан) адланыр, 
яэяр вя 

)(xf

Mxx ∈21 , 21 xx ≤  олдугда )( 2121 yyyy ≥≤   олур. 

Беляликля, щяр шейдян яввял тядгиг олунан М чохлуьундан 
эютцрцлмцш вектор дястляри цчцн тяртиб нисбятляри мцяй-
йянляшмялидир. Мясялян, яэяр функсийанын аргумунтляри ядя-
ди характерлидирся вя йа хятти фязанын елементляридирся, онда 
артан вя йа азалмайан чох дяйишянляри функсийаларын тярифи 
бирдяйишянли функсийаларда олдуьу кими верилир: М чохлуьунда 
верилмиш  функсийасы артан (азалан) адланыр, яэяр 

вя 

)(xy
Mxx ∈21 , 21 xx <  олдугда  олсун.   )( 2121 yyyy >< )(xy
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функсийасы М чохлуьунда азалмайан (артмайан) адланыр, 
яэяр вя Mxx ∈21 , 21 xx ≤  олдугда )( 2121 yyyy ≥≤  олсун. 

Мисал 4.  Бюлмя 7.1. – дя верилмиш 1, 2 мисалындакы 
бязи функсийалары йада салаг: 

а) Дцзбуъаглы паралелипипедин щяъми cbaV =  бурада  

 онун узунлуьу, ени вя щцндцрлцйцдцр. cba ,,
б) Щерон дцстуруна ясасян цчбуъаьын сащяси 

))()(( cpbpappS −−−= , бурада  цчбуъаьын тяряф-
ляринин узунлуьу,  

cba ,,
2)( cbap ++=   йарым парметридир,  йяни 

цчбуъаьын сащяси цч аргументли–онун тяряфляринин узунлуг-
ларынын функсийасыдыр; 

ъ) Ики ъисим арасында гравитасийа гцввяси 
2RmMF γ= , бурада м, М ъисимлярин кцтляси, Р–онлар ара-

сындакы мясафя вя γ  гравитасийа сабитидир; 
ч) Мцяссися н  нюв мящсул  истещсал едир вя онлары  

уйьун олараг  гиймятиня сатыр; Сатышын щяъми 

 олдугда 
nPP ,,1 L

nхх ,,1 L nn xpxpW ++= L11  олур;  

д) 2 юлчцлц квадрат матрисин АΔ  - детерминанты бу 
матрисин бцтцн дюдр елементинин функсийасыдыр: 

  олдугда ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

аа
аа

А 21122211)( ааааА −=Δ ; 

е) Мянзил щаггы мянзилин бцтцн сащясиндян, йашайыш 
сащясиндян, йашайанларын сайындан, електрик енержисинин, 
газын, сойуг вя исти суйун гиймятиндян, йашайанларын имти-
йазларындан асылыдыр. 

Яэяр ики мянзил цчцн бцтцн бу эюстяриъиляр ейни олса, 
онда мянзил щагглары да ейни олар. Демяли, мянзил щаггы бу 
эюстяриъялярин функсийасыдыр; 

я) Фирманын юдяйяъяйи верэи хцсуси методика иля ще-
сабланыр, яэяр ики фирма цчцн бу эюстяриъиляр ейни оларса, он-
да верэи дя ейни олар; демяли, верэинин мигдары бу эюстяриъи-
лярин функсийаасыдыр. 
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Йухарыдакы функсийалардан щансы артандыр? 
Ъаваб: «а»,  «б»,  «ъ». 
Тяйин областы сыфра нязярян симметрик олан ф функси-

йасы цчцн ( ))()()()( xfxfxfxf −=−=−  истянилян )( fDx∈  
оларса, функсийасы ъцт (тяк) функсийа адланыр. Яэяр еля 

м варса ки, истянилян 

)(xf
Mx∈ цчцн ( )mxfmXf ≥≤ )()(  о-

лсун, онда ф функсийасы М чохлуьунда йухарыдан (ашаьадан) 
мящдуд функсийа адланыр.  

Йухарыдан вя ашаьыдан мящдуд олан функсийалар 
щямин чохлугда мящдуд функсийалар адланырлар. Габарыг М 
чохлуьунда MYХ ∈,  вя истянилян 10 ≤≤ λ  цчцн 

( ) ( )()1()()()1()()1( yfxfyfxfyxf )λλλλλλ −+≥−+≤−+  
оларса,  онда ф функсийасы габарыг (чюкцк) адланыр.  

Чохдяйишянли функсийадан «чох» сайда бирдяйишянли 
функсийалар алмаг олар. Тутаг ки,  nxxyy n −= ),,( 1 L  дяйи-
шянли функсийадыр. дяйишянляринин гиймятлярини фик-
ся едяк,  - ися дяйишир. Сонда бирдяйишянли функсийа аларыг: 

. «Функсийа 

−00
2 ,, nxx L

1x
)(),,,( 11

00
21 xyxxxyy n == L =211 ),,( xxxy nL   

 олдугда   - я эюря артандыр» ифадясинин ня 

олбуьу инди айдындыр – бу  функсийасы цчцн дейилмиш 

ифадядир. Аналожи олараг функсийанын  - я эюря тяк вя йа ъцт 

олмасыны вя с. баша дцшмяк лазымдыр. 

00
2 ,, nn xxx == L 1x

)( 11 xy
1x

Мисал 5. yxza −=)   функсийасы ихтийари цчцн y x -я 

эюря артандыр вя истянилян x цчцн -я эюря азаландыр;  

 функсийасы ихтийари цчцн 

y
yxzb 2) = y x -я эюря ъцт функ-

сийадыр вя истянилян x  цчцн -я эюря тяк функсийадыр; 

 функсийасы ихтийари цчцн 

y
xyzv sin)2() += y x -я эюря дюври 

функсийадыр. 
 

МЯСЯЛЯЛЯР 
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1. Тутаг ки, А– евклид  фязасынын ихтийарири елементидир. 
Исбат един ки, 0lim =

∞→
nA

n
.  

2. −2R фязасында { }0:),( 2 =− yxyx чохлуьу мящдуд-

дурму? 
3. Е евклид фязасында щяр щансы  А векторуну фикся 

едяк. }R{ AL ∈= λλ :  чохлуьу бу фязада дцз хяттдир (бах 

п.2). Бу чохлуьун гапалы олмасыны эюстярин, она эюря ки, 
онун тамамлайыъысы LE /  ачыгдыр. Л чохлуьу мящдуддурму? 

4. Исбат един ки, ихтийари щипермцстяви гапалы 
чохлугдур, она эюря ки, онун тамамлайыъысы ачыг чохлугдур. 
Щипермцстяви мящдуд чохлугдурму?  

5. Р2, R3  фязаларында функсийанын сявиййя хятти 
«векторун узунлуьу» ня демякдир? { }dxXS == :  чохлуьу 

Р2, R3  - дя неъя адлана биляр? 
6. ),, вектору цчцн   ки, ( 1 nxxX L= тутаг

ii
xx max= . Исбат един ки, бу функсийа норманын тярифини 

юдяйир (бах п.1). Эюстярин ки, бу норма «векторурн 
узунлуьуна» еквивалентдир, йяни бир нормайа эюря сыфырын 
ятрафы диэяр нормайа эюря сыфырын щяр щансы ятрафыны юзцндя 
сахлай  

 

ХЦСУС ТЮРЯМЯЛЯР 

ларын  
          хцсуси тюрямяляри 

ыр.
 
 

 
Мювзу 8.  

И 
 
8.1. Чохдяйишянли функсийа
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да йалныз цч дяйишяндян асылы 
функсий

механизм та
йян ятра-

Бу

 
1. Хцсуси тюрямяляр. Чох йер тутан ишарялярдян 

гачмаг мягсядиля бура
алара бахаъаьыг.  
Даща чох дяйишяндян асылы функсиайлар цчцн бцтцн 

мамиля аналожидир. Беляликля, тутаг ки, ядяди 
),,( zyxfu =  функсийасы ачыг  Д областынын мцяй

фында тяйин олунмушдур.  областдан щяр щансы ),,( cbaM  
нюгтяси эютцряк. Яэяр zy,  дяйишянляринин гиймятлярини уй-
ьун олараг cb,  - йя бярабяр эютцрсяк, x -и ися дяйишяк, он-
да  у  фактики олараг бир  x дяйишяниндян асылы функсийа олар 
(щеч олмаса a  нюгтясинин мцяййян ятрафында). Она эюря дя 
бу функсийанын  a  ню ясин  ятрафында тюрямясинин олмасы г ин

 . 
т

суалыны гоймаг олар x -я xΔ  артымы веряк, онда функсийа 
,(),,( afcbxafu ),  артымыны  ки, бунаалар  да x -я cb−Δ+=Δ

эюря х
Лимитин тярифиня ясасян  
цсуси артым дейилир.  

( ) xccbxafu
x

bafx
x

Δ=ΔΔ −Δ+
→Δ

,(lim
0→Δ

),),,(lim
0

. 

Бу тюрямя ),,( zyxf  функсийанын ),,( cba  нюгтясиндя 

x -я ря хцсу и дейилир. Хцсуси тюрямни эю си тюрямяс xu ∂∂  вя 

xu ′  вя йа ,( baf xйа  c),′  кими ишаря едирляр. Аналожи лараг 

z
о

x, -и уйьун олараг   - йя бярабяр   и дя-

йишсяк аларыг:  
ca, щесаб едиб y -

( ) .),),,(lim
00

ycbcybafu
y

,(lim afy
y

ΔΔΔ = −Δ+
→Δ

ын (a
я эюря  дейилир вя

→Δ
 

Бу лимитя ),,( zyxf  функсийасын ),, cb  нюгтясиндя 

хцсуси тюрямяс

 

y - и  yu ∂∂  вя йа  yu ′  вя йа 

baf y′ . 

Е c  нюг

я ря хцсуси

), c  иля ишаря едилир

йни гайда иля ),,( zyxf  функсийасынын ,,( ba тя-

синд z′ -я эю  тюрямяси  тяйин олунур вя 

,(
)

 zU ∂∂  вя 

йа zU ′  вя йа ),,( cbaf z′ кими ишаря едилир. Хцсуси тюрямялярин 



 

 

 

172 

 щесалайырыгса, диэяр дяйишянляри сабит 
кими гя . 

л 1. функсийасынын хцсуси тюрямяля-

рини тап

щесаланмасы ади тюрямянин  щесабланмасы иля мцгайисядя 
щеч бир йенилик тяляб  етмир. Садяъя олараг хцсуси тюрямяни 
щансы  дяйишяня эюря

бул едирик
Миса zyxu 22 +=  

аг. 2;;2 2 =∂∂=∂∂=∂∂ zuxyuxyxu  
Яэяр мяляри йы бцтцн хцсуси тюря ьсаг, онда цч юлчцлц 

вектор ),,( zuyuxu ∂∂∂∂∂∂ рыг. 

Бу вектору адятян U
 ала

∇  кими ишаря едирляр вя 
градийент адлан ли функдырырлар. Цмуми щалда  n дяйишян сийа 
цчцн бу вектор

 
 ),,(),,( 11 nn xuxuxxU ∂∂∂∂=∇ LL  олар. 

  олар. Бу тю-
рямяля ртиб хцсуси 

22 +  функсийасынын икинъи тяртиб хцсуси 
тюрямялярини тапаг. 

 
2. Ики вя даща йцксяк тяртибли хцсуси тюрямяляр. 

Хцсуси тюрямяляр щямин аргументлярин функсийалары олду-
ьундан онларын да хцсуси тюрямялярини тапмаг

р  икинъи тя тюрямяляр адланыр. 
Мисал 2.  u = zyx

0)( 2 =′=′′ zyz xu
Ардыъыл олараг мцхтяли

0)2(;0)2(

;0)2(;0)2(

;0)(;2)(

;2)2(;2)2(
2,,2

22

2

=′=′′=′=′′

=′=′′=′=′′

=′=′′=′=′′

=′=′′=′=′′
=∂∂=∂∂=∂∂

zzzzxz

yzyxzx

yyyxyx

yxyxxx

xyuxyu

uu

xuxxu

xxyuyxyu
zuxyuxyxu

 

ф тюрямялярдян алынан тюрямяля-
ря гары

Гарышыг тюрямяляр ашаьыдакылардыр: 
шыг тюрямяляр дейилир. 

.0;0;2 =′′=′′=′′=′′=′′=′′ yzyzzxxzyxxy uuuuxuu  
Бу нятиъяляр тясадцфц дейилдир, беля ки, функсийа цзя-

риня гойулмуш  мцяййян шяртляр дахилиндя гарышыг тюрямяляр 
бярабяр олур. Адятян игтисадиййатда истифадя олунан функ-
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ын 
тюрямя дасы. Буну м

ксийа-
нын тюрямясинин тапылма гайдасы тятбиг етсяк, аларыг:  

;12)48(

;8)48(;6123)2(2

;48)2(42)2(2

yxyyxyuyyxy

yyxu

yxuyxyyyxu

yxyxyxu

yyyx

yxy

xxxy

x

+=′+=′′=′+

=′+=′′

=′+=′′+=⋅+=′

+=+=⋅+=′

   вя с.

рямясинин тапылмасы г
я

сийалар цчцн бу шяртляр юдянир. Биртяртибли вя йцксяк тяртибли 
тюрямялярин тапылмасында истифадя олунан бцтцн гайдалар 
чохдяйишянли функсийаларын хцсуси тюрямяляринин тапылмасында 
да юз эцъцнц сахлайыр–мясялян, мцряккяб функсийан

синин тапылмасы гай исалла йада салаг.  
Мисал 3. Тутаг ки, .)2( 23yxu +=  Мцряккяб  фун

452253

23

35323

333

3024)512(;12)512(u yx =′′

 
Башга мисал олараг параметрдян асылы функсийанын тю-

айдасыны гейд едя билярик. Тутаг ки, 
),,( zyxfu =  в  zyx ,,  дяйишянляринин щяр бири т параметринин 

функсийасыдыр, ).(,)(,)( tcztbytax ===  zyx ,,  -ин йериня т  иля 
олан ифадяни функсийада u т -дян асылы 
мцряккяб функсийадыр: )).(),(),(( tctbtafu

 йазсаг, эюрярик ки, 
= tu′  - тюрямясини 

неъя тапаг? Ялбятдя, ону бир дяйишяндян асылы функс
тюрямясинин тапылмасы гайдас

ийанын 
Диэяр 

uxu
ы иля тапмаг олар.  

тяряфдян исбат етмяк олар ки, tztt zuyu ytx ′ ′ ′⋅′+′⋅+⋅′=′ . 

Ялбятдя, эюрмяк олар ки, zyx uuu ′′′ ,,  - и фун  

y
ксийасынын

zx ,  аргументляриня эюря х, цсуси тюрямяляридир, ttt zyx ′′′ ,,  

ися x )(),(),( tcztbyta = ==   ади
ридир. 

Миса

функсийаларынын  тюрямяля-

л 4. Тутаг ки, yu =  вя ,,2x tytx ==  онда tu =  

вя 23tut =′ . Диэ

3

яр тяряфдян хцсуси   истифадя 

едяряк, аларыг: 

 тюрямялярдян

2222 32121 tttxyyyuxuu tytxt =+=⋅+⋅=′⋅′+′⋅′=′  
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зян чохдяй

тутаг ки, 

Бя ишянли функсийа гейри-ашкар шякилдя, щяр 
щансы бярабярликля-чохдяйишянли дцстурларла верилир. Мясялян, 

0),,( =zy  - цч дяйишяндян  асылы вя  ихти-
йари х, й  цчцн з -ин йалныз бир гиймятин тапмаг олар ки, 

0),,( =zyxF шяртини юдясин. Беляликля, 0),,(

xF  ифадядир 

 =zyxF  бяра-
бярлийи  з  - функсийасыны  х, й -дян асылы тяйин едир, йяни  з  ики  
дяйишя адыр. Бел функсндян асылы функсий я тйанын хцсуси  
тюрямяляринин тапылмасына мисалла  эюстяряк. 

Мисал 5. Тутаг ки, 02 =+ zyx . xz ∂∂  х

  цчцн бяр к  щесаб е

цсуси  тюря-

мясини  тапмаг ли дя  y  сабит дяряк  абяр

x  эюря диференсиаллайаг вя щесаб едяк ки, xz − -д
д  

ян асылыдыр. 
а аларыг: Он 02 =∂∂+ xzxy  демяли, xyz 2x −=∂∂ . 

нятиъяни асанлыгла йохламаг олар.  да и асанлыгла 
Бу 

Доьрудан  z -
yx,  - дян асылы ашкар шякилдя+ифадя етмяк олар: 

xyxzy 2.2 −=∂∂ . 
 

суси тюрямялярин игтисади мянасы. Мисал кими 
гласын истещсал функсийасыны эютцряк (бах.7.1. п.3) 
βLAKy = , бурада 

xz −=

3. Хц
Кобба-Ду

α βα ,,A  мянфи олмайан сабитлярдир вя 

;1≤+ βα  К - дяйяр вя йа натурал фадясиндя фондун щяъ-
мидир, мясялян дязэащларын

 и
сайы, L - ямяк ресурсларынын 

мяся а
 

щяъмидир, лян фящлялярин с йы; y - бурахылан мящсулун 

дяйяр ифадясиндя щяъмидир. 

 

Lyl =  кямиййятини тяб  олараг  

мящсулдарлыьы адландыраг-бу бир фящлянин истещсал  етдийи 
мящсулун (дяйяр ифадясиндя) мигдарыдыр. 

ии орта ямяк

LKf =  

кямиййятини тябии олараг орта фонд гуруъусу вя йахуд 
нд гуруъусу  адландырырлар. Бу бир ващид ямяк 

ресурсуна  мясялян, бир фящляйя дцшян фондун дяйяридир. 
садяъя фо

Kyf =  кямиййятини тябии олараг фонд верими адландырырлар – 

бу бир дязэаща дцшян мящсулун (дяйяр ифадясиндя) миг-
дарыдыр. 
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)

Диэяр тяряфдян, мцяссисянин индики вязиййятини фикся 
едяк, йяни фондларын  К щяъмини вя фящлялярин L сайыны. Онлара 
уйьун  - мящсул истещсал олунур. Яэяр ялавя бир 
фящля эютцрсяк, онда бурахылышын артымы беля олар: 

( LKyy ,=

),()1,( LKyLKyy −+=Δ . Бу хцсуси артымдыр вя она эюря дя 

1,),( =ΔΔ⋅′≈Δ LLLKyy L  олдуьундан аларык ки. 
  ),( LKyy L′≈Δ

 Нятиъя: истещсал функсийасынын ямяк ресурсларынын 
щяъминя эюря хцсуси тюрямяси (гыса олараг бурахылышын 
ямяйя эюря тюрямяси) тягриби олараг ялавя бир фящлянин 
истещсал етдийи мящсулун ялавя дяйяриня бярабярдир. Бу 
сябябдян дя  хцсуси тюрямяси ямяк мящ-
сулдарлыьынын сон щядди адланыр. 

1−=′ βαβ LAKyL

Яэяр фонду бир ващид артырсаг–даща бир дязэащ алсаг, 
онда бу дязэащда истещсал олунан мящсулун ялавя дяйяри 
тягриби олараг истещсал функсийасынын фондун щяъминя эюря 
хцсуси тюрямясиня бярабяр олар. Бу хцсуси тюрямя  

  фонд верими адланыр. βαα LAKyk
1−=′

Щям ямяк мящсулдарлыьынын сон щядди, щям дя фонд 
вериминин сон щядди мцтляг кямиййятлярдир. 

Игтисадиййатда ися  ашаьыдакы суала ъаваб вермяк 
сон дяряъя ящямиййятли вя ялверишлидир: яэяр  фящлялярин сайы 
1% артса вя йа фонд 1% артса мящсул истещсалы нечя фаиз  
артар? Бу суала ъаваб вермяк цчцн «функсийанын 
аргументя эюря еластиклийи» анлайышындан вя йа «нисби 
тюрямя»(бах. 5.1. п.2) анлайышындан истифадя едирляр. 

Йада салаг ки, бирдяйишянли  функсийасы щалын-

да функсийанын аргументя эюря еластиклийи 

)(xfy =

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ Δ(  

йа 

Δ )(
)

xx
yy  вя

)( xy
yx′ ямиййятиня дейилир. Чохдяйишянли функсийалар 

цчцн ади тюрямя хцсуси тюрямя иля явяз олунур. Йенидян 

 к
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Кобба-Дуглас истещсал функсийасына бахаг. Мящсул 

бурахылышынын ямяйя эюря  )( Ly
yE Ly

L
′=  еластиклийини тапаг. 

Йухарыда тапдыьымыз Ly′  хцсуси тюрямясинин  вя 

 васитясиля  ифадясини йериня йазсаг аларыг:  LKiny ,−

.)(
1

ββ
βα

βα
==

−

LLAK
LAKE y

L  

Беляликля β  параметри айдын игтисади мянайа маликдир, 
бу ямяйя эюря бурахылышын еластиклийидир. α  параметри дя 
аналожи мяна дашыйыр – фонда эюря бурахылышын еластиклийи. 

 
Мисал 6. Тутаг ки, истещсал функсийасы  Кобба-Дуглас 

функсийасыдыр.  Мящсул бурахылшыны  3% артырмаг цчцн фонду 
6% вя йа фящлялярин сайына 9% артырмаг лазымдыр. 1997-ъи 
илдя  бир ишчи бир айда 1 млн. руб мящсул истещсал етмишдир, 
бцтцн ишчилярин сайы 1000-дир. Ясас фондлар 10 милйард руб. 
гиймятляндирилмишдир. Истещсал функсийасыны вя орта фондюдя-
мя кямиййятини йазын. 

Эюрцрцк ки, бурахылышын ямяйя эюря еластиклийи 31=β . 

Фонда эюря ися 21=α  демяли Кобба-Дуглас функсийасы 

ашаьыдакы кимидир: 3121 LAKy = . Верилянляри нязяря алсаг:  

( ) ( ) 3121106 100010100010 A=⋅  йяни  Нятиъядя аларыг: .1000=A
Кобба-Дуглас функсийасы  31211000 LKy =  

и   1,01010 =  - я орта  фондверим 1000106 ⋅== kyk
бярабярдир. 

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

ы  функсийаларын 1-ъи  вя 2-ъи тяртиб бцтцн 
тюрямялярини тапын: 

 
1. Ашаьыдак

yxxyuvxyyxubyxua +=−+=+= );4);)cos(sin) 222  
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2. 
42

 функсийа цчцн  
2432

322

43
2

yyxxyyx
xyxyxyxu

+−+−−

−++++−=

443444 ,, yuyxuxu ∂∂∂∂∂∂∂  тюрямялярини тапын: 
3. Ашаьыдакы функсийаларын 1-ъи вя 2-ъи тяртиб тюрямя-

лярини тапын: 
).,,();),();)() 333 xyzxyxfuvyxxfubzyxfua ==++=  

4. Тутаг ки, ,pxu =  бурада p - сабит вектордур 

),, . Исбат един ки,  ( ni pp L

( ) .,,; 1 pxuxuupxu nii =∂∂∂∂=∇=∂∂ L  

5. 7.1. бюлмясиндяки 3-ъц мясяляйя бахын. Хяръляр 
вя мянфяят функсийасынын бурахылан мящсулун щяъминя эюря 
хцсуси тюрямялярини тапын. Бу тюрямялярин  игтисади  мянасы 
нядир?  Щямин аргументляря эюря бу функсийаларын 
еластиклийини  тапын вя игтисади мяналарыны тяйин един. 

6. Тутаг ки, истещсал функсийасы 31211000 LKy =  Коб-
ба-Дуглас функсийасыдыр. Ямяк мящсулдарлыьынын орта вя ян 
сон щяддини тапын. Мящсул бурахылышынын ямяйя вя фондлара 
эюря еластиклийини мцяййян един. 

8.2. Чохдяйишянли функсийаларын диференсиалы. 

Истигамятя эюря тюрямя 

 
1.Чохдяйишянли функсийаларын 

диференсиаллашмасы. Чохдяйишянли функсийаларын 
тядгигинин давамыны цч дяйишянли  функсийаларын 
тимсалында бахаг. Хцсуси олараг йада салаг ки, ( )pS 0=  
ишаряси «с кямиййятинин П иля мцгайисядя сонсуз 
кичилян» олмасы демякдир. Бирдяйишянли функсийада 

олдуьу кими бу о демякдир ки, 0lim
0

=
→ p

S
p
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Тутаг ки, ( )zyxfU ,,= – цч дяйишянли 

функсийадыр. 
x
u
∂
∂  хцсуси тюрямясинин xΔ  артымына 

щасили U  функсийасынын x -я эюря диференсиалы 

адланыр вя  x
x
uudx Δ⋅
∂
∂

=  ишаря олунур. Яэяр асылы 

олмайан x -ин артымыны онун  диференсиалы щесаб 

етсяк, онда аларыг ки, 

dx

dx
x
uudx ⋅
∂
∂

= . 

Яэяр zyx ,,  дяйишянляринин  гиймятлярини 
алдыьыны гябул етсяк вя онлара 

cba ,,
zyx ΔΔΔ ,,  артымлары 

версяк, онда ( )zyxfU ,,=  функсийасы 
( ) ( ) −Δ+Δ+Δ+=Δ=Δ zcybxafcbafu ,,,,  ( )cbaf ,,−  

артымыны алар. Буна функсийанын там артымы 
дейилир. 

Тяриф 1. ( )zyxfu ,,=  функсийасынын ( ) 
нюгтясиндя там артымы 

cba ,,

( ) ( ) ( ) +Δ′+Δ′=Δ ycbafxcbafcbaf yx ,,,,,,  ( ) ( )ρ0,, +Δ′+ zcbafz  
шякилиндя эюстяриля билярся, онда функсийа щямин 
нюгтядя диференсиалланан адланыр, бурада 

222 zyx Δ+Δ+Δ=ρ , йяни  ρ  ядяди  ( )zyx ΔΔΔ ,,  векторунун 
узунлуьудур. 

Беляликля, гыса йазсаг аларыг: 
  ( )ρozuyuxuu zyx +Δ′+Δ′+Δ′=Δ                   (1) 

Гейд едяк ки, бирдяйишянли ( )xy  функсийасы 
цчцн    a ( ) ( ) ( ) ( xxayayxay Δ+Δ )′+=Δ+ 0  мунасибятинин 
доьрулуьу цчцн зярури вя кафи шярт нюгтясиндя ( )ay′  
тюрямясинин олмасыдыр, чохдяйишянли функсийа цчцн 
хцсуси тюрямялярин олмасы (1) мцнасибятинин 
люьрулуьу цчцн цмумиййятля десяк кафи дейилдир, 
бунун цчцн хцсуси тюрямяляр бахылан нюгтянин щяр 
щансы ятрафында щям дя кясилмяз олсунлар. 
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Яэяр функсийа ( ) нюгтясиндя диференсиалла-
нандырса, онда онун щямин нюгтяся артымынын хятти 
щиссяси, йяни  

cba ,,

( ) ( ) ( ) zcbafycbafxcbafzuyuxu zyxzyx Δ′+Δ′+Δ′=Δ′+Δ′+Δ′ ,,,,,,
 функсийанын бу нюгтяйя диференсиалы (там)  адланыр 
вя    иля вя йахуд du ( )cbadf ,,  иля ишаря едилир. 
Асанлыгла эюрмяк олар ки, там диференсиал хцсуси 
диференсиалларын ъяминя бярабярдир. 

Мисал 1. Тутаг ки, .  Онун 

диференсиалыны тапаг 

zyxu 22 +=

2;2 ;2 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

z
ux

y
uxy

x
u . 

Беляликля,  

dzxdxxydu dy 22 2 ++⋅= ⋅  . 

 
2. Диференсиалын щяндяси мянасы. Йада салаг 

ки, бирдяйишянли ( )xfy =  функсийасынын x  нюгтясиндя 
тюрямяси онун бу нюгтядяки ( )xfΔ  артымынын 
аргументин артымына олан нисбятини, аргументин 
артымы  шяртиля лимитиня дейилир. Щяндяси 
олараг 

0→Δx
( )
x
xf

Δ
Δ  нисбяти β  буъаьынын танэенсидир  (шякил 

1).  β  буъаьы 
0M  вя M нюгятяляриндян кечян кясянля 

OX охунун арасындакы буъагдыр. Яэяр 0→Δx -са, онда 
M  нюгтяси  нюгтясиня 

0M
y

йахынлашыр, β  буъаьы ися α  
•M  

буъаьына йахынлашар. 

α  - буъаьы M  нюгтясиндя                              
0

          

функсийанын графикиня                                
чякилмиш тохунанла OX 

Шякил 1. 

        P•  
•
T  

β α
M0 

x
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оху арасындакы буъагдыр,                                                                         

беляликля ( ) αβ tgtg
x
xf

xx
==

Δ
Δ

→Δ→Δ 00
limlim .                                  

 

( )xf  яйрисини кясянин лимит вязиййятиня   йахынлашар 
ки, она да x  нюгтясиндя ( )xf  функсийасынын графикиня 
чякилмиш   тохунан дейилир. 

 Бурадан аларыг ( ) ktgxf ==′ α ,  бурада  щямин  нюг-
тядя чякилян тохунанын буъаг ямсалыдыр. Беляликля, 

 функсийасынын графикиня  нюгтясиндя 
чякилян тохунанын тянлийи 

k

( )xfy = 0x
( )( )0000 xxxyyy −′+=  шяклиндя 

олар.  

 Асанлагла эюрмяк олар ки, тохунана ашаьыдакы кими 
дя тяриф вермяк олар.   

Тяриф 2. Яэяр  яйрисинин дяйишян k M  нюгтясиндян 
 дцз хяттиня гядяр олан  мясафя TM 0 MM 0

 сыфыра йа-

хынлашдыгда MM 0
- я нисбятян даща йцксяк тяртибли сонсуз 

кичилян кямиййят олса  дцз хятти  яйрисинин  нюг-

тясиндя тохунаны адланыр, (йяни 

TM 0 k 0M

0
0

→
MM

MP ). Чохдяйишянли 

функсийаларда да буна охшар щал мювъуддур. Чохдяйишянли  
функсийанын диференсиалынын щяндяси мянасына ики дяйишянли 

 функсийасы цчцн эюстяряк. ( yxfz ,= )
 Йухарыда вердийимиз тярифя аналожи  олараг мцстявийя 
тохунанын тярифини веряк. 
 Тяриф 3. Яэяр П сятщинин дяйишян M  нюгтясиндян  бу 
мцстясийя гядяр олан MP  мясяфяси MM 0  сыфыра 

йахынлашдыгда MM 0 -ля мцгайисядя даща йцксяк тяртибли 
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сонсуз кичилян оларса, йяни 
MM

MP

0

 нисбяти сыфыра йахынлашарса 

 мцстявиси П  сятщиня KM 0 M  нюгтясиндя тохунан адланыр. 

 Тутаг ки, П сятщи ( )yxfz ,=  тянлийи иля верилмишдир, йяни 
 функсийасынын графикидир. Исбат етмяк олар ки, бу 

сятщ  нюгтясиндя йалныз вя йалныз 
( yxfz ,= )

)( 00 , yxM ( )yxf ,  функсийасы 

бу нюгтядя диференсиалланан олдугда тохунана малик ола 
биляр. Бу щалда тохунан мцстяви ашаьыдакы тянликля верилир: 

  ( )( ) ( )( )0000000 ,, yx yyyxfxxyxfzz −′+−′=−                   (2) 

 Цмуми щалда, йяни функсийа истянилян сайда дяйишян-
дян асылы олдугда ( )nxxuu ,...,1=  олдугда тохунан мцстяви 

щипермцстяви адланыр вя функсийа ( )00
1

0 ,..., nxxX =  нюгтясиндя 

йалныз вя йалныз о заман диференсиалланан адланыр ки, щямин 
нюгтядя ( )( ) ...0

11
0

10 +−′=− xxxfuu x
( )( )00

nnn xxxfx −′+   тянлийи  

иля верилмиш тохунан щипермцстяви олсун. 
Тутаг ки, 0XX − ( )00

11 ,..., nn xxxx −−   - вектордур, онда 

гыса олараг тохунан  щипермцстявинин тянлийи беля йазылар: 
( )( )00

0 XXXfuu −Δ=−  

Чохдяйишянли функсийанын диференсиалынын щяндяси мя-
насы вя онун нюгтядя диференсиалланан олмасынын мащиййяти 
бундан ибарятдир. 

 
3. Истигамятя эюря тюрямя, функсийанын градийен-

ти.  функсийасынын  эюря хцсуси тюрямяляри 

координат охлары истигамятиндя функсийанын дяйишмя сцрятини  

ифадя едир. Мясялян, 

( nxxu ,...,1 )
nxx ,...,1

1x
u

∂
∂   функсийанын -я эюря дяйишмя 

сцрятидир. Нязярдя тутулур ки,  йалныз  охуна паралел 
дяйишир,  ися дяйишмяз галыр. 

1x

1x 1OX

nxx ,...,2
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Тутаг ки, ( )zyxfu ,,=  цч дяйишянли функсийадыр. 
 нюгтясини вя бу нюгтядян  кечян щяр щансы 

истигамятляндириъи l  дцз хяттини (охуну) фикся едяк. Фярз едяк 
ки,  бу дцз  хяттин башга бир нюгтясидир вя 

( 0000 ,, zyxM )

)( zyxM ,,

00 MMM −  нюгтясиндян M  нюгтясиня гядяр олан мясафя 

ишаря едилмишдир. Бу мясафя «+» ишаряси иля эютцрцлцр, яэяр  
- дан 0M M - я истигамят  Ох истигамяти иля цст-цстя дцшцрся, 

якс щалда «-» ишаря иля эютцрцлцр. Тутаг ки,  M  гейри-

мящдуд шякилдя –а йахынлашыр, онда 0M ( ) ( )
MM

MfMf
MM

0

0

0
lim −
→

 

функсийанын  истигамятиндя тюрямяси адланыр вя l ( )
l
Mf
∂

∂ 0  вя 

йа ( )
l

zyxf
∂

∂ 000 ,,  иля ишаря едилир. 

Бу тюрямя функсийанын  нюгтясиндя 0M l  истигамя-

тиндя дяйишмя сцрятини характеризя едир. 
Тутаг ки, l  дцз хятти  охлары иля OZOYOX ,, γβα ,,  бу-

ъагларыны ямяля эятирир, онда l  дцз хятти  t  параметри  Васи-
тясиля параметрик  асылылыгларла верилир: ,0 αCostxx ⋅=−  

γβ CostzzCostyy ⋅=−⋅=− 00 , . Беляликля, параметрик шякилдя 

верилмиш функсийарын диференсиалланмасы гайдасына ясасян 
(бах 8.1. б.2) аларыг: 

 γβα CosfCosfCosfzfyfxf
l
f

zyxzyx ttt ′+′+′=′′+′′+′′=
∂
∂ . Бу

ися 
0M гтясиндя 

 

ню l  истигамятли тюрямядир. 

Ялбяття, истигамят уйьун векторла вериля биляр. 
Асанлыгла эюстярмяк олар ки, вектор M  нюгтясиндя хцсуси 
тюрямялярдян тяшкил едилярся, онда щямин вектор 

 функсийасынын артма истигамятини эюстяряр. Бу   
вектор функсийанын верилмиш нюгтядя градийенти адланыр вя 

( zyxfu ,,= )
 
( )zyx uuuu ′′′=Δ ,,  -ля ишаря едилир (бах 8.1. б.1) 
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Мисал 2.  функсийасыны yzxu += 2 ( )9,4,1  нюгтясиндя 
еля истигамятини тапын ки, функсийа ян бюйцк сцрятля артсын. 
Яввялъя хцсуси тюрямяляри щесаблайаг yuzuxu zyx =′=′=′ ,,2 ; 

 верилмиш нюгтядя аларыг: ( yzxu ,,2=Δ ) ( )4,9,2=Δu   
Тохунан мцстявинин (2) тянлийини вя градийентин тяри-

фини  мцгайися етсяк, эюрярик ки, функсийанын градийент тоху-
нан мцстявинин нормал векторудур. Бу цмуми щалда да 
доьрудур–верилмиш нюгтядя функсийанын градийенти щипер-
мцстявинин щямин нюгтядя нормал векторудур. 

 
4. Мцряккяб асылылыгларын хяттиляшдирилмяси.  Кобба-

Дуглас функсийасынын тимсалында истещсал функсийасынын хят-
тиляшдирилмяси имканыны эюстяряк. Мцяссисянин ъари вязиййятини 
– фондларын щяъмини , фящлялярин сайыны , уйьун мящсул 
бурахылышыны 

K L
( )LKyy ,=  фикся едяк. Фящлялярин сайынын кичик 

дяйишмясиня  вя фондларын щяъминин кичик дяйишмясиня 
 уйьун мящсул бурахылышынын  дяйишмясини тягриби 

олараг там диференсиала бярабяр эютцряк: 

dL
dK yΔ

dLydKydy LK ′+′=  

ямяк мящсулдарлыьынын сон щядди, -ися фонд вериминин сон 

щяддидир. Онда 
Ly′

dLyL′ - ялавя мящсулун дяйяри олар. Бу ялавя 
мящсул  ялавя олунмуш фондларын щесабына истещсал олуб. 
Ашаьыдакы нятиъяни аларыг. 

dK

Нятиъя.  Фящлялярин сайыны вя фондларын щяъмини кичик 
артырдыгда мящсул бурахылышынын дяйяри тягриби олараг ялавя 
олунмуш фящлялярин яввялки щяъмдя фондларда истещсал етдик-
ляри ялавя мящсулун дяйяри  иля яввялки сайда фящлялярин яла-
вя олунмуш фондларда истещсал етдикляри мящсулун дяйяринин 
ъяминя бярабярдир. Беляликля, щесабат цчцн ямяк мящсул-
дарлыьынын сон щяддини вя фонд верилишинин   сон щяддинин 
мювъуд вязиййятини эютцрмяк олар. Хяттиляшдирмянин цмуми 
идейасы да бундан ибарятдир ( )nxxu ,...,1  функсийасыны 

( )00
1

0 ,..., nxxX =  нюгтяси ятрафында хятти ( ) ( )+= 0xuxL  
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( )( ) ( )00
11

0
1 ... nnn xxuxxxu xx −′++−′+  функсийа иля явяз ет-

мяк. Бурада  ( ) ( )xLxu −   фярги X  нюгтясиндян 0X  нюгтя-
синя гядяр олан мясафя иля мцгайисядя даща йцксяк тяртибли 
сонсуз кичиляндир.    

 
 
 
5. Файдалылыг функсийасынын диференсиал хассяляри. 

 �� ��������� �� �� ������� 
���������� �������� ������ 
���������������� �������� ���������� 
�����  (���������� ���������� ��������  
��� 7.1. �.3) 
 Чохюлчцлц файдалылыг функсийасы ( )nxxu ,...,1 -

 ямтяя дястинин u файдалылыьына щяр  щансы 

индивидин  (шяхсин) вердийи субйектив ядяди гиймятдир. О 
азалмайандыр, йяни  

( nxxX ,...,1 )

21 XX ≤   олдугда  ( ) ( )21 XuXu ≤   олур, 
диэяр тяряфдян  о чюкцкдцр. Бундан ялавя фярз едяъяйик ки, 
щяр бир ямтяя арзу олунандыр, йяни яэяр YX ≥  вя 

 оларса, онда ( niyx ii ,...,2,1=> ) ( ) ( )YuXu > . Фярз едяк ки, 

 функсийасы диференсиалланандыр вя ЫЫ тяртиб тюрямяляри вар.  U

ix
u

∂
∂

– хцсуси тюрямясиня -ъи ямтяянин файдалылыьынын сон 

щядди дейилир. Файдалылыг функсийасынын азалмайан олмасыны 
вя щяр бир ямтяянин  арзуолунан олмасы шяртини  даща эцълц 
шяртля – бцтцн хцсуси тюрямялярин мцсбят олмасы иля явяз 
едяк. Файдалылыг функсийасынын хцсуси тюрямяляриндян 

дцзялмиш вектору 

i

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

nx
u

x
u

X
u ...,,

1
 тябии олараг файда-

лылыьын сон щядд вектору адландырырлар йада салаг ки, щямин 
вектора щям дя  градийент дейилир. 
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Градийент функсийанын гиймятляринин ян бюйцк артымы-
нын истигамятини эюстярир. 

Алман алими К.Щоссен илк дяфя файдалылыг функсийасынын 
ясас хассялярини эюстярмишдир. Ямтяянин истещлакы артыгъа, 
файдалылыьы азалыр. Бу Щоссенин биринъи гануну адланыр. 

Садя мисалла изащ етсяк беля чыхыр ки, яэяр сиз аъсы-
нызса, онда биринъи щамбургери чох бюйцк щявясля йе-
йирсиниз, икинъи бир о гядяр хош эялмир вя с. Диференсиаллама 
дилиндя бу о демякдир ки, аргументляр артыгда файдалылыьын 
сон щядди азалыр, йяни икинъи хцсуси тюрямяляр мянфи олур. 

Мисал 3. ( ) 2121 , xxxxU =  файдалылыг функсийасы цчцн 

етинасызлыг яйрисини чякин (файдалылыьын сабитлик хятти). 
Файдалылыьын сон щядди векторуну тапын. Щоссенин биринъи 
ганунунун  юдянилдийини йохлайын. 

Щялли. Файдалылыьын сабитлик яйрилярини гураг: 
( ){ }CxxxxuС == 2121 :,  (шякил 2). Хцсуси тюрямяляри тапаг: 

( )

( )2

1

2

1

2

1

2

2

x
x

x
u

x
x

x
u

=
∂
∂

=
∂
∂

 .                        x2 

Беляликля файдалылыьын 
0 x1  сон щядди вектору 
               Шякил 2. 

( ) ( )⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=Δ

2

1

1

2

2
,

2 x
x

x
x

u  олар. 

                                                                                                               
 Щоссенин биринъи ганунун юдянилдийини йохламаг 
цчцн икинъи тяртиб хцсуси тюрямяляри тапаг: 

2
3

2
2
1

122
2
1

2
2
3

1
11 4

1,
4
1 −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=′′⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=′′ xxxxuxxxxu  бу тюрямяляр мянфи-

дирляр, бу да Щоссенин биринъи ганунунун юдянилдийини эюс-
тярир. 
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Ашаьыдакы функсийалар файдалылыг функсийаларына мисал-
дыр: 

Мянфяят функсийасы ( ) ;, 221121 xcxcxxu +=  

Неклассик функсийа  бурада 
. 

( ) 21
2121 , αα xxxxu =

1,0, 2121 ≤+≥ αααα
 

 
 

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1. Дцз даиряви силиндирин отураъаьынын радиусу вя щцн-
дцрлцйц кичик артыгда онун щяъминин нялярдян асылы артдыьын 
тясвир един. Ейни ишляри дцзбуъаглы паралелепипедин цч юлчц-
сцнцн кичик артымы иля ялагядар щямчинин артмасы вя цчбу-
ъаьын сащясинин онун цч тяряфинин функсийасы цчцн эюстярин. 

2. Ашаьыдакы функсийаларын диференсиалларыны 

цмуми шякилдя вя верилмиш (1,1) нюгтясиндя тапын: 

( ) yxxyucxyyxubyxua −+=+−=+= );4);) 2232  

3. Файдалылыг функсийасынын градийентини вя 

файдалылыьын сон щяддини тапын. 

{ }2121 2,min);53) xxubxxua =+=  

4. Щяр щансы йерин хяритясиндя адятян-маили 

хятдян– сабит щцндцрлцк хяттиндян истифадя едирлдяр. 

Бу хяритядя мцхтялиф нюгтялярдя тягриби градийенти 

билмяк олармы? 
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Мювзу 9.  
ИГТИСАДИЙЙАТДА 
ОПТИМАЛЛАШДЫРМА  
МЯСЯЛЯЛЯРИ 
 

9.1. Чохдяйишянли функсийаларын екстремумлары 
 

Функсийанын екстремуму вя онун тапылмасы. Бу 
мювзунун эедишиндя биз бирдяйишянли функсийаларын уйьун 
анлайышларыны йада салаъаьыг. Бирдяйишянли функсийанын 
екстремумунун тярифи 5.2. бюлмясиндя верилмишдир. Бу анла-
йышын ваъиблийини нязяря алараг ону бир дя йада салаг. Яэяр 

 нюгтясинин мцяййян ятрафында  функсийасынын гиймяти 

 ян бюйцк (ян кичик) оларса, онда 

a ( )xf
( )af ( )af  функсийанын 

максимуму (минимуму) адланыр. Башга сюзля десяк бу 
ятрафда ( ) ( ) ( ) ( )( )afxfafxf ≥≤  бярабярсизлийи юдянир. Аргу-
ментин уйьун  гиймятиня макисмум (минимум)  нюгтяси 
дейилир. 

a

Функсийанын максимумлары вя минимумлары онун 
екстремумлары, максимум вя минимум нюгтяляриня ися екс-
тремум нюгтяляри дейилир. Чохдяйишянли функсийаларын екстре-
мумлары да ейни ъцр тяйин олунур. Йада  салаг ки, бир юлчцлц 
щалда нюгтянин ятрафы дедикдя мяркязи щямин нюгтя олан 
ачыг интервалы  юзцндя сахлайан ихтийари чохлуг баша дцшцлцр. 
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Чохюлчцлц щалда ися нюгтянин ятрафы дедикдя мяркязи 
щямин нюгтядя олан ачыг кцряни юзцндя  сахлайан ихтийары 
чохлуг баша дцшцлцр (бах бюлмя 7.2. б.3). 

Йяни нюгтянин ятрафыны тяйин едяркян ядядляр арасын-
дакы ади мясафя, чох- дяйишянли  функсийанын тяйин олунбуьу 
Евклид фязасындакы мясафя  иля явяз олунур. Йада салаг ки, 
яэяр нюгтя щяр щансы ятрафы иля бирликдя областа дахил оларса, 
онда беля нюгтя областын дахили нюгтяси адланыр. 

Яэяр ( ) 0=′ af  вя йахуд  йохдурса, онда  

нюгтяси  функсийасынын бющран нюгтяси адланыр. Яэяр   

нюгтяси  функсийасынын  дахили нюгтясидирся вя 

( )af ′ a
( )xf a
( )xf ( ) 0=′ af  

оларса, онда  нюгтясиня a ( )xf  функсийасынын стасионар нюг-
тяси дейилир. 

Теорем. (Екстремумун зярури яламяти). Яэяр 
функсийанын дахили нюгтядя екстремуму варса, онда бу 
нюгтя функсийанын бющран нюгтясидир, яэяр бу нюгтядя 
тюрямя варса, онда щямин нюгтя стасионар нюгтядир.  

 
 
 
Тутаг ки, ( ) nxxfu n −= ,...,1  дяйишянли функсийадыр. Бир-

дяйишянли функсийада олдуьу кими, бцтцн хцсуси тюрямялярин 
сыфыра бярабяр олдуьу вя йа тюрямялярдян бязиляри йохдурса, 
онда беля нюгтяйя функсийанын бющран нюгтяси дейилир. Яэяр 
нюгтя функсийанын тяйин областынын дахили нюгтясидирся вя 
бцтцн хцсуси тюрямяляр  сыфыра бярабярдирся, онда бу нюгтя-
йя функсийанын  стасионар нюгтяси дейилир. 

Теорем 1. (Чохдяйишянли функсийанын екстрему-
мунун зярури яламяти). Яэяр функсийанын дахили нюгтядя 
екстремуму варса, онда бу нюгтя функсийанын бющран 
нюгтясидир вя яэяр щямин нюгтядя бцтцн хцсуси тюря-
мяляри дя варса, онда бу нюгтя стасионар нюгтядир. 
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Бу теоремин исбаты бирдяйишянли функсийада олдуьу ки-
мидир ( бах бюлмя 6.1. б.1). 

Беляликля, екстремум цчцн «шцбщяли» нюгтяляр  бцтцн 
хцсуси тюрямялярин сыфыра бярабяр олдуьу  вя йахуд бязи 
хцсуси тюрямялярин олмадыьы нюгтялярдир. Яэяр функсийа щяр 
йердя  хцсуси тюрямяляря малик оларса, онда бу нюгтялярин  
координатларыны тапмаг цчцн ашаьыдакы тянликляр  системини 

щялл етмяк лазымдыр:  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

.0

,0
1

nn
u

x
u

M  

 

Мисал 1. ( )22 1−+= yxz  функсийасынын екстремумларыны 
тапын. 

Хцсуси тюрямяляри тапыб, сыфыра бярабяр етсяк, аша-
ьыдакы тянликляр систмеини аларыг:  

( ) .012

,02

=−=
∂
∂

==
∂
∂

y
y
z

x
x
z

 

Бу системин щялли ашкардыр: .1,0 == yx  
Бцтцн yx, –ляр цчцн  олдуьундан тапдыьымыз 

 нюгтяси минимум нюгтясидир. 

0≥z

( 1,0 )
2.  Екстремумун кафи шярти. Бирдяйишянли функсийанын 

екстремумлары цчцн садя кафи яламятляр вар (бах бюлмя 6.1. 
б.1). 

Теорем. ( Екстремумун биринъи кафи яламяти). 
Тутаг ки,  функсийасы нюгтясинин мцяййян ятра-)(xf a
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фында кясилмяз,  нюгтяси истисна олмагла бу ятрафын щяр 
йериндя диференси алланандыр. Онда: 

a

1. ax <  олдугда 0)( ≥′ xf вя ax >  одугда 0)( ≤′ xf  
оларса,  нюгтяси функсийанын максимум нюгтясидир; a

2. ax <  одугда 0)( ≤′ xf  вя ax >  олдугда 
 оларса, онда  нюгтяси функсийанын минимум 

нюгтясидир. 
0)( >′ xf a

 
Теорем 1. ( Екстремумун икринъи кафи яламяти). 

Тутаг ки,  функсийасы вя онун тюрямяляри   )(xf )(xf ′  вя 
,  нюгтясинин мцяййян ятрафында кясилмяздирляр 

вя . Онда: 
)(xf ′′ a

0)( =′ af
1. Яэяр  0)( <′′ af  оларса,  a  нюгтяси функсийанын 

максимум нюгтясидир; 
2. Яэяр  0)( >′′ af  оларса,  a  нюгтяси функсийанын 

минимум нюгтясидир. 
Чохдяйишянли функсийалар цчцн екстремумун кафи яла-

мяти чох мцряккябдир. Ики дяйишянли функсийа иля кифайятляняк. 
Тутаг ки, ),( yxfz =  вя M -стасионар нюгтядир, йяни 

. Ашаьыдакы ишаряляри гябул едяк: 

. 

0)()( =′=′ MfMf yx

2),(),(),( BACDMfCMfBMfA yyxyxx −=′′=′′=′′=
 

Теорем 2. (Ексктремумун кафи яламяти). Яэяр 
 вя  оларса М нюгтяси максимум, яэяр  

вя   оларса, онда   М нюгтяси минимумдур. Яэяр 
 оларса, онда екстремум йохдур. 

0>D 0<A 0>D
0>A

0<D
 
Функсийанын щяр щансы чохлугда ян бюйцк вя ян кичик 

гиймятляринин тапылмасы ися  бирдяйишянли функсийада олдуьу 
кимидир: 

а) екстремума «шцбщяли» олан бцтцн дахили нюгтялярин 
тапылмасы («Шцбщяли» нюгтя бцтцн хцсуси тюрямялярин сыфыра 
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барябяр  олдуьу нюгтяляр вя йа хцсуси тюрямялярин олмадыьы 
нюгтяляр); 

б) бу нюгтяляря бахдыьымыз чохлуьун сярщядиндя 
йерляшян бир нечя «шцбщяли» нюгтяляри ялавя етмяк; 

ъ) бу чохлугда функсийанын ян бюйцк вя ян кичик  гий-
мятляр алдыьы нюгтяляри тапмаг. 

Мясялян, хятти програмлашдырма мясялясиндя бу 
гайда иля щярякят едирляр (бах.бюлмя 3.1.). Йада салаг ки, 
хятти функсийаларын екстремумларынын хятти мящдудиййятляр 
чярчивясиндя тапылмасы хятти програмлашдырма мясялялярини 
ящатя едян мясяляляр синфини тяшкил едир. Исбат олунмушдур 
ки, беля мясялялрдя функсийанын екстремумлары варса, бу 
екстремумлар мцмкцн чохлуьун кянар нюгтяляриндя ола 
биляр. Кянар нюгтя-тядгиг олунан чохлуьун сярщядиндя 
йерляшян хцсуси нюгтядир. 

 
3. Шярти екстремум, Лагранжын вуруглар цсулу. 

Тутаг ки, ),,()( 1 nxxfxf L=  функсийасынын 

nmmjxj <== ;,,1,0)( Lϕ  мящдудиййятляри шярти иля екстре-

мумунун тапылмасы лазымдыр. Бу щалда беля щярякят едирляр:  
а)  дяйишяндян ( n  яввялки  вя  йе-

ни 

mn + nxx ,,1 L m
mλλ ,,1 L ) асылы Лагранж функсийасыны тяртиб едирляр 

. ∑
=

+=
m

j
jj xxxfxL

1
)()()( ϕ

б) ашаьыдакы тянликляр системини тяртиб едирляр вя ону 
щялл едирляр: 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=∂∂

=∂∂
=∂∂

=∂∂

0

,0
,0

,0

1

1

1

λ

λ

L

L
xL

xL

n

M

M

 

Йяни Лагранж функсийасынын екстремумунун «шцб-
щяли» нюгтяляри тапырлыр; 

ъ) екстремумун «шцбщяли» нюгтяляр мясялясини щялл 
едирляр (мясялян йухарыдакы 2-ъи теоремин кюмяйи иля), 
бурада фярз едирляр ки, ашаьыдакы мцнасибятляр йериня йетирилир:  

∑
=

==⋅∂∂
n

i
iij mjdxx

1
,,1,0 Lϕ    

 
4. Истещлакчынын сечилмясинин оптималлашдырылмасы 

мясяляси. Бу мясяляйя шярти екстремумларын тапылмасы 
цчцн йухарыда тясвир олунмуш Лагранжын  вуруглар цсулуна 
ялавя кими бахаг. 

Щесаб едяъяйик ки, щяр бир ямтяянин гиймяти  -дир, 

индивид эялири Г -дцр (щяр щансы пул мигдары). Бу мигдар 
чярчивясиндя о, щярякят едир, юзцня лазым олан ямтяя алыр. 

–ямтяя дястини алмаг цчцн 

ip

),,( 1 nxxx L=

nn xpxpxc ++= L11)(  мигдарда пул хярълямяк лазымдыр 

. Беляликля, индивид еля Х  ямтяя дясти ала  

биляр ки,  

∑
=

==
n

i
ii PXxpxC

1
)(

QPX ≤  олсун. Демяли,  эялири иля о, ашаьыдакы 
ямтяя дястляри чохлуьу ялдя едя биляр:  

Q

{ }QPXXXQPBB ≤≥== ,0:),( . Бу чохлуг бцдъя 
чохлуьу адланыр (бах бюлмя 2.1. б.3) 

 
Тяклиф 1. Бцдъя чохлуьу мящдуд вя гапалыдыр.  
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Исбаты.  Тутаг ки, ipr min= , онда яэяр Bx∈  оларса, 

nirQxi ,,1, L=≤ ,  йяни  Б чохлуьу мящдуддур. Гапалылыьы 

исбат едяк. Тутаг ки, Bxk ∈ ,  ихтийари  Nk∈  вя . 

Онда хятти функсийанын кясилмязлийиня эюря  вя 

 олдуьундан 

zxk →
pzpxk →

Qpxk ≤ QPZ ≤  олар. Демяли, BZ ∈  аларыг. 

Бцдъя чохлуьунун сярщяди { }QPXBXG =∈= :  чохлуьуна 

дейилир.  сярщяди – ики ямтяя олдугда дцз хятт парчасы, 
цчбуъагла мящдудлашан мцстяви щиссяси–цч ямтяя ол-
дугда, цмуми щалда ися ямтяя фязасында щипермцстявинин 
щиссяси олар. 

G

Бцдъя чохлуьу  - эялириндян вя QQPB ,),( P  гиймят 
системиндян асылыдыр, лакин индивидин шяхси характериндян, мя-
сялян, онун няйя цстцнлцк вермясиндян асылы дейил. 
Истещлакчы ялдя етдийи эялири тябии ки, макисмал файда иля 
хярълямяк истяйир. Бу ися ашаьыдакы хятти  програмлашдырма  
мясялясиня эятирир: 

nnii xpxpPX ++= L  бцдъя мящдудиййяти шярти иля 

 файдалылыг функсийасыны максималлашдыран 

 ямтяя дястини тапын. Мясялянин мащиййятиня 

эюря бцтцн дяйишянляр мянфи олмайан гиймятляр алыр, йяни  
.  

),,( 1 nxxu L

),,( 1 nxxX L=

nixi ,,1,0 L=≥
Бахылан мясяляни даща гыса шякилдя беля ифадя  ет-

мяк олар:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤
→

0
,

max,)(

x
QPx

Xu
     вя йахуд беля    ⎩

⎨
⎧

∈
→

),(
max)(

QPBx
xu

 

)(xu  юз аргументляринин кясилмяз функсийасы  олду-
ьундан, Б-бцдъя чохлуьу мящдуд вя компакт олдуьундан, 
у(х) функсийасы Б чохлуьунда юз максимумуну алыр, йяни (1) 
мясялясинин щялли вар. Айдындыр ки, c(Х) функсийасынын истянилян 
максимум Х*- нюгтяси G бцдъя  чохлуьунун сярщядиндя 
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олар. Дюьрудан да, яэяр яксини  фярз етсяк, йяни максимум 
нюгтяси - ,  онда GZ ∉ QPZ < . Бу заман истещлакчы  

 мигдарда пулу истифадя етмир вя бу пула о, ялавя 
ямтяя дясти - y ала биляр, бурада щесаб етмяк олар ки, Y>0. 
О заман 

PZQ −

BY ∈  олар, лакин )()( ZuYZu >+  - щяр бир ямтя-
янин арзу едилян олдуьу цчцн. Алырыг kи, Z -максимум 
нюгтяси  бцдъя  чохлуьундадыр, бу ися зиддийятдир. 

 
Тяклиф 2. Яэяр u(x) ъидди чюкцкдцрся, онда (1) 

мясялясинин щялли йеэанядир, йяни бцдъя чохлуьунда 
файдалылыг функсийасынын йалныз бир максимум нюгтяси вар. 

Йада салаг ки, яэяр ихтийари X, Y цчцн 10 << λ  
олдугда )()1()())1(( YuXuYXu λλλλ −+>−+  оларса, онда 
u(X) функсийасы ъидди чюкцк адланыр. 

Исбаты.  Фярз едяк ки,  А вя Ъ ики максимум 
нюгтяляридир, йяни )()()( CuAuXu =≤  истянилян BX ∈  цчцн. 
Биз артыг билирик ки, А вя Ъ нюгтяляри  бцдъя чохлуьунун 
сярщядиндя йерляширляр, йяни 22. CAEQPCPA +===  

нюгтясиня бахаг. Эюрцрцк ки, )22( CAPPE += , йяни 
 функсийасы ъидди чюкцк олдуьундан аларыг: 

. Зиддиййят алдыг, беля ки бурадан чыхыр ки, 
А вя Ъ функсийанын бцдъя  чохлуьунда максимум нюгтя-
ляридир. 

)(. xuBE∈
)()()( CuAuEu =>

Беляликля, файдалылыг функсийасы ъидди  чюкцк олдугда 
бцдъя чохлуьунда бу функсийанын йеэаня максимум нюг-
тяси вар. Демяли,  истещлакчынын сечими щятта галмыр ки, юз 
пулларыны ян бюйцк файдалылыгла хярълясин, беляки, файдалылыг 
функсийасыны максималлашдыра  йеэяня ямтяя дясти вар.  Бу 
йеэаня нюгтя  тяляб нюгтяси вя йахуд садяъя олараг 
истещлакчынын тяляби адланыр. Бу нюгтяни Х* - иля  ишаря едяк. 
Тяляб  нюгтясини юйряняк. Щялялик билирик ки, бу нюгтя бцдъя 
чохлуьунун сярщядиндя йерляшир.  

Беляликля (1) мясяляси ашаьыдакы  мясяляйя эятирилир: 
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             вя йа                        (2) 
⎩
⎨
⎧

=
→
QPX

Xu max,)(

⎩
⎨
⎧

∈
→

),(
max,)(

QPBX
Xu

Бу мясяляни Лагранжын вуругларынын кюмяйи иля щялл ет-
мяк олар. Лагранж функсийасыны дцзялдяк 

).()(),( PXQXUXL −+= λλ  Хцсуси  тюрямяляри тапаг вя 
сыфыра бярабяр едяк: 

⎩
⎨
⎧

=−
=∂∂

⎩
⎨
⎧

=−
=−∂∂

⎩
⎨
⎧

=∂∂
=∂∂

.0
,0

,0
,0

,0
,0

PXQ
Xu

PXQ
Pxu

L
xL λ
λ

 

 
5. Тяляб  нюгтясинин характеристикасы.  Беля бир няти-

ъя алырыг: тяляб нюгтяси бцдъя чохлуьунун сярщядиндя 
йерляшир вя онлунла  характеризя олунур ки, файдалылыг щядди 
вектору, гиймятляр вектору иля мцтянасибдир. Беля дя демяк 
олар: тяляб нюгтясиндя ямтяянин файдалылыг щяддинин онун 

гиймятиня олан нисбяти сабит кямиййятдир: (3) ( ) *λ=∂∂
i

i
p

xu ,  

ихтийарим  цчцн бу бярабярлик доьрудур. ni ,,1 L=
Яэяр, дейяк ки, и-ъи ямтяя ж-ъи ямтяядян 3 дяфя 

бащадыр, онда онун бир ващид азалмасы ж-ъи ямтяянин 3 ващид 
артырылмасы иля компенсасийа едилир. Буну беля ифадя етмяк 
олар: гиймятляри ейни олан ямтяяляр гаршылыглы явязолу-
нандырлар. Башга сюзля десяк, индивидя ялверишли дейилдир ки, 
бу истяйини онунла ейни гиймятдя олан диэяри иля явяз етсин 
вя цмумиййяиля истещлакын структуруну дяйишмяк, онун 
вязиййятини йалныз писляшдиря биляр. Тяляб нюгтясинин бу 
характеристикасы Щоссенин 2-ъи гануну адланыр. 

Мисал 2. Истещлакчынын тяляб функсийасыны тапаг. Фай-
далылыг функсийасы 2121 ),( xxxxu =  Яввялъя хцсуси  тюря-

мяляри тапаг:  
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( ) ( ) ,2,2 212121 xxxuxxxu =∂∂=∂∂  демяли 

ашаьыдакы тянликляр  системини алырыг: 
( )

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=∂∂
∂∂

QXPXP
p

p
xu

xu

2211

2

1

2

1
  

вя  йа  
( )

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=

Qxpxp

p
p

xx
xx

2211

2

1

21

12 ,
)2(

)2(
 

Нятиъядя: 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.2211

2121

Qxpxp
ppxx

йяни   
)2(,)2( 2

*
2

1

*
1 p

Qxp
Qx ==  

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
1. p гиймяти вя Г эялири цчцн ашаьыдакы файдалылыг 

функсийалары цчцн тяляб нюгтясини тапын (щяндяси вя аналитик): 
а)  };2,min{),( 2121 xxxxu =  б)  2121 32),( xxxxu +=    

Щялли: а) }2,min{),( 2121 xxxxu =  функсийасы эюстярир 
ки, биринъя вя икинъи ямтяянин 2:1 нисбятиндян артыьы ис-
тещлакчыйа хейир эятирмир. Истещлакчы о заман хейир эютцрцр ки, 
щяр ики  ямтяя 2:1 нисбятини  сахламагла артсын. Беля 
файдалылыг функсийасы олан ямтяяляр гаршлыглы бири-бирини та-
мамлайан  ямтяяляр адланырлар (мясялян, чай вя гянд). 
Щяндяси олараг беля тяляб функсийасынын тапылмасы - щялли 
шякил 1.а – да тясвир олунмушдур. Аналитик щялли ися ашаьыдакы 
кимидир: 

⎩
⎨
⎧

=
=+

21

2211

2xx
Qxpxp

 

Бу системи щялл едяряк тапырыг: 
)2(,)2( 21

*
221

*
1 ppQxppQx +=+=  
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б) Щяндяси щялли шякил 1.б – дя верилиб. Нязярдя тутулур 
ки,  3221 <pp   

3221 >pp  щалында ися щяндяси щялл шякил 1. ъ-дя  

верилмишдир. 
Шякил 1.б-дя тяляб нюгтяси бцдъя чохлуьунун А 

тяпясиндя, шякил 1.ъ – дя ися  Б тяпясиндя йерляшир. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3221 =pp   олдугда тяляб нюгтяляри сонсуз сай-
дадыр: бцдъя чохлуьунун сярщядиндяки ихтийари нюгтя тяляб 
нюгтясидир. 

2. Ашаьыдакы функсийаларын екстремумларын арашдырын: 

2222

22222

1);2)

;3);)1();)1()

yxzdyxyxyxzq

xyyxzvyxzbyxza

+−=+−+−=

−+=+−=−−=

 
3.Ашаьыдакы функсийаларын шярти екстремум нюгтялярини 

тапын:   

1x      

P 
A 

b) 2x   

1x     

а) 2x    

1x   

P 

B 

v)    2x

Шякил  1. 
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,) xyza = ,  яэяр 1=+ yx  олса;  ,) byaxzb +=  

яэяр  оларса; 122 =+ yx ,) 22 yxzv +=  яэяр  1=+ byax  

оларса. 
4.Ашаьыдакы функсийаларын шярти екстремум нюгтялярини 

график цсулла  тапын: 
xyza =)  вя  yxz 32 +=  функсийаларынын 122 =+ yx  

олдугда максимум нюгтялярини; 
22) yxzb +=  вя yxz 32 +=  функсийаларынын 

 олдугда минимум нюгтялярини. 0,1 >= xyx
5. Мцяййян тутуму олан ачыг дцзбуъаглы  ванна 

щансы юлчцляриндя ян кичик сятщя малик олар? 
6. Верилмиш радиуслу йарымкцрянин ичярисиня ян бюйцк 

щяъмли дцзбцъаглы паралелепипед чякин. 
 

9.2. Игтисадиййатын «гызыл гайдасы» 
 

1. Бирресурслу фирма цчцн игтисадиййатын «гызыл 
гайдасы». Тясяввцр едяк ки, бизнесмен фирманын рящбяридир. 
О, фикирляшир ки,ялавя бир ишчи эютцрсцн. Бу мясялянин щялли 
цчцн чох садя гайда вар: ялавя ишчини йалныз о заман 
эютцрмяк лазымдыр ки, онун газандыьы ялавя эялир она верилян 
ямяк щаггындан чох олсун. Бу садя гайда игтисади 
ъящятдян чох ящямиййятли олдуьу цчцн ону игтисадиййатын 
«гызыл гайдасы» адландырылыр. Бир ресурслу фирма цчцн бу гайда 
бюлмя 6.1. б.3-дя эюстярилмишдир. Гыса олараг ясас 
моментляри тякрар едяк. Фярз едяк ки, фирма йалныз бир ямтяя 
истещсал едир вя онун мигдарыны  й  иля ишаря едяк. Йалныз бир 
ресурдан истифадя олунур. 

Фирма )(xFy =  истещсал функсийасы васитясиля тама-

миля характеризя едилир. Истещсал функсийасы бурахылан  ямтя-
янин щяъми иля сярф олунан ресурс щяъми х арасындакы асылылыьы 
эюстярир. 
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Фярз олунур ки,  истещсал функсийасы ики аксиому юдя-
йир: 

1. Тяйин областынын щеч олмазса бир щиссясиндя–игти-
сади Е областы адланан щиссядя бу функсийа азалмайандыр, 
бу областда онун тюрямяси )(xF ′  мянфи дейилдир. 

2. Игтисади областын габарыг С алтчохлуьу вар ки, 
 алтчохлуьуда бцтцн -лар цчцн габа-

рыгдыр. Бу чохлугда икинъи тюрямя мцсбят дейилдир. 

{ axFSx ≥∈ )(; } а

Бу ики аксиомун игтисади мянасы цзяриндя дайанаг. 
Биринъи аксиом щюкм едир ки, истещсал функсийасы тривиал, лакин 
мцбащисясиз дцзэцнлцйц якс  етдирир. Аз да олса нормал 
игтисадиййатда хярълярин артымы бурахылышын азалмасына сябяб 
ола билмяз. Икинъи аксиомда йалныз икинъи тюрямянин мцсбят 
олмамасынын игтисади мянасыны айдынлашдыраг. Бу хасся 
игтисадиййатда азалан эялир гануну адланыр. Сярф олнан 
ресурсун щяъминин артмасы иля, мцяййян  моментдя (С об-
ластына чыхдыгда) мящсул щядди азалыр. Классик мисал олараг 
фикся едилмиш сащядя буьда истещсалына йени-йени инсан 
гцввясинин ялавя едилмясини эюстярмяк олар. Щесаб едя-
ъяйик ки, истещсал функсийасынын зярури тюрямяляри вар вя бц-
тцн областда щяр ики аксиому юдяйир. 

Тутак ки, p - ващид ресурсун гиймяти, ν  ися бурахылан 
ващид мящсулун гиймятидир. 

Демяли мянфяят  W  нятиъядя x  - ин функсийасы олараг 
беля ифадя едиляр: W pxxFx −= )()( ν . 

Беляликля фирма мясялясиня эялирик: 

                                                              (1) 
0

max,)(
≥

→
x

xW

)(xW -ин  тюрямясини сыфыра бярабяр едяряк, аларыг:  

                           νpxF =′ )(                                                    (2) 
Айдындыр ки, емал олунан ресурсун щяъми мцсбятдир, 

нюгтя дахили нюгтядир, йяни екстремум нюгтясидир. Диэяр 
тяряфдян, икинъи тюрямя мцсбят олмадыьындан бу максимум 
нюгтясидир. 
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Беляликля, истещсал  функсийасына гойулан тябии шяртляр 
дахилиндя (2) мцнасибяти фирма  мясялясинин щяллини верир, йяни 
емал олунан ресурсун щяъмини верир ки, бу да  максимум 
эялир верян бурахылышы тямин едир. (2) мцнасибятини верян a 
нюгтясини фирманын оптимал щялли адландыраг. (2) мцнаси-
бятинин игтисади мянасы цзяриндя дайанаг.Йада салаг ки, 

  мящсул щядди адланыр, )(xF ′ )(xF ′ν  - мящсул щяддинин 
дяйяридир. Мящсул щядди бир ващид ялавя ресурсун вердийи 
мящсулдур. Ващид ресурсун гиймяти  p - дир, йяни таразлыг 
алыныр. Истещсала ялавя бир ващид ресурс ъялб етмяк олар вя 
онун алынмасына p гядяр вясаит сярф етмяк лазымдыр, 
нятиъядя удуш олмайаъаг, беля ки, ялдя етдийимиз вясаит, 
ялавя ресурсун алынмасына сярф олунан вясаитя бярабярдир. 
Демяли (2) мцнасибятини верян оптимал нюгтя таразлыг 
нюгтясидир. 

Истещсал функсийасына гойулан мцяййян шяртляр дахи-
линдя (2) мцнасибятиня верилян фирма мясялясинин оптимал 
щялли бцтцн  p  вя ν  цчцн йеэаня олар. 

Беляликля, (1) мясялясиндя  щялли  p  вя *а ν   цчцн йе-
эанядир. Алынан  функсийасы ресурса тяляб  функ-
сийасы адланыр. Бу функсийа мязмунъа няйи ифадя едир? Яэяр 
ресурсун гиймяти p, бурахылан мящсулун гиймяти 

),(** νpаа =

ν  - дирся, 
онда фирма юз истещсал функсийасы иля характеризя олунур вя 

 функсийасына уйьун олараг емал олунан ресурсун 
щяъмини мцяййян едир, бу щяъмдя ресурсу базардан алыр, 
йяни бу фирманын ресурса олан тяляб функсийасыдыр. Емал 
олунан ресурсун щяъмини биляряк, бу щяъми истещсал 
функсийасында йериня гойараг, гиймятин функсийасы кими 
истещсал олунан мящсулун щяъмини аларыг. 

),(* νpa

Ахырынъы функсийа мящсулун тяклиф функсийасы адланыр. 
Айдындыр ки, емал олунан ресурсун щяъми мцсбятдир вя 
демяли (2) мцнасибяти иля тапылан нюгтя дахили нюгтядир, йяни 
екстремум нюгтясидир. Икинъи тюрямянин мцсбят олмадыьыны 
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да нязяря алсаг, онда аларык ки, бу нюгтя максимум нюгтя-
сидир. 

Мисал 1. Бир нечя балыгчы аиляси бирликдя  бюйцк олма-
йан эямийя маликдирляр. Балыг овунун щяъми й (эцндя кг-а), 
эямидя олан балыгчыларын мигдарындан асылыдыр, буну х-я ишаря 
едяк, xy 100= . Бир кг балыьын гиймяти 8000 рублдур, балыг-

чыларын ямяк щаггы  П=100000 (руб/эцн). Ямяк щаггындан 
башга хяръ нязяря алынмыр. Балыгчылар бригадасынын оптимал 
юлчцсцнц тапын. 

Щялли. Биринъи щялл цсулу. Мянфяят бярабярдир эялир 
чыхылсын ямяк щаггы 

xxxyW 000100000800001000008 −=−=  
Тюрямяни тапыб сыфыра бярабяр едяк: 

0000100000400 =−=′ xW  

Бурадан аларыг ки, х = 16. 
Икинъи щялл цсулу – (2) мцнасибятиндян истифадяйя 

ясасланыр .16;000800010050 == xх  

Тапдыьымыз 16 ядяди ейни заманда эямидя  ишляйян 
балыгчыларын оптимал мигдарыдыр. 
 

2. Чохресурслу фирма цчцн игтисадиййатын «гызыл 
гайдасы». Цмуми щалда, йяни фирма бир ресурс дейил, бир 
нечя ресурсдан истифадя етдикдя нязяриййя йухарыда шярщ 
олунанла аналожидир. Беляликля, фирма бир ямтяя истещсал едир, 
ону  й иля ишаря едяк. Сярфийат-ресурслары векторуну 

 иля ишаря едяк. Сярфиййат бир мяналы олараг 

бурахылышы мцяййян едир вя бу ялагя истещсал функсийасы 
),,( 1 nxxX L=

)(xFy = -ля тяйин олунур. Фярз едяк ки, истещсал функсийасы 

диференсиалланманын зярури шяртлярини юдяйир вя щям дя 1,2 
(бах п.1) аксиомларындакы шяртляря аналожи шяртляри юдяйир: 

1) Бу функсийа игтисади Е областында азалмайандыр, 
онун хцсуси тюрямяляри бу областда мянфи олмайандыр; 
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}
2) Бахылан габарыг С алт чохлуьунда истянилян  

 алт чохлуьу бцтцн a - лар цчцн габарыгдыр. 

Бу шяртлярин игтисади мянасы тамамиля бир ресурс щалы цчцн  
ейнидир:  

{ axFEX ≥∈ )(:

1) хярълярин артырылмасы бурахылышын азалмасына сябяб 
ола билмяз;  

2) азалан эялирлилик вя йа азалан веримлилик гануну 
юдянилмялидир. Тутаг ки, ),,( 1 пррР L=  - ресурсларын гиймят-

ляри векторудур вя ν  - бурахылан ващид мящсулун гиймятидир. 
Онда мянфяят W – X  - ин функсийасыдыр вя  

pxxFpxyxW −=−= )()( νν . Беляликля, чох ресурс-
лу фирма мясялясиня эялирик:   

0
max,)(

≥
→

x
xW

 

)(xW  функсийанын хцсуси тюрямялярини сыфыра бярабяр 
едяряк, аларыг: 

               PxF =∂∂⋅ν                                                    (3) 
Щесаб едяъяйик ки, бцтцн хяръляр мцсбятдир(сыфыр 

хяръляри  ата билярик). Онда (3) мцнасибятиля мцяййян олунан 
нюгтя, дахили нюгтя олар, йяни стасионар нюгтядир. 

Истещсал функсийасынын юдяъяйи икинъи шярт ися онун 
макисмум нюгтяси олмасына тяминат верир. Беляликля, 
истещсал функсийасы цзяриня тябии шяртляр гоймагла (3) 
мцнасибяти  чох ресурслу фирма мясялясинин щяллини верир, йяни 
емал олунан ресурсларын х* щяъмини мцяййян едир, нятиъядя 
у*=F(X*) бурахылышы алыныр. X* вя йа  (X*, Y*) нюгтяси фирманын 
оптимал щялли адланыр. 

Чохюлчцлц щалда ( )пxFxFxF ∂∂∂∂=∂∂ ,,1 L  Мящ-

сул-векторунун  фон щядди вя йа мящсул – щядди вектору 
адланыр. Бу вектор, сярфиййат-ресурслары векторунун дяйиш-
мясиня мцнасибятдир. (3)  мцнасибятляри щюкм едир ки, 
оптимал нюгтядя  мящсул щядди вектору гиймят векторуна  
мцнасибятдир вя мцтянасиблик ямаслы ващид мящсулун 
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гиймятидир. Даща сонра, −∂∂⋅ xFν бир ващид и - ъи ресурсун 

ялавя  вердийи мящсулун и - ъи мящсул щяддинин дяйяридир. 
Лакин и - ъи ресурсун  бир ващидинин дяйяри  pи – я бярабярдир, 
йяни мцвазинятя эялирик: истещсала ялавя  бир ващид и - ъи 
ресурс  ъялб  етмяк олар, онун алынмасына pи – хяръ чякмяк 
лазымдыр, нятиъядя удуш олмайаъаг, она эюря ки, 
хярълядийимизя бярабяр ялавя пул ялдя едяъяйик. Демяли, (3) 
мцнасибятиля алынан оптимал нюгтя  таразлыг нюгтясидир. 

Истещсал функсийасы цзяриня гойулан тябии шяртляр (бах 
аксиом 1.2 п.1) дахилиндя  фирма мясялясинин оптимал щялли 
(3) мцнасибятляри иля тапылыр вя бцтцн 0>ν  вя  цчцн 

йеэанядир. Беляликля,  вектор функсийасы вя йа 

 функсийасы алынар. Бу п  функсийа мящсулун вя 

ресурсун верилмиш гиймятляриня уйьун ресурслара тяляб 
функсийасы адланыр. 

0>p
),(* PX ν

),(** Pxx ii ν=

Мязмунъа бу функсийа ня демякдир? 
Яэяр ресурсун гиймяти П - дирся, бурахылан ямтяянин 

гиймяти ν  - ся , онда истещсалчы  емала олунан ресурсларын 
щяъмини  функсийасы  эюря мцяййян едир вя бунунла 

да фирманын оптимал юлчцсц мцяййянляшир. Емал олунан 
ресурсларын щяъмини биляряк вя бу гиймяти истещсал функ-
сийасында йериня гойсаг, онда гиймятдян асылы олан мящсул 
бурахылышыны аларыг.  

),(* pхi ν

Мисал 2. 1997-ъи илдя Е тиъарятчидян ибарят груп  Н 
сатыъы иля бирляшмяйи гярара алыр. Ишя башлайан эцндян 
мянфяят (эцндялик эялир минус хяръляр, ямяк щаггы щесабы 
алынмыр). 31)(00060 ENW =  дцстуру иля ифадя олунур. Щяр бир 

тиъарятчинин ямяк щаггы 12000 руб/эцн. Сатыъынынки ися 8000 
руб/эцн тяшкил едир. Сатыъылардан вя тиъарятчилярдян ибарят 
групун оптимал тяркибини тапын. 

Щялли. (3) мцнасибятиндян истифадя едяряк тянликляр 
системини дцзялдяк вя щялл едяк: 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==∂∂

==∂∂
−

−

0008)31(00060

,00012)31(00060
32

3132

31

NENW

NEEW
 

Биринъи тянлийи 2-йя бюлсяк аларыг: 
ENEN )23(,23 == . Бу гиймяти  икинъи тянликдя  йериня 

йазсаг, аларыг: 
[ ] ;)23()31(000600008 3231 −= EE  

Нятиъядя аларыг:    10,718125 =≈= NE    
    

МЯСЯЛЯЛЯР 

(бцтцн эюстяриъиляр 1997-ъи иля аиддир) 

1. Завод бир айда 10 млн. рубллуг мящсул 

верир вя онун ясас фондуда 10 млн. рубл 

дяйяриндядир. Игтисадчилар щесаблайыблар ки, мящсул 

бурахылышыны 1 млн. рубл артырмаг цчцн, 3 млн. рубллуг 

аваданлыг алмаг лазымдыр. Бурада парадокс 

йохдурму? Яэяр фящлялярин сайы 1000 няфяр  оларса 

истещсал функсийасыны тапын (бурада нязярдя тутулур 

ки, бу функсийа  Кобба-Дуглас функсийасыдыр вя 

1=+ βα ). 

2. Фермер тясяррцфатынын ясас фондлары 10 млн. 

дяйяриндядир. Онун (ишчиси–фермер)  аилясинин 

цзвцляри вар. Эялири артырмаг  цчцн фермер 

тясяррцфата юз ямиси оьлуну дявят едир вя эюрцр ки, 
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эялир 8% артды вя  13 млн. манат олду. Кобба-

Дуглас функсийасынын ифадясини йазын (щесаб един ки, 

1=+ βα ). 

3. Бизнесмен бюйцк олмайан автоняглиййат 

мцяссисяси ачмаьы вя ящалийя хидмят  етмяйи 

гярара алыр. Статистика иля  таныш оларкян, о, эюрцр ки, 

эцндялик эялир автомобиллярин А сайындан вя ишчилярин  

н сайындан асылы y=90000. 4121 NA  дцстуру иля ифадя 

олунур. Эцндялик хярълярин мигдары бир машын цчцн 

40000 рублдур , эцндялик ямяк щаггы 10000 

рублдур. Автомобиллярин вя фящлялярин оптимал сайыны 

тапын. 

 4. Бизнесмен пивя бары ачмаг истяйир. 

Фярз едяк ки, эялир y столларын M сайындан вя 

офисиантларын Ф сайындан асылы олараг y=20000 : 
4132 FM дцстуру иля ифадя едилир. Бир столун хяръи 5000 

рублдур, офисиантын ямяк щаггы 10000 рублдур. 

Столларын оптимал сайыны тапын. 

 
9.3. Игтисадиййатда чохкритерийалы 

оптимизасийа мясяляляри 



 

 

 

206 

 
 1. Чохкритерийалы оптималлашдырма мясяляси ан-
лайышы.  Ади (бир критерийалы) оптималлашдырма мясяляси беля ифа-
дя едилир:  функсийасына екстремум (мясялян, мак-
исмум) верян 

)(xfz =
DХ ∈  нюгтясини тапын. Бурада D – мцмкцн 

щялляр обласиыдыр,  - гябул едилян Х щяллиндян асылы олараг, 
йеэаня оптималлыг критерийасы арасындакы асылылыьы ифадя едир. 
Гярар гябул едян шяхсин ролу D – областыны мцяййянляшдирян 
шяртлярин верилмяси вя  мягсяд функсийасынын тясвирин-
дян ибарятдир. Чохкритерийалы оптималлашдырма мясяляляриндя 
шяраит башга ъцр олур – бир нечя мягсяд функсийалары олур 

)(xf

)(xf

),(,),( 111 XfzXfz mm == L  бу функсийалар мцмкцн щялляр 

чохлуьунун мцхтялиф нюгтяляриндя юз макисмал гиймятлярини 
ала билярляр. Бу щалда гярар гябул едян  шяхс  няинки D  
мцмкцн щялляр чохуьуну тясвир етмялидир, мягсяд функси-
йаларыны вермялидир, щям дя сон гярарын принсипини эюстярмя-
лидир. 

 Бу сябябдян дя чохкритерийалы мясялялярин щяллиндя 
субйектив факторун ролу, билик вя интуисийанын ролу, бир крите-
рийалы мясяляляря  мцгайисядя хейли артыр. 
 Мисал 1. Ики нюв мящсул бурахмаг цчцн цч нюв 
ресурсдан истифадя олунур. Хяръ нормасы гиймят матриси А, 
ресурсларынещтийат матриси Б мялумдур: 

 . ( ) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
===

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

39
15
20

,12,17,4,1,1,
13
11
21

BPQA

Яэяр Х ващид мящсулун истещсалы планлашдырылырса, 
онда лазым олан ресурсларын мигдары ГАХ, нязярдя тутулан 
эялир ПХ олар вя онда мянфяят QAXPXW −=   олар. Эялирин 
вя мянфяятин ейни заманда максимум олмасыны арзу 
етмяк олар. Бу щалда ики мягсяд функсийалы мясяля аларыг: 
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0,
max,)(

max,

≥≤
→−

→

xBAX
XQAP

PX
 

вя йахуд ачыг шякилдя 

0,
393
,15

,202
max,55

max,1217

21

21

21

21

212

211

≥
≤+
≤+
≤+

→+=
→+=

xx
xx

xx
xx

xxz
xxz

 

Мцмкцн чохлуьу графики тясвир едяк.  
Шякилдян эюрцндцйц кими ОАБЪД бешбуъаглысыны  

аларыг. (Йада салаг ки, 
хятти функсийа мцмкцн  
чохлуьун  кцнъ) нюгтяляринин 
бириндя екстремуму алыр  
бюлмя 3.1 б. 2). Демяли,  
щяр ики функсийа максимумларыны                           
А, Б, Ъ, Д (шякил 1) нюгтяляринин  
бириндя алыр. 
 
Ашаьыдакы ъядвяли дцзялдяк.                                                                   

0                         D         x1 

              Шякил 1. 

C

B

x2 

A 

 
Тяпя 

нюгтяляри 
А(0,10) Б(10,5) Ъ(12,3) Д(13,0) 

З1 
функсийасы 

120 230 240 221 

З2 
фнуксийасы 

50 55 51 39 

 
Ъядвялдян эюрцндцйц кими максимал гиймят з1=240 

вя она уйьун оптимал щялл Ъ(12,3) –дцр; максимал гиймят 
з2=55 вя она уйьун оптимал щялл Б(10,5) –дир.  
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Ян йахшы щяллин сечилмяси гярар гябул едян шяхсин 
сон гярарындан асылыдыр. 

2. Паретойа эюря оптималлыг. Бу анлайыш бцтцн игти-
сади нязяриййядя ян ваъиб анлайышлардан биридир. Бунунла 
беля бурада саьлам фикирдян ялавя щеч ня йохдур. з1,…,зм - 
м критерийалы Д мцмкцн чохлуьу чох критерийалы мясяляйя 
бахмаьы давам етдиряк. 

Цстцнлцк принсипи. Тутаг ки,  ики мцмкцн щяллдир, 
онда бцтцн 

YX,
m1,2,...,i =  цчцн ( ) ( )YZXZ ii ≥  оларса вя еля  

тапмаг мцмкцн олса ки, 

k
( ) ( )YZXZ kk >  олсун дейирляр ки, 

- я эюря цстцндцр. YX
Яэяр – дян цстцндцрся, онда щеч бир щалда  

ян йахшы щялл ола билмяз. 
YX Y

T  щялли йалныз о заман цстцн олмайан щялл адланыр ки, 
– дян цстцн олан T X  щялли олмасын. Демяли, ян йахшы щялли 

цстцн олмайанларын ичярисиндян ахтармаг лазымдыр. 
Тяриф. Цстцн олмайан щялляр чохлуьу Парето чохлуьу 

вя йахуд Паретойа эюря оптималлыг чохлуьу адланыр. 
Беляликля, чох критерийалы оптимал мясялядя ян йахшы щялли 
Парето чохлуьунда ахтармаг лазымдыр. 

Мисал 2.  мцстявисиндя щяр щансы  чохлуьуна 
бахаг. Бу чохлуг ойун чохлуьу адланыр. Ики ойунчу ойун 
ойнайырлар. Ойунун мянасы ондан ибарятдир ки, онлар бирликдя 

– ъцт ядядлярини эюстярирляр.  

OXY D

( YX, )
Яэяр бу нюгтя  чохлуьуна  D
дцшярся, биринъи ойунчу x ,  
икинъи  ойунчу y  мигдарында 
пул удур. Сонра нювбяти партийа 
 ойнанылыр вя с. Щяр бир ойунчу 
чох удмаг истяйир, бунун 
цчцн онлар гаршылыглы щярякят 
етмяли, бирликдя ойнамалы, юз 
щярякятлярини фикирляшмялидирляр.                 

E

P

C 

D 

Шякил 2. 
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Там айдындыр ки, яэяр yyx,x ≥′≥′  вя xx >′  вя йа 

 оларса, онда yy >′ ( )y,x ′′  нюгтяси  нюгтясиндян цстцн 
олар. Демяли, шякил 2-дян эюрцндцйц кими  чохлуьу цчцн 
цстцн олмайан нюгтяляр чохлуьу вя йа Парето чохлуьу  
сыныг хяттидир.                                                                       

( yx, )
D

СPE

3. Мцбадиля модели, гиймятляр. Инсанлар юз шейлярини 
башга шейляря дяйишмяк цмиди иля базара эялирляр. Бу та-
мамиля тябии базардыр, бурада пул ишлямир (эцълц инфилйасийа 
олдугда, мцщарибя заманы беля базарлар бир мцддят фяа-
лиййят эюстяря билярляр). Щамы базары эязир вя бахырлар ки, няйи 
ня иля дяйишсинляр. Асанлыгла эюрмяк олар ки, беля дяйишмяляр 
щяр ики тяряф цчцн чох файдалы ола биляр. Классик мисал олараг, 
эюстярмяк олар ки, яэяр узаьы вя йахыны йахшы эюрмяйян ики 
няфярин чешмякляри дяйишикдирся, онда онларын юз чешмяк-
лярини дяйишмяляри щяр икиси цчцн ня гядяр файдалы олмасыдыр. 
Бу цсулла онларын щяр бири юзц цчцн чох гиймятли шей ялдя 
едирляр. Гейд едяк ки, инсанлар яввял бахырлар, бир-бирляри иля 
дяйишмянин шяртлярини разылашдырырлар вя щялялик бир шей 
дяйишмядян информасийа мцбадиляси эедир, мцбадиля шяртляри 
вахташыры дяйишир. Саат 17.00-да щамы юз сечимини мцяй-
йянляшдирир, мцбадиля шяртляри сабитляшир вя инсанлар юз 
шейлярини дяйишиб, даьылырлар. Хцсуси гейд едяк ки, щяр кяс юз 
мцбадилясини юзцнцн цстцнлцк вердийи яламятляр системиня 
эюря апарыры. Бу яламятляр системи вя йа иштиракчыларын 
файдалылыг функсийалары оптималлыг критерийаларыны мцяййян-
ляшдирир. Тутаг ки, ui-i –ъи иштиракчынын файдалылыг функсийасыдыр. 
n- критерийалы оптималлашдырма мясяляси  алырыг ки, буна да 
Парето оптималлыг анлайышы тятбиг олуна биляр. Айдындыр ки, бу 
критерийалара эюря ахырынъы пайланма Паретойа эюря оптимал 
олаъаг. Бундан башга щеч бир иштиракчы цчцн бу пайланма 
башланьыъдан пис ола билмяз (беля ки, мцбадиля щяр тяряфин 
разылыьы иля щяйата кечирилир). Бу шяраити тящлил едян рийазий-
йатчылар исбат едирляр ки, информасийа мцбадиляси заманы 
ямтяяляр арасында мцяййян пропорсийалар йараныр ки, бу да 
яслиндя ямтяялярин гиймятляридир. 
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Цмуми щала бахмадан, ики иштиракчынын ики ямтяя 
дяйишмяси просеси иля кифайятляняъяйик. 

4. Еджворт йешийи. Тутаг ки,   –ъи иштиракчынын фай-

далылыг функсийасыдыр. – иля щяр ики иштиракчыда олан  – ъи 

ямтяянин мигдарыны ишаря едяк. Фярз едяк ки, 

iu i

iw i
( )21, xxX =  – 

биринъинин мцлкиййятидир, онда галан ямтяяляр ( )XW −  икин-
ъининки олар. ( )0

2
0
1

0 , xxX =  – ла биринъи иштиракчынын башланьыъ 

мцлкиййятини ишаря едяк, онда  икинъинин башланьыъ 
мцлкиййяти олар. Цмумиййятля, иштиракчыларын сайы ъями ики 
олдуьундан, кифайятдир ки, биринъи олан ямтяяляри эюстярмяк, 
галанлары икинъидя олаъаг. 

0XW −

Яэяр бцтцн бц мялуматлары  координат систе-

миня кючцрсяк, онда  Еджворт йешийи алынар. Ихтийари 
21 XOX

( )21 , xx  
нюгтяси ямтяялярин пайланмасына уйьун олар: биринъидя ня 
гядяр варса, галанлары ( )2211 , xwxw −−  -икинъидядир. Там яйри 
хятляр биринъинин етинасызлыг яйрисидир, гырыг хятлярля икинъинин  
етинасызлыг хятляри эюстярилиб. 

Еджворт йешийи ашаьыдакы суала ъаваб вермяйя имкан 
йарадыр: илк верилянляря эюря сон пайланма неъя олар 
(бцтцн мцмкцн мцбадилядян сонра)? 

A  вя Б нюгтяляриня бахдыгда, эюрцрцк ки, B  нюгтяси 
А –дан цстцн мювгедядир, беля ки, ( ) ( )AuBu 11 >  вя 

. Айдындыр ки, яэяр иштиракчыларын вязиййяти ( ) ( )AuBu 22 > A   
нюгтясидирся, онда онлар щявясля B   нюгтясиня кечирляр – 
бунун цчцн биринъи икинъийя 22 ba −  ващид  2-ъи ямтяя верир 

явязиндя   ващид биринъи ямтяя алыр. 11 ab −
                  
                                                                                                   x2 ), wW
                               
    
                                                                        

            

( 21w  

A*K1 

A K2 

•

B
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Беляликля, яэяр иштиракчыларын башланьыъ вязиййяти A  
нюгтясидирся, онда бу нюгтя сон вязиййят ола билмяз–нязя-
риййядян мялумдур ки, сон пайланма Паретойа эюря мцтляг 
оптимал олмалыдыр. Еджворт йешийиндя олан нюгтянин Паретойа 
эюря оптимал олдуьуну неъя билмяк олар? 

Ихтийари С  нюгтясиня бахаг. Тутаг ки,  
( ) ( ) ( ){ }CuKuKCV 111 : ≥=   вя ( ) ( ) ( ){ }CuKuKCV 111 : >=+  
( ) ( ) ( ){ }CuKuKCV 222 : ≥=   вя ( ) ( ) ( ){ }CuKuKCV 222 : >=+  

Ашаьыдакылар ашкардыр. 

Тяклиф 1.  нюгтяси Паретойа эюря йалныз вя йалныз о 
заман оптимал олар ки, 

С
( ) ( ) ( ) ( )CVCV 12 ∩CVCV 21 ∩+ , +   чох-

лугларынын щяр икиси бош чохлуг олсун. 
Яэяр файдалылыг функсийалары «йахшы» функсийалардырса, 

мясялян диференсиалланандырларса, онда ашаьыдакы тяклиф доь-
рудур. 

Тяклиф 2.  нюгтяси Паретойа эюря о заман оптимал 
олар ки, иштиракчыларын бу нюгтядя чякилян етинасызлыг яйриляри 
цмуми тохунана малик олсунлар. 

С

Бу тяклифляри исбат етмяйяъяйик. 
Мисал 4. Тутаг ки, иштиракчилар ейни файдалылыг функси-

йаларына маликдирляр ( ) 212121 , xxxxuu == .Парето чохлуьуну 
тапаг. Сон пайланманы неъя тапмалы? 

Иштиракчыларын етинасызлыг яйриляринин ( ( )baT ,=  нюгтя-

синдя чякилян) цмуми тохунаны олмасы цчцн зярури вя кафидир 
ки, бу яйрилярин нормал векторлары коллинеар олсунлар. 
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( ) Сxx =21,ϕ  яйрисинин нормал вектору  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

21

,
xx
ϕϕ  - 

векторудур. 
Биринъинин (а, б) нюгтясиндян кечян етинасызлыг яйриси 

 олар, бурада 121 Сxx = abС =1  Икинъинин щямин нюгтядян 
кечян етинасызлыг яйриси ( ) 22211 )( Cxwxw =−−  олар, бурада 
( ) 22211 )( Cxwxw =−− . 

Биринъинин нормал вектору ( )12 , xx  олар, йяни (б,а) икин-

ъининки, ися- ( )( )1122 (), xwxw −−−− ,йяни ( )( )awbw −−−− 12 (), . 

Беляликля векторлар коллинеар олдуьундан, ( )
)( 1

2

aw
bw

a
b

−
−

= . 

Бурадан 
1

2

w
w

a
b
= , йяни Паретойа эюря бцтцн оптимал нюгтя-

ляр кооридинат башланьыъыны  ( )21, wwW =  (бах.шякил 3) нюгтяси 
иля бирляшдирян дцз хятт парчасы цзяриндядир. Бу да о 
демякдир ки, *X - башланьыъ пайланмадырса, сон пайланма 
цмумиййятля десяк йеэаня дейилдир. Сон пайланма чохлуьу 
беля тапылыр: башланьыъ вязиййят олан  X – дян иштиракчыларын  

вя  етинасызлыг яйрилярини чякяряк,  «линзасын» алырыг. Бу 
линзанын 

1k

2k 21kk
OW  парчасы иля кясишмяси бцтцн мцмкцн сон 

пайланма чохлуьудур.  
 

��������� 

Чох критерийалы, бир нечя  мягсяд функсийалы 

оптималлашдырма мясялялриндя беля щярякят едирляр: Йени 
критерийя йардырлар 

mff ,...,1

mm fcfcf ++= ...11  - бурада - чяки ям-

саллары адланан вя йа садяъя чякиляр адланан ядядлярдир 
(яэяр мягсяд функсийаларынын щамысынын максимумуну 
тапмаг тяляб олунурса, онда -ляр мцсбятдир). Мясялян, 

яэяр –ъи бурахылышын щяъмидирся, онда  -сатыш гий-

iC

iC
ifi − iC
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мятляри кими эютцрцля биляр вя о заман - бцтцн бурахылышын 
дяйяри олар. Ики мягсяд функсийалы ХП мясялясиня бахаг: 

f

0,
,8

,183
max,
max,

21

21

21

2

1

≥
≤+
≤+

→
→

xx
xx
xx

x
x

 

Сатыш гиймятлярини  вя  иля ишаря едяряк, ики 
критерийаны бири иля явяз едяк – бцтцн бурахылышын гиймяти иля 

. Оптимал бурахылышын неъя дяйишмясини вя онун 

гиймятинин  вя   асылы олараг дяйишмясини изляйин. 

1C 2C

2211 xCxC +

1C 2C
2. Ики ойунчу  ойнайырлар. Парето эюря оптимал чох-

луьу тапын. Ойун чохлуьу шякил 4-дя эюстярилмишдир.  
 
 
 
 
 
3. Ашаьыдакы файдалылыг функсийалары ъцтлцкляри цчцн 

Еджворт йешийини тядгиг един: 

Шякил 4. 

а) ( ) { };2,min, 212121 xxxxuu ==  
б) ( ) ;32, 212121 xxxxuu +==  

ъ) ( ) { };2,min, 21212 xxxxu =   u ( ) 21212 32, xxxx +=  

 
 
   
 
Мювзу 10.  
ГЕЙРИ-МЦЯЙЙЯН ВЯ МЦЯЙЙЯН  
ИНТЕГРАЛ 
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10.1. Гейри-мцяййян интеграл вя онун хассяляри 

 
Интеграл–рийазиййатын ян мцщцм анлайышларындан бири-

дир. Бу анлайыш елмин, техниканын, игтисадиййатын бцтцн сащя-
ляриндя эениш тятбиг едилир. Дцнйаэюрцшлц ящямиййятя малик-
дир. Яввялъя она тямиз рийази нюгтейи-нязяриндян бахаг. 

1. Диференсиаллама вя интеграллама–гаршылыглы тярс -
ямяллярдыр. Мялум олдуьу кими диференсиаллама цму-
миййятля десяк, верилмиш ихтийари функсийанын тюрямясинин 
тапылмасына дейилир. Бурада тюрямянин айдын механики мя-
насы вар–яэяр ( )tS  эедилян йолун замандан асылылыьыдырса, 

онда  тюрямяси  анында ани сцрят, ( )tS′ t ( )tS ′′ тюрямяси вя йа 
икинъи  тюрямя ися  анындакы тяъилдир.  t

Тярс мясяляни дя гоймаг олар: яэяр ( )ta  тяъилин за-
мандан асылылыьы мялумдурса,  анында сцряти неъя тапмалы? 
Вя йахуд щяр бир заман анында  сцрят мялумдурса,эедилян 
йолу неъя тапмалы. Дягиг рийази нюгтейи нязярдян бу тип 
мясяляляр синифи белядир: 

t

( )xf  функсийасы мялумдур, тюрямяси 

бу функсийайа бярабяр олан ( )xF  функсийасыны неъя тап-

малы? 
Тяриф. Яэяр ( ) ( ) ( )xFxfxF ′=−  оларса ( )xF  функсийасы 

 функсийасынын ибтидаи функсийасы вя йахуд интегралы 
адланыр.  
( )xf

Верилмиш цмумиййятля десяк ихтийари функсийанын 
ибтидаи функсийасынын тапылмасына интеграллама (бу мясяля иля 
ялагядар комплекс мясяляляря – интеграл щесабы) дейилир. 
Эюрдцйцмцз кими бу мясяля диференсиалламанын тярсидир. 

 Дцз мясяля:           Тярс мясяля: 
диференсиаллама    интеграллама                           
( ) ( )xfxf ′→                         ( ) ( ) ( )xFxFxf →′=                   
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Беляликля, яэяр ( ) ( )xfxF =′  оларса, онда ( )xf , ( )xF  

функсийасынын тюрямясидир, ( )xF  ися ( )xf  функсийасынын 

ибтидаи функсийасыдыр. Лакин –ля бярабяр ( )xF ( )xf  

функсийасынын ибтидаи функсийасы ихтийари ( ) сxF + , бурада ъ -

сабитдир функсийасы да олаъаг, беля ки ( )( ) ( ) xfxFсxF =′= ( )′+ . 
Исбат етмяк олар ки, ( )xf  функсийасынын бцтцн ибтидаи 

функсийалары бунунла гуртарыр, йяни  функсийасынын ихтийари 
ибтидаи функсийасы 

( )xf
( ) сxF +  шякилиндядир, бурада ( )xF –щяр 

щансы ибтидаи функсийадыр. Демяли,  функсийасынын бцтцн 
ибтидаи функсийаларыны тапмаг цчцн, бир ибтидаи функсийанын 
тапылмасы кифайятдир, галанлары бцтцн мцмкцн сабитляри ялавя 
етмякля алынар. Беляликля, 

( )xf

( ) сxF +  ифадяси (бурада ъ-ихтийари 

сабитдир,  ися ( )xF ( )xf  функсийасынын щяр щансы ибтидаи 
функсийасыдыр) тюрямяси ( )xf  олан функсийаларын цмуми 
ифадясидир. Бу ифадя ( )xf  функсийанын  гейри-мцяййян   интег-

ралы адланыр вя ( )∫ dxxf  иля ишаря едилир; ( )dxxf  щасили  

интегралалты ифадя , ( )xf  ися интегралалты функсийа адланыр.  

Мисал 1. ( ) 23 3xx =
′

 олдуьундан, ;3 32 cxdxx +=∫  

 олдуьундан   

 

( ) xCosxSin 222 =′ ;25,022 cxSinxdxCos +=∫
cedxe xx +=∫

Бир даща гейд едяк: гейри-мцяййян интегралын тяри-
финдян билаваситя чыхыр ки, онун тюрямяси интеграл алты 
функсийайа  бярабярдир, йяни  

                         ( )( ) ( )xfdxxf =
′

∫                               (1) 

Яэяр ( )xF  функсийасы ( )xf -ин ибтидаи  функсийасыдырса, 

онда ( ) ( )dxxfxdF =  вя аларыг ки, ( )( ) ( )dxxfdxxfd =∫ . Дяэяр 
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тяряфдян ( ) ( ) cxFxFd +=∫  олдуьундан дейя билярик ки, « » 

вя «∫ »    ишаряляри ардыъыл йазыларса, онда бир-бирини йох  едир. 

d

Мисал 2. Интеграл  ишарсиндян истифадя едяряк йаза 
билярик ки, ( ) ( )∫= dttvtS  вя ( ) ( )∫= dttatv . Дцзхятли  

бярабярсцрятли щярякяти тящлил едяк. Мясялян, аьырлыг 
гуввясинин тясири иля тутаг ки, ( ) gConstta == . Онда 

 олар, бурада ъ  ихтийари сабитдир. Сцряти тяйин ет-
мяк цчцн щялялик верилянляр кифайят дейил. Бу физики  мянадан 
да айдындыр.  - нин щяр щансы  гиймятини фикся етмяк цчцн 
щяр щансы анда сцряти билмяк лазымдыр. Тутаг ки, 

( ) cgt=tv +

v
( ) 00 vtv =  

онда ( ) cgtvtv +== 00 . Беляликля, 00 gtvc −=  вя  алырыг ки, 

сцрятин замандан асылылыг гануну беля олар: 

. ( ) ( ) 00 vttgtv +−= ( ) ( ) ( )( ) ( ) ctvttgdtvttgdttvtS ++
−

=+−== ∫∫ 0

2
0

00 2
 

Тутаг ки, ( ) 00 StS = , онда tvSc 00 −=  вя нятиъядя 

аларыг:    ( ) ( ) ( ) 000

2

0

2
SttvttgtS +−+

−
= . 

00 , Sv - гиймятлярини шярти олараг сцрятин башланьыъ   

гиймяти вя  анында йолун гиймяти адландырырлар. 0t

Мисал 3. 2х функсийасынын х=2 олдугда 4-я бярабяр 
олан ибтидаи функсийасыны тапын. 

cxxdx +=∫ 22  олдуьундан,  гябул едиб, 

аларыг ки, ъ=0. Демяли ахтарылан ибтидаи функсийа – на 
бярабярдир. Адятян ибтидаи функсийа анлайышыны дягигляш-
дирирляр, беля ки, дейирляр ки, 

422 =+ c
2x

( )xF – функсийасы ( )xf -ин [ ]ba,  
парчасында (интервалда вя с.) ибтидаи функсийасыдыр, яэяр бу 
парчанын ихтийары нюгтясиндя (уъларда сющбят бир тяряфли 
тюрямялярдян эедя биляр) ( )xF ′ =  оларса. ( )xf



 

 217

]
2. Интегралын щяндяси анламы 

[ ba,  парчасында кясилмяз, йалныз мянфи олмайан гий-
мятляр алан ( )xfy =  функсийасына бахаг. ( )xf  яйриси иля, ики 
шагули x=a  вя x=b дцз хяттляри иля,  парчасы иля, ОХ оху 
иля мящдудлашан ABCD фигуруна бахаг 

[ ba, ]
(шякил 1.)                

Бу фигур яйрихятли трапесдир ADNM – дяйишян фигурун 
сащясинин давранышыны юйряняк. Бу фигур x=a  вя  [ ]ba,  

парчасында эютцрцлмцш 

 ихтийари x  нюгтясиндян 

галдырылмыш шагули дцз хяттля 

мящдудлашыб.  x дяйишдикдя 

бу сащя дя  дяйишяр, 

йяни бу сащя x – ин  

функсийасыдыр;бу функсийаны 

P(x) – ля ишаря едяк.  

 

P(x) функсийасынын тюрямясини тапаг.  

Цмуми гайда иля  x – я мцяййян xΔ  артымы веряк; 
онда P сащяси дя PΔ  артымыны алар. 

Тутаг ки,  m   вя  M   ( )xf   функсийасынын [ ]xxx Δ+,  

парчасында уйьун олараг ян кичик вя ян бюйцк гиймятляридир, 
онда xMPxm Δ⋅≤≤Δ⋅  олар. Бурадан аларыг ки, 

0→Δ≤
Δ
Δ

≤ xM
x
Pm  - да ( )xf  кясилмязлийиня эюря   вя  m M , 

-я йахынлашар, онда ( )xf ( )xf
x
P
→

Δ
Δ . Беляликля,  

( ) ( )xf
x
PxP

x
=

Δ
Δ

=′
→Δ 0

lim . 

         A              M           B 
           a           x          b 
 
                Шякил 1.    

C . 

y 
D .  

N . 

x 
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Ахырынъы бярабярлик Нйутон-Лейбнис теореми адланан 
мяшщур теоремин доьрулуьуну эюстярир: дяйишян ( )xP  
сащясинин x– я эюря тюрямяси ( )xfy =  ординатына бярабярдир. 
Башга сюзля десяк ( )xP  дяйишян сащяси ( )xf  функсийасынын 
ибтидаи функсийасыдыр. Диэяр ибтидаи функсийалардан онун фярги 

 олмасындадыр. Истянилян башга ( ) 0=aP ( )xF  ибтидаи функсийа 

 – дян йалныз сабитля фярглянир. Беляликля, ABCD яйрихятли 

трапесинин сащяси 

( )xP
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) =+−+=−= caFcbFaPbPbP  

  бурада ( ) ( )aFbF −= ( )xF  функсийасы ( )xf -ин истянилян ибтидаи 

функсийасыдыр.     
Мисал 4. 2xy =  параболасы , ОХ оху  вя абсиси x  олан 

шагули хятля мящдудланмыш y 
фигурун  сащясини  тапаг.  ( )xP 2xy =  
x 2 – функсийасынын ибтидаи 

функсийасы 
3

3x  олдуьундан 

ахтарылан сащя 

( )
3

0
3

33 xxxP =−=  олар (бах.шякил 2)                                

x 
Шякил 2. 

Бир даща тякрар едяк: [ ]ba,  парчасында верилмиш, 

кясилмяз  функсийасы цчцн тамамиля дцзэцн олараг 
баша дцшцлмялидир ки, ибтидаи функсийа олараг дяйишян 

( )xf
( )xP  

яйрихятли трапесин сащяси эютцрцля биляр (шякил 1). Интегралын 
даща бир щяндяси анламы белядир: мялумдур ки, тюрямянин 
гиймяти тохунанын мейл буъаьынын танэенсидир. Она эюря дя 

 функсийасы цчцн ибтидаи функсийанын тапылмасы еля ( )xf ( )xF  

функсийасынын тапылмасы демякдир ки, онун графикиня x -
нюгтясиндя тохунан буъаг ямсалы  олсун. ( )xf
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3. Ясас интегралларын ъядвяли. Диференсиал щесабынын 
щяр бир дцстуру тясдиг едир ки, щяр щансы ( )xF  функсийасы цчцн 

онун тюрямяси ( )xf –дир. Бу дцстурлар щям дя интеграл ще-
сабынын ясас дцстурларыны йазмаьа ясас верир: 

( ) ( ) cxFdxxf +=∫  

Диференсиалламанын ашаьыдакы дцстурларыны эютцряк 
(бюлмя 5.1. б.3): 

( )
( ) ;ln)3

;)2

;0)1
1

aaa

xx

с

xx =
′
=
′

=′

−αα α      

( )
( )

( ) ( );ln
1log)6

;1ln)5

;)4

ax
x

x
x

ee

a

xx

=′

=′

=
′

    

( )
( )

( )

( ) ;1)10

;1)9

;)8

;)7

2

2

xSin
Ctgx

xCos
tgx

SinxCosx

CosxSinx

−=′

=′

−=′
=′

 

Бунлардан истифадя едяряк, ашаьыдакы интеграллама 
дцстурларыны аларыг: 

( )

;.ln1)5

;)4

;
ln

)3

;
1

)2

1;0)1
1

cxdx
x

cedxe

c
a

adxa

cxdxx

acdx

xx

x
x

+=

+=

+=

+
+

=

−≠=⋅

∫

∫
∫

∫

∫
+

α

α
α

                     

cxctgdx
x

ctgxdx
x

cxSinxdx

cxxdx

caxdx
x a

+−=

+=

+−=

+=

+⋅=

∫

∫

∫
∫
∫

2

2

sin
1)10

;
cos

1)9

;cos)8

;sincos)7

;lnlog1)6

 

Бу дцстурлара тез-тез тяляб олунан дюрд дцстуру да 
ялавя едяк: 
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( )

( )
( )
( ) ;
1
1ln

2
1

1
)12

;
1

)11

2

2

c
x
x

x
dx

carctgx
x

dx

+
−
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

+=
+

∫

∫
        

∫

∫

+++=
+

+=
−

.1ln
1

)14

;arcsin
1

)13

2
2

2

cxx
x
dx

cx
x

dx

 

Мисал 5.  а) dxxdxx ∫∫ = 2
1

  (2) дцстуруну тятбиг 

едяряк  ( ) cxcx +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+⋅ 2

3
2
3

3
2

2
3
1  аларыг, б) cedxe xx +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∫ 33

3
1

  

4. Интегралламанын садя гайдалары 

1. Яэяр к-сабитдирся вя 0≠k , онда 
( ) ( )dxxfkdxxkf ∫∫ = . Доьрудан да, диференсиаллама гайда-

сына ясасян саь тяряфин тюрямяси ( )( ) ( )xkfdxxkf =
′

∫  олар ки, 

буну да исбат етмяк тяляб олунурду. Беляликля, сабит вуруьу 
интеграл ишаряси хараъиня чыхартмаг олар. 

2. ( ) ( )( ) ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=±  йеня дя саь 

тяряфм диференсиаллайараг сол тяряфдяки интегралалты функсийаны 
аларыг ки, буну да исбат етмяк лазым  иди.  Беляликля, ъямин   
(фяргин)   гейри-мцяййян  интегралы   бу функсийаларын интеграл-
ларынын ъяминя (фяргиня) бярабярдир. 

 3. Яэяр ( ) ( ) cxFdxxf +=∫  оларса, онда 

( ) ( ) cbaxF
a

dxbaxf ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+∫

1 . Доьрудан да, ( ) ( )xfxF =′  

олдуьундан  ( ) ( ) ( baxfbaxFcbaxF
a

+=+′= )
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1  олар ки,   

буну да исбат етмяк тяляб олунурду. 

Хцсуси щалда 1=a  вя йа 0=b  олдугда аларыг: 

( ) ( ) cbxFdxbxf ++=+∫ , ( ) ( ) caxF
a

dxaxf +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∫

1  
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Мисал 4. Гейд етдийимиз гайдалардан истифадя едяряк, 
ашаьыдакы интеграллары щесаблайаг: 

( )

;2sin
4
1

22
2cos1sin)

;5
2
32536536)

2

2322

cxxdxxxdxb

cxxxdxxdxdxxdxxxa

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=+−=+−

∫∫

∫∫∫∫
 

( )( ) ( )

.2
3
21)

;
32

2221)

2
3

32
2

cxx
x

dxdxxdx
x

xc

cxxxdxxxdxxxv

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

+−−=−−=+−

∫∫∫

∫∫
 

5. Дяйишяни явяз олунмасы иля интеграллама. Бу 
цсулун ясасыны  ашаьыдакы гейд тяшкил едир. 

Гейд: Яэяр ( ) ( ) ,ctGdttg +=∫  оларса онда 

( ) ( )( ) ( )( ) ,czpGdzzpzpg +=′∫                            (2)  

олар.  

Доьрудан да бу билаваситя диференсиаллама гайда-
сында алыныр: 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( .zpzpgzpzpсczpG ′⋅=′⋅′= )′+  

Тутаг ки, ( )∫ dzzf  интегралыны щесабламаг  тяляб 

олунур. Яэяр мцмкцндцрся, йени дяйишян олараг z -дя  асылы 
( )pt = ксийасыны еля сечяк ки, интегралалты функсийа 

ашаьыдакы шякил алсын: 

н
 фунz

( ) ( )( ) ( )dzzpzpgdzzf ′⋅= , бурада  

интеграллама цчцн даща ялверишли функсийадыр. Йухарыда 
дедийимиз кими кифайятдир ки, 

)(tg

( ) ( ) ctGdttg +=∫  интегралыны 

тапаг вя ( )zpt =  явязлямяси васитясиля ахтарылан интегралы 
ала билярик. Адятян садя шякилдя ( ) ( )=∫ dtdzzf tg  кими ∫
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йазырлар вя нязяря алырлар ки, т -дян асылы функсийада саь 
тяряфдя эюстярилян явязлямя апарылыб. 

Мясялян, ∫ ⋅ dzzz cossin 2  интегралыны щесаблайаг. 

 олдуьундан ( ) zdzzd cossin = zt sin=  явязлямясини апарсаг 

аларыг: czctdtt +=+=∫ 3
sin

3

33
2 . 

 
6. Щисся-щисся интеграллама. Тутаг ки, 

, x - дян асылы функсийалардыр вя кясилмяз 
тюрямяляри вар: 

( ) ( )xgvxfu == ,
( )xfu ′=  вя ( )xgv ′= . Онда щасилин 

диференсиаллама гайдасына эюря ( ) vduudvuvd +=  вя 

йахуд ( ) ( ) uvuvdvduuvdudv =−= ∫; . олдуьундан нятиъядя 

аларыг: 
                       ∫∫ −= vduuvudv                                       (3) 

Бу дцстур щисся-щисся интеграллама гайдасыны ифадя 
едир. 

Тутаг ки, мясялян, ∫ ⋅ xdxx cos  интегралыны щесаб-

ламаг лазымдыр. ( )xdxdxxu sincos, ==  гябул етсяк, аларыг 
ки, . (3) дцстурундан истифадя едяк: xvdxdu sin, ==

cxxxxdxxxxdxx ++=−=⋅ ∫∫ cossinsinsincos  

Ахырда гейд едяк ки, мцхтялиф функсийалары интеграл-
ламаг цчцн чох сайда дцстурлар, интеграллама гайдалары, 
эениш ъядвялляр вя с. мцмкцндцр ки, бунлардан да йери эял-
дикдя истифадя едяъяйик. 

 

МЯСЯЛЯЛЯР 
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          Садя интеграл дцстурларындан истифадя едяряк 
ашаьыдакылары тапын. 

1.  (яввялъя мютяризяни квадрата йцк-

сялдин), 

( )∫ + dxx 212

2.   (аналожи гайда иля), ( )∫ − dxx 222

3. ( )
∫

+ dx
x
x 21  (яввялъя щядбящяд бюлцн),  

4. 
( )∫ + 2

2

1 x
dxx   (беля чевирмя апарын:       

( )
( )
( ) ( )22

2

2

2

1
11

1
11

1 xx
x

x
x

+
−=

+
−+

=
+

 вя с.), 

5. 
( )∫ − 2

2

1 x
dxx   (4-ъц мисала аналожи олараг), 

6. ( )
( )∫ −
+

1
3

2

2

x
dxx   (4-ъц мисала аналожи олараг), 

7.  ( )∫ −+ dxxx cossin1

8. 
( ) ( ) ( ) ( ).32

;
32

;32; 22
10 ∫∫∫ ∫ −+

−
+ x

dx
x

dxdxx
ax

dx  

9. Дяйишяни явяз едяряк ашаьыдакы интеграллары тапын: 

     .arcsin;cos;;ln ∫∫∫∫ ⋅⋅ − xdxxdxxdxexxdx x   

 

10.2. Мцяййян интеграл вя онун хассяляри  

1. Яйрихятли трапесин сащяси. Яйрихятли трапесин сащя-
синин тапылмасы мясялясиня гайыдаг (бах. бюлмя 10.1 п.2). 
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Тутаг ки, [ ]ba,  парчасында мянфи олмайан ( )xfy =  
функсийасы тяйин  олунмушдур. ( )xf  –яйриси, ики шагули ax =  
вя   дцз хятляри, bx = [ ]ba,  парчасы иля мящдудлашан АБЪД 
фигуруна, йяни яйрихятли трапеся бахаг. 

Трапесин АБ отураъаьыны bxxxa n =<<<= ...10  нюгтяляри 

васитясиля щиссяляря бюляк вя бюлэц нюгтяляриндян шагули дцз 
хятляр чякяк. 

Нятиъядя трапес бир 

нечя щиссяляря   бюлцняр. 

Щяр бир щиссяни-золаьы отураъаьы                                

вя щцндцрлцйц ейни олан 

дцзбцъаглы иля  явяз едяк. 

Дцзбуъаглынын щцндцрлцйц  

           A                       B 
             a        xi      xi+1      b       x 
 
                  Шякил 1.

D 
C 

f(x) 
y 

олараг мцяййянлик цчцн  

золаьын ян сол  тяряфини эютцряк (шякил 1). Бу щалда  яйрихятли 
трапес дцзбцъаглылардан ибарят  пиллявари фигурла явяз олунар. 
Онда щяр бир золаьын сащяси, ону явяз едян дцзбуъаглынын  
сащясиня тягрибян бярабяр олар вя яйрихятли трапесин сащяси 
ися бу  дцзбуъаглылардан  ибарят пиллявари фигурун  сащяляринин 
ъяминя бярабяр олар. 

i–ъи дцзбуъаглынын отураъаьы 
iii xxx −=Δ +1
 олар, онда 

онун сащяси ( ) ii xxf Δ -я брабяр олар, бу щалда бцтцн пиллявари  

фигурун сащяси – я бярабяр олар. Демяли, яйрихятли 

трапесин сащяси тягриби олараг  бярабярдир. 

– да бу бярабярлийин хятасы да сыфыра йахынлашар вя 

онда аларыг: 

( )∑
−

=
Δ

1

0

n

i
ii xxf

( )∑
−

=
Δ

1

0

n

i
ii xxf

0→Δ ix
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                                       (1) ( )∑
−

=
→Δ

Δ=
1

00
lim

n

i
iix

xxfS

АБЪД яйрихятли трапесин сащяси (1) лимитинин варлыьындан 
асылыдыр. Еля функсийалар вар ки, онлар цчцн (1) лимити йохдур. 
Бу щалда дейирляр ки, АБЪД трапесинин сащяси йохдур. 

 2. Мцяййян интегралын тярифи. Тутаг ки, ( )xfy =  функ-

сийасы щяр щансы [ ]ba,  парчасында верилмишдир. Парчаны бир 
нечя нюгтялярля щиссяляря бюляк. Бу нюгтяляри 

bxxxa n =<<<= ...10  иля ишаря едяк. iii xxx −=Δ +1  фяргляринин 

ян бюйцйцнц λ  иля ишаря едяк. Щяр бир [ ]1, +ii xx  парчасында 

ихтийари iξ  нюгтяси сечяк вя беля ъям дцзялдяк:                

 ( )∑
−

=

Δ=
1

0

n

i
ii xf ξσ

Яэяр щяр бир 0>ε  цчцн еля 0>δ  тапмаг мцмкцн 
олса ки, δλ <  олдугда εσ <−S  олсун, онда дейирляр ки,  

0→λ  -да   σ   ъяминин  S  лимити вар вя беля ишаря едирляр: 

σ
λ 0
lim
→

=S     

Тяриф. Яэяр 0→λ -да  σ   ъяминин S  лимити варса, бу 

лимитя  функсийасынын ( )xf [ ]ba,  парчасындакы мцяййян 

интегралы дейилир вя  иля ишаря едилир. ( )∫
b

a

dxxf ( )xf   функсийасы 

ися  парчасында интегралланан адланыр. [ ba, ]
a вя b  ядядляри уйьун олараг интегралын ашаьы вя 

йухары сярщяди адланыр. Фикся едилмиш сярщядлярдя мцяййян 
интеграл сабит ядяддир. Мцяййян интегралын бу тярифи Римана 
мяхсусдур, буна эюря дя буна Риман интегралы да дейирляр. 
Мцяййян интегралын башга тярифляри дя вар, лакин онлар бизя 
лазым олмайаъаг. Мцяййян интегралын тясвир олунан тяри-
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финдян  онун тягриби щесабланмасында истифадя  олунур. Инт-
еграллама парчасыны щяр щансы h аддымы иля кечирляр вя  

  ъямини тапырлар. Бу ися   интегралынын тяг-

риби гиймятидир. Даща дягиг гиймят алмаг цчцн h   аддымыны 
азалтмаг лазымдыр. 

( )∑
i

i hf ξ ( )∫
b

a

dxxf

 3. Мцяййян интегралын хассяляри. Бу хассялярин бя-
зилярини исбатсыз гябул едяъяйик. 

1. Интеграллама парчасында интегралланан функсийа-
нын мящдудлуьу зяруридир. 

Исбаты. Тутаг ки, ( )xf   функсийасы мящдуд дейилдир. 
Онда, ]1  щиссяляри  ня гядяр кечик олса да бу 

щиссялярин бириндя лян, 

[ , +ii xx
мяся [ ]1, +ii xx  - дя функсийа гейри –

мящдуд олар. Демяли чада , бу пар ( ) ii xf Δξ  ифадяси iξ -нин 

сечилмясиндян асылы олараг истянилян гядяр бюйцк гиймят ала 
биляр вя σ  – да сонлу лимит ала билмяз. 

2. Яэяр ( )xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында кясилмяз 

оларса, онда бу функсийа интегралланандыр, йяни  вар. ( )∫
b

a

dxxf

3. Яэяр щяр ики  вя f g  функсийалары [ ]ba,  парчасында 

интегралланандырса, онда онларын ъями, фярги вя щасили дя 
интегралланандыр вя бундан ялавя 

( ) ( )( ) ( ) (∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )  

4. Яэяр парчада  мящдуд олан функсийа сонлу вя йа 
щесабы сайда кясилмя нюгтяляриня маликдирся, онда бу пар-
чада функсийа интегралланандыр. 
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5. Монотон, парчада мящдуд функсийа щямин пар-
чада интегралланандыр. Бу она эюрядир ки, беля функсийанын 
кясилмя нюгтяляри щесабы сайдадыр. 

6. Яэяр ( )xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында  интеграл-
ланандырса, онда щямин функсийа даща кичик парчаларда да 
интегралланандыр. Яэяр ( )xf  [ ] [ ]bcсa ,,,  парчаларында интег-

ралланандырса, онда [ ]ba,  парчасында да интегралланандыр вя      

 ( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf

7. Тутаг ки, ( )xf  функсийасы   парчасында интег-

ралланандыр, 

[ ba, ]
ba < . Онда; а) яэяр  оларса, ; 

б) яэяр  оларса, онда , ъ) интегралын сяр-

щядлярини дяйишдикдя онун ишаряси дяйишяр; ч) яэяр 

( ) 0≥xf ( ) 0≥∫
b

a

dxxf

( ) 0>xf ( ) 0>∫
b

a

dxxf

[ ]сa,  

парчасында ( ) 0≥xf  вя [ ]bc,  парчасында ( ) 0≤xf  оларса, 

онда ( ) ( ) ( )∫∫∫ −=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf   олар. 

Мцяййян интегралын бир сыра хассыляри чох тябиидир. 

8. Яэяр ( )xf  функсийасы [ ]ba,  – дя интегралланандырса, 
 вя ba < ( ) Mxfm ≤≤  оларса, онда 

    олар. ( ) ( ) ( abMdxxfabm
b

a

−≤≤− ∫ )

Исбаты. Асанлыгла эюрмяк олар ки, [ ]ba,  парчасыны кичик 
щиссяляря неъя бюлмякдян асылы олмайараг ашаьыдакы икигат 
бярабярсизлик доьру олаъаг: 

( ) ( ) ( )abMxfabm
n

i
ii −≤Δ≤− ∑

−

=

1

0
ξ  

Бурадан ися эюстярилян бярабярсизлик алыныр. 
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9. Яэяр ( )xf  вя ( )xg  функсийалары [ ]ba,  парчасында 
интегралланан функсийалардырса, ba <  вя ( ) ( )xgxf ≤  оларса, 

онда     ( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf

4. Орта гиймят щаггында теорем. Яэяр ( )xf  функ-

сийасы [ ]ba,  парчасында интегралланандырса, ba <  вя 
( ) Mx – дирся, онда еля fm ≤≤ μ  ядяди варки Mm ≤≤ μ  вя   

( ) ( )abdxxf
b

a

−=∫ μ  . 

Исбаты.  8-ъи хассяйя ясасян:   

( ) ( ) ( abMdxxfabm
b

a

−≤≤− ∫ )

)

. Бярабярсизлийин бцтцн тяряфлярини 

 –йа бюлсяк, аларыг: ( ab −
( ) ( ) Mdxxf

ab
m

b

a

≤⋅
−

≤ ∫
1   

( ) ( ) μ=⋅
− ∫

b

a

dxxf
ab

1  гябул етсяк аларыг:   ( ) ( )abdxxf
b

a

−=∫ μ

ba >   олдугда исбат бир гядяр мцряккябляшир, ону 
эюстярмяйяъяйик. 

5. Йухары  сярщяди дяйишян мцяййян интеграл 

Яэяр ( )xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында интегралла-

нандырса, онда бу функсийа ихтийари [ ]xa,  парчасында  да 
интегралланан олар, бурада bxa ≤≤ , йяни ихтийари беля x  цчцн 

 интегралы вар; ону ( )∫
x

a

dttf ( )xP –ля  ишаря едяк . ( ) ( )∫=
x

a

dttfxP
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Теорем 1. Яэяр ( )xf  функсийасы  [ ]ba,  парчасында 
интегралланандырса, онда ( )xP  щямин парчада кясилмяз-
дир. 

Исбаты. x -я ихтийари h артымы версяк ( [ ]bahx ,+  
парчасындан кянара чыхмамаг шярти иля), онда функсийанын 
йени гиймятини аларыг: 

( ) hdttf
hx

x

⋅=∫
+

μ  

8-ъи хассяйя эюря аларыг: 

( ) hdttf
hx

x

⋅=∫
+

μ , бурада μ  ядяди ( )xf  функсийасынын 

 парчасындакы ян кичик вя ян бюйцк гиймятляри ара-
сындадыр. Демяли, яэяр  оларса, 
[ ba, ]

0→h 0→⋅ hμ . Бу ися бах-

дыьымыз x  нюгтясиндя ( )xP  функсийасынын кясилмязлийини 
эюстярир. 

Теорем 2. Яэяр фярз етсяк ки, ( )xf  функсийасы 

 нюгтясиндя кясилмяздир, онда бу нюгтядя [ bad ,∈ ] ( )xP  
тюрямяси вар вя ( )df - йя  бярабярдир. 

Исбаты: Теорем 1-я ясасян аларыг ки, ( ) ( ) hdPhdP ⋅=−+ μ   

Айдындыр ки, ( )xf  функсийасынын кясилмязлийиня  эюря 
 олдугда 0→h ( )dfd →μ  олар, беляликля 

( ) ( )( ) ( ) ( )dfdP
h

dPhdP
h

=′=
−+

→0
lim   

Теорем 3. Яэяр ( )xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында 
кясилмяз функсийадырса, онда бу парчада йухары сяр-
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щяди дяйишян интеграл , ( ) ( )∫=
x

a

dttfxP ( )xf  функсийасынын 

ибтидаи  функсийасыдыр. 

Беляликля, кясилмяз функсийа цчцн интеграл щесабынын 
ясас мясялясинин ибтидаи функсийанын тапылмасынын щямишя  
щялли вар. 

Гейд. Ибтидаи функсийасы олмайан функсийаларда  мюв-
ъуддур. Мясялян, «ишаря (сигнум)» функсийасы   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<−

==
0,1
0,0
0,1

x
x
x

Sgnxy  

Бу функсийа щеч бир функсийанын тюрямяси ола билмяз, 
беля ки, тюрямянин хассясиня эюря о, бцтцн интервалдакы 
гиймятляри ала билир, верилмиш функсийа ися, мясялян 1/2 
гиймятини ала билмир.   

6. Интеграл щесабынын ясас дцстурлары. Йухарыда 
эюстярилян кими (теорем 3) [ ]ba,  парчасында  кясилмяз ( )xf  
функсийасы цчцн йухары сярщяди дяйишян интеграл 

 ( ) ( )∫=
x

a

dttfxP ( )xf  функсийасынын ибтидаи функсийасыдыр. Тутаг 

ки ,  – ин ихтийари ибтидаи функсийасыдыр, онда 
. Сабит  ъ-ни асанлыгла мцяййян етмяк олар, 

беля ки, 

( ) ( )xfxF −
( ) ( ) cxPxF +=

( ) 0=aP  демяли ( )aFc =  бурадан ися 

. Нятиъядя аларыг: ( ) ( ) ( )∫+=
x

a

dttfaFxF

( ) ( ) ( )aPbPdttf
b

a

−=∫     вя йахуд          (2) ( ) ( ) ( )aFbFdttf
b

a

−=∫



 

 231

Бу интеграл щесабынын ясас дцстурудур.  

интегралынын гиймяти интеграл алты функсийанын ихтийари ибтидаи 
функсийасынын 

( )∫
b

a

dttf

ax =  вя bx =  гиймятляриндяки фяргиня бяра-
бярдир. Бу дцстур кясилмяз функсийанын мцяййян интегралыны 
щесабламаг цчцн сямяряли вя садя васитядир. Бир чох 
функсийаларын ибтидаи функсийаларыны елементар функсийалар ва-
ситясиля ифадя етмяк мцмкцндцр. Бу щалларда мцяййян 
интеграл билаваситя (2) дцстуру иля щесабланыр. ( ) ( )aFbF −  

фяргини адятян ( ) b

a
xF  символу иля ишаря едирляр, (2) дцстуруну 

ися ашаьыдакы шякилдя йазырлар: 

                          ( ) ( )b

a

b

a

xFdxxf =∫                              (3) 

Мисал 1. Интеграл щесабынын ясас дцстуруну тятбиг 
едяряк ашаьыдакы интеграллары тапын вя уйьун яйри-хятли 
трапесляри чякин. 

а) ∫
8

0

3 dxx  ;     б)  ∫  ;    ъ) 
π

0

sin xdx
( )∫ +

3

0
21 x

dx  

Щялли. а) ;128
4
3

4
3 3

48

0

3
48

0

3
18

0

3 =⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∫∫ xdxxdxx  

         б ) ( ) ;20coscoscossin
0

0

=+−=−=∫ ππ
π

xxdx     

         ъ) .
3

0
31

3

0

3

0
2

ππ
=−==

+∫ arctg
x

dx   
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Гейд. Яэяр  ( )xf  функсийасы [ ]ba,  парчасында кясил-
мяз оларса, онда теорем 3-я эюря онун ибтидаи функсийасы 

вар. Мясялян, беля ибтидаи функсийалардан бири  интег-

ралыдыр. 

( )∫
x

a

dttf

 

 

 

 

 

 

 

 

                  8       x                         π    x                  3      x 
 

Шякил 2. 

1 

Зярури дейилдир  ки, бу вя йа диэяр ибтидаи  функсийа 
елементар функсийалар васитясиля ифадя олуна билсин. Мясялян, 
ещтимал нязяриййясиндя чох мцщцм рол ойнайан 

( ) 2

2

2
1 t

exf
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

π
  - функсийасынын ибтидаи функсийасы вар, чцнки 

бу функсийа кясилмяздир. Бу ибтидаи функсийалардан бири, 

мясялян, ( ) dtex
x t

∫
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Φ

0

2

2

2
1
π

 -дир. Бу функсийа ися елементар 

функсийалар васитясиля щеч бир цсулла ифадя олунмур. Буна 
бахмайараг бу функсийа Лаплас функсийасы кими чох 
мяшщурдур вя йахшы юйрянилиб вя онун гиймятляр ъядвяли вар. 

7. Мцяййян интегралда дяйишянин явяз олунмасы 

вя щисся-щисся интеграллама цсулу. Тутаг ки,  

интегралыны щесабламаг тяляб олунур, бурада 

( )∫
b

a

dxxf

( )xf  функсийасы 
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][ ba,  парчасында кясилмяз функсийадыр. ( )tx ϕ=  гябул едяк 
вя ( )tϕ  функсийасынын ашаьыдакы  шяртляри юдядийини фярз едяк: 

а) ( )tϕ′  щяр щансы [ ]βα,  интервалында тяйин олунмуш 

кясилмяз функсийадыр вя  t [ ]βα,  интервалында дяйишдикдя [ ]ba,  

интервалындан кянара чыхмыр; 

б) ( ) ( )βϕαϕ == ba , ;  

ъ) [ ]βα ,  интервалында ( )tϕ′  кясилмяз тюрямяси вар. 

Онда ашаьыдакы дцстур доьрудур: 

                                     (4) ( ) ( )( ) ( )∫∫ ′=
β

α

ϕϕ dtttfdxxf
b

a

Мисал 2. ∫ −
a

0

22 dxxa  интегралыны intaSx =  явяз-

лямясинин кюмяйи иля щесаблайаг, бурада 2;0 πβα ==  

42
2

2

22

0

22

0

22
a

0

22 atSintatdtCosadxxa π
ππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==− ∫∫  

Щисся-щисся интегралламайа эялдикдя ися гейри-мцяй-
йян интегрлда щисся-щисся интеграллама шяртляри дахилиндя 
аларыг: 

∫∫ −=
b

a

b

a
a

vduuvudv
b

                  (5) 

Бу дцстур мцяййян интегралда щисся-щисся 
интеграллама дцстуруну ифадя едир. 

 

МЯСЯЛЯЛЯР 

1. Ашаьыдакы интеграллары тапын: 
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а)  ;       б) ∫
−

2

1

2dxx ∫ −
2

0

1 dxx  ;    ъ) ∫
−

−

2
1

2
1

21 x

dx ; 

      ч) ;     д) ( )∫ −
4

0

2 dxxx ∫
4

1 x
dx ; 

2. Дяйишяни явяз етмякля ашаьыдакы интеграллары та-
пын: 

а) ∫ −

4

1 5 x
xdx ;       б) ∫ −

ln2

0

1dxex ;       

 ъ) ∫ −
a

0

222 dxxax ;         ч) ∫
+

3

1
23 x

xdx ; 

3. Щисся-щисся интеграллама цсулу иля ашаьыдакы 
интеграллары тапын: 

а) ;       б) ;        ъ) ;  ∫ −
ln2

0

dxxe x ∫ ⋅
π

0

dxSinxx ∫ ⋅
π2

0

2 dxCosxx

4. Тутаг ки, , -кясилмяздир. ( ) ( )∫=
x

dttfxF
0

( )tf

Интегралын щяндяси анламындан истифадя едяряк, исбат 
един ки,  функсийасы b нюгтясиндя минимума вя c нюг-
тясиндя максимума маликдир, d нюгтяси ися яйилмя нюг-
тясидир (шякил 3). 

( )xF

( )xF  функсийасынын  графики [ ]qp,  парчасында 
йухарыйа доьру галхан маили дцз хятт, [ ]w,ν  парчасында  ися 

ашаьыйа доьру енян маили дуз хяттдир. 

          

                                                                                              

f 

 

 

    b   d     c                v         w      p                   q            x 

       Шякил 3. 



 
 

 

 

5. Исбат едян ки, Лаплас функсийасы 

( ) ∫
−

⎟
⎞ t

dte 2  тяк  функсийадыр вя ъидди артандыр.   
⎠

⎜
⎝
⎛=Φ

x

x
0

2

2
1
π

 

10.3  Мцяййян интегралын тятбигляри 
 1. Яйринин узунлуьу, фигурун сащяси вя ъисимин 
щяъми. Лимитляр нязяриййяси, диференсиал вя интеграл щесабы 
имкан йарадыр ки, яйринин узунлуьу, фигурларын сащяляри, ъисмин 
щяъми анлайышлары дягиг рийази шякилдя мцяййян олунсун, 
онларын ясас хассяляри исбат олунсун. Фигурларын сащяля-
риндян башлайаг. Щесаб едяъяйик ки, дцзбцъаглынын, цчбу-
ъаьын вя цмумиййятля чохбуъаглынын сащяси мялумдур. 

Мцстяви цзяриндя ихтийары, мящдуд гапалы област тяшкил 
едян (P)  фигуруну эютцряк. Онун сярщядини гапалы яйри вя 
йа бир нечя беля яйриляр кими тясяввцр едяъяйик. (P) 
фигурунун тамамиля ичярисиндя йерляшян  бцтцн мцмкцн (A) 
чохбуъаглыларына вя P фигуруну бцтцнлцкдя ичярисиндя сахла-
йан (B) чохбуъаглыларына бахаг. Яэяр  A  вя  B  онларын 
уйьун  сащяляридирся, онда щямишя BA ≤  олар. 

Тяриф. Яэяр щяр ики сярщяд { }ASupP =*  вя { }BSupP =*  
цст-цстя дцшярся, онда онларын цмуми гиймяти П фигурунун 
сащяси адланыр. Бу тярифя  истинад едяряк сащялярин фунда-
ментал хассясини исбат етмяк олар: яэяр (П) мцстяви областы  
ики щиссяйя (П1) вя (П2) бюлцнцбся, онда П = П1+ П2 олар, бу 
шяртля ки, цч П, П1, П2 ядядляриндян икиси мювъуд олсун. 
Сащянин бу хассясиня аддитивлик дейилир. Бу хасся ихтийари 
сонлу  сайда щиссяляря дя  тятбиг едиля биляр. Бу хассядян 
щям дя чыхыр ки, мцстяви фигурунун щиссясинин сащяси бцтцн 
фигурун сащясиндян кичикдир. Хцсуси щалда мцстяви фигур яй-
рихятли трапес олдугда( бах бюлмя 10.1 п.2) онун сащяси 
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a)                                 b)                                с) 
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анлайышы мцяййян интеграл анлайышына эятирлир. Яйрихятли 

трапесин сащяси  мцяййян интегалына бырабярдир. ( )∫
b

a

dxxf

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Яэяр трапес тамамиля абсис охундан ашаьыда йер-

ляширся, онда ( ) 0≤xf  олар вя  мянфи олар. Мцтляг 

гиймятъя щямин яйрихятли трапесин сащясини веряр    (бах шякил 

1 б). Цмуми щалда  интегралы яйрихятли трапесин 

сащясинин ъябри ъямини веряр, абсис охундан йухарыда йер-
ляшян сащя бу ъямя «цстяэял» ишаряси иля, абсис охундан 
ашаьыда йерляшян сащя ися «чыхма» ишаряси иля дахил олар 
(шякил 1, ъ). 

( )∫
d

c

dxxf

( )∫
q

p

dxxf

Мисал 1. Яйри  тянлийи иля верилдикдя, штрихлянмиш 
фигурун сащясини тапын (шякил 2)                                                               

3xy =

Щялли. Ахтарылан сащя-                                                                   

2     x 
-2 

y 
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844
44

2

0

40

2

42

0

3
0

2

3 =+=+−=+−=
−−

∫∫
xxdxxdxxS .                                                

Охшар гайда иля полйар  

координатларла верилмиш 

фигурларын сащяляри щесабланыр. 

ОА вя ОБ шцалары иля вя  

( )BOXOAX ∠=∠= βα ,  кясилмяз ( )θϕρ =  яйриси иля мящ-

дудлашан П секторунун (шякил 3) сащяси ( )( )∫⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

β

α

θθϕ dS 2

2
1

.       

)(θϕ
  

Aβ
 

 

 

Тягрибян бу гайда иля ъисимлярин щяъминин щесаблан-
масы  мясялясиня йанашмаг олар. Щесаб едяъяйик ки,   дцз-
буъаглы паралелипипедин, призманын вя цмумиййятля чохцзлц 
ъисимлярин сащяляри  мялумдур.                                                               

Мящдуд гапалы област тяшкил едян  фязада ихтийари (ϑ ) 
ъисими эютцряк. (ϑ ) ъисминдя тамамиля йерляшян бцтцн  
мцмкцн чохцзлц ъисимляря–(К) чохцзлцляриня бахаг. Бун-
дан ялавя (ϑ  ) ъисмини тамамиля  юз дахилиндя сахлайан (L) 
чохцзлцляриня дя  бахаг. Яэяр К вя L  уйьун олараг онларын 
щяъмидирся, онда LK≤  олар. 

Тяриф. Яэяр щяр ики сярщяд цст-цстя дцшярся ( *ϑ - дя-

гиг йухары, - дягиг ашаьы сярщяд), онларын цмуми гиймяти *ϑ
ϑ  (ϑ ) ъисминин щяъми адланыр.  

Бу тярифя истинад едяряк щяъмин аддитивлийини вя ъимсин 
истянилян щиссясинин щяъминин онун бцтцн щяъминдян кичик 

α

 B 

0 X 
                Шякил 3. 
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олдуьуну исбат етмяк  олар. Щяъмлярин щесабланмасы цчцн 
мцяййян  интегралдан истифадя етмяк олар. Сонракы бюлмядя 
буну там шякилдя эюстяряъяйик. Инди ися садя мисалла кифа-
йятляняк. 

Мисал 2. ( )xfy =  функсийасынын графикинин OX  оху ят-
рафында фырланмасындан алынан сятщ вя x=a, x=b  мцстявиляри 
иля (шякил 4) мящдудлашан ъисимин щяъмини тапын.  

Щялли. [ ]AB  парчасыны bxax n =<<= ...0  нюгтяляри 

васитясиля щиссяляря бюляк (шякил 4.) Асанлыгла эюрмяк олар ки, 

(ϑ ) ъисминин ϑ  щяъми, тягриби о ( )) Δ2
ii xx  

ъяминя бярабярдир, ix

лараг ∑
−

=

1

0

n

i

fπ

бурада xx

(

ii −=Δ +1 . [ ]AB  парчасыны 

даща кичик щиссяляря бюлсяк ( )( )∫ dxxf 2π  интегралы 

олар ки, бу да ахтарылан ъисмин 

 бу ъям  

щяъмидир. 

b

a

                      

 

 

 

 

 

 

      

 

           A          xi                        xi+1               B 
           a          xi                                                   b     x  
 
 
 
                   Шякил 4. 

y 

Мясялян, яэяр hbakkxy ==≥= ,0,0,  оларса, 

онда аларыг  
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( ) ( ) hrhkhhkxkdxkx
h

h
22

3
2

0

3
2

0

2

3333
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===∫

πππππ . 

Бу ися щцндцрлцйц h , радиусу   r=kh   олан даиряви конусун 
щяъмидир. 

Нящайят  яйринин узунлуьу щаггында. 

Яйринин узунлуьу бу яйринин дахилиня чякилмиш сынаг 
хяттин узунлуьунун йухары сярщяди кими тяйин олунур. Бу йу-
хары сярщяд фигурларын сащяляри вя ъисимлярин щяъминя охшар  
шякилдя мцяййян интегралла ифадя олуна биляр. 

2. Механики вя физики тятбигляри. Бу тятбигляр принси-
пиал характер дашысалар да (бу тятбиглярдя интегралсыз кечин-
мяйин мцмкцн олмамасы иля  ифадя олунан) игтисадчылар цчцн 
аз мараг кясб едирляр. Ашаьыдакы яйани изащла кифайятляня-
ъяйик.  

Йада салаг ки, сцрят тяъилин интегралыдыр, эедилян  йол 
ися сцрятин интегралыдыр. Автомобилин сцрятини онун тякярляринин  
фырланма сцряти иля мцяййян етмяк олар. Тяййарянин сцрятини 
неъя тяйин етмяк олар? Щавасыз фязада ракетин сцрятини неъя  
тяйин едяк? Мялумдур ки, бир чох ракетляр  учуш заманы 
автоном щярякят едирляр. Онларын сцрятини вя йерини неъя 
мцяййян  етмяк олар. Тяъили замана эюря интеграллайараг 
ракетин сцрятини, юз нювбясиндя сцряти интеграллайараг ракетин 
йерини тапмаг олар. Айдындыр ки, узун мцддятли космик учуш-
лар заманы планетлярля улдузларла вя с. иля орийентасийа етмяк 
олар.  

 3. Интеграл анлайышынын игтисади вя башга изащлары. 
Интегралын щяндяси анлайышындан истифадя едяк. 

А. 100-ватлыг електрик лампасы мянзилдя 1 саат 
ишлядикдя 0,1 кВт, 2 саатда ися 0,2 кВт вя с. електрик енержиси 
сярф едир. Суткада ону бир нечя дяфя йандырырлар, сюндцрцрляр 
вя бу сябябдян дя онун ня гядяр електрик енержиси сярф ет-
дийини билмяк чох чятин олур. Нязяря алсаг ки, мянзилдя он-
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ларла  лампа, електрик гыздырыъы, телевизор вя диэяр ъищазлар  иш-
ляйир  бу мясяля даща да чятинляшир. Сутка ярзиндя истещ-
лакчыларын мцяййян едилмиш електрик эцъляри дяйишир ( шякил 5 а) 

                                          

 

                                                                                

                                                                             

                                       

 

Бир суткада електрик сярфини неъя щесаблайаг? Садя 
щалда, сабит електрик ъярйанында истещлакчы ващид заманда  q  
гядяр енержи сярф едирся, онда T  заманында q, t гядяр 
електрик енержиси сярф едяр (шякил 5,б). Бу ися дцзбуъаглынын 
сащясидир, дяйишян ъярйан олдугда ися електрик ъяряйаны сярфи 
q(t) , a заманындан b заманына гядяр яйри-хятли трапесин 
сащясиня бярабяр олар (шякил 5,в) Бу сащя ися 

 интегралына бярабярдир, бурада ( ) ( ) ( )aFbFdttq
b

a

−=∫ ( )tF  функ-

сийасы  – нин щяр щансы ибтидаи функсийасыдыр. ( )tq−

       эцдцз      эеъе                      t                   0          1       2  
 

Шякил 5. 

a)                                       b)                            v) 

q 

Мисал цчцн тутаг ки, ( ) ( )21−= ttq  (бах шякил 5, ъ) йяни 
енержи истещлакы яввялъя енир, сонра йенидян галхыр. Бу 

функсийа цчцн ибтидаи функсийа мясялян, ( )
3
1 3−t - дцр. Демяли, 

електрик сярфи 0 заманындан 2 заманына гядяр дяйишдикдя 

( )
3
2

3
1

2

0

3

=
−t  олар. Реаллыгда ися ибтидаи функсийа ролуну електрик  

сайгаъы ойнайыр.  

Б.   Тамамиля охшар гайда иля су сайгаъы заводун 
артан су сярфини щесаблайыр. Бу сайьаъын ясас деталы онун 
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ичярисиндя  олан кичик турбиндир, онун фырланмасы сцряти боруда 
ахан суйун сцряти иля  мцтанасибдир. Айдындыр ки, суйун ани 
сярфи онун сцрятиля мцтянасиб олмалыдыр.  

Ъ.  Автомобилин ъищазлары  ичярисиндя спидометр дя 
вар. Бу ади, фактики олараг ики ъищаздан ибарятдир: спидометрин 
юзц, йяни истянилян вахтда автомобилин  сцрятини эюстярян вя 
истисмара верилян вахтдан онун  нечя км йол эетдийини 
эюстярян щисся. Бу щиссяйя километражын сайьаъы да дейирляр. 
Бу сайьаъын эюстяриъиси автомобилин сцрятинин вахтдан 
асылылыьынын ибтидаи функсийасыдыр. Диэяр  ибтидаи функсийалардан 
бунун фярги ондадыр ки, истисмарын башланьыъында бу 
функсийанын гиймяти сыфыра бярабярдир. 

Ч.  Електрик йцкц г, эярэинлийи Е олан електрик сащя-
синдя Ег гцввяси тясир едир. Яэяр йцкцн кцтляси м оларса, 
онда тяъил дя дяйишяр. Бу щалда йцкцн щярякяти мцряккяб 
характер алыр. Щесабламалар апармаг цчцн интегралын тятбиги 
зярури олур . 

Д. Юлкядя ящалинин  артмасы сцряти бир чох амиллярдян 
асылыдыр–ящалинин юз сайындан, щяйат сявиййясиндян, яня-
нялярдян вя с. Щесабламалар цчцн мцряккяб рийази  апа-
ратдан, о ъцмлядян диференсиал тянликлярдян вя  интеграл-
лардан истифадя олунур. 

Е. Нефт йатагларында чох сайда гуйулар фяалиййят 
эюстярир.  Онларын иш режимиляри мцхтялифдир (бязиляри тямиря да-
йаныр вя с.). Бу сябябдян дя бцтцн йатаьын эцъц  (йатаьын  
дебити) вахтдан асылы q(t) функсийасыдыр. Онда йатаг a  

заманындан b   заманына гядяр   - гядяр нефт веряр. ( )∫
b

a

dttq

Цмуми щалда яэяр ани вахтда истещсалын эцъц P(t)- 
дирся, онда  a заманындан  b   заманына  гядяр гуйу  

  мигдарда мящсул веряр. ( )∫
b

a

dttP
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Я. Интегралларын, ъямиййятин сосиал-игтисади гурулу-
шунун тящлили цчцн, тятбигинин мцмкцнлцйцнц эюстярмякдян 
юртц яйани вя  чох мараглы мисал юлкянин сярвятинин бюлцн-
мясини тямин едян «Ъинни диаграмы вя йа яйриси» адланан 
мясялядир. 

d(z)  функсийасына бахаг, 

Шякил 6. 

d(z) 

1   z 

1 беля ки, бу функсийа  эюстярир ки, 

ъямиййятин ян касыб z-щиссяси 

бцтцн юлкя    1 сярвятинин д(з) 

щиссясиня маликдирляр (шякил 6).  

Яэяр  сярвятин  пайланмасы 

мцнтязям олсайды, онда d(z) 

функсийасынын графики  квадратын диагоналы бойунъа d(z) 

эедярди. Штрихлянмиш щиссянин сащяси ня гядяр бюйцк  олар-
са, сярвят о гядяр гейри-мцнтязям пайланар. Бу сащянин 
эюстярян ядяд «Ъинни ямсалы» адланыр.  Чох сайда аналожи  
характеристикалар фикирляшмяк олар; мясялян ямяк щаггынын 
пайланмасыны гиймятляндирмяк цчцн вя йа ямякдашлар ара-
сында аксийаларын бюлцнмяси вя с. 

 Уйьцн «Ъинни» функсийасы йягин ки, чох мцряккяб 
олаъаг вя  интегралсыз кечинмяк мцмкцн дейилдир.  

 

МЯСЯЛЯЛЯР 

 1. Мяктяб програмындан мялум олан даирянин сащя-
си, даиря секторунун вя сегментинин сащяляринин дцстуруну 
полйар координатларда сащялярин щесабланмасы дцстурлары 
(бах п.1) васитясиля алын. 

 

 
2)5(8 +− x  

x  4−

2)5(6 −+ x
2x( )10

 

y 
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2.  Мяктяб  курсундан мялум олан пирамиданын, кя-
сик пирамиданын, даиряви конусун вя кясик конусун щяъ-
минин дцстурларыны чыхарын  (бах п.1). 

3. Шякил 7-дя олан фигурларын сащялярини тапын.  

4. Полйар координат системиндя верилмиш фигурларын 
сащялярини тапын (шякил 8):а)  – лемнискат; б) 

 -кардиоид; ъ) 
ϕ22 Cosr =

ϕCosr +=12 ϕ3Sinr =  - цч йарпаг 

 

0 2 1  0         1     

Шякил 8. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

           5. Щям електрик сайьаъы, щям дя автомобилин кило-
метражынын сайьаъы щяр щансы кямиййятлярин шкаласына  малик-
дир. Мясялян, километражын сайьаъы 100000 км-дян сонра сыф-
ры эюстярир. Бундан сонра спидометрля бу сайьаъын «гар-
шылыглы мцнасибяти» неъя олаъаг? 
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 6. «Жигули» автомобилляринин бир чох моделляриндя 
километражын сайьаъындан ялавя бир сайьаъда вар ки, сцрцъц 
истянилян вахт ону сыфра чевиря биляр. Спидометрля бу сай-
ьаъын  «гаршылыглы мцнасибяти» неъядир? 

 7. Електрик сайьаъы, су сайьаъы вя автомобилин кило-
метраж сайьаъы интеграл вя йа ъямляйян ъищазлара аид  башга 
мисаллар да эюстярин. Електрик сайьаъынын кюмяйи иля универ-
сал интегратор дцзялтмяк  олар. Гябул едяк ки, сайьаъын фыр-
ланмасы ондан кечян  ъярйанла  дцз мцтянасибдир.  

 Тутаг ки, щяр щансы x кямиййятинин интеграторуну дц-
зялтмяк  лазымдыр. Х кямиййяти заманын функсийасыдыр х(t). 
Яввялъя аралыг ъищазы дцзялдяк. Бу ъищаз  x-я  эюря  x-ля  
мцтанасиб ъяряйан  истещсал едир: i=kx, k – щяр щансы сабит-
дир. Ъяряйан сайьаъын тякяръийини фырладан сащя   йарадыр. О 

заман сайьаъын эюстяриъиси   олар, бурада  о – 

сайьаъын ишлянмясинин башланьыъыдыр. 

( )∫=
T

dttiTF
0

)(

Айдындыр ки,  k  сабити дягиглийиля сайьаъын эюстяриъиси  
x(t) – нин ибтидаи функсийасыдыр.    

 8. Шякил 9-да п гиймятиндян асылы D  тяляб вя  S  тяклиф 
функсийаларынын графикляри верилмишдир. Штрихлянмиш сащяляря вя 
йа уйьун интеграллара щансы игтисади мяна вермяк олар? 

                                                                                      

 

   

 

 

                  
p1        p2                     P 

D 

 p1            p2   P 

S 

Шякил  9.  
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9. Ъинни функсийасы x2 , x3 оларса, сярвятин ъямиййятдя 
бюлцнмясинин Ъинни ямсалыны тапын. 

10. Ашаьыдакы мяшщур мясяляйя бахаг:  

Адам чийниндя кюкляри вя будаглары кясилмиш аьаъ апарыр. 
Аьаъын щансы тяряфи аьыр олар: кюк тяряфи йохса баш тяряфи? 

 

 

 

 

 

Мювзу 11. 

 ГЕЙРИ-МЯХСУСИ ВЯ ЧОХГАТ 

 ИНТЕГРАЛЛАР 

 

11.1. Гейри-мяхсуси вя чохгат интеграллар 

 1. Сонсуз сярщядли интегралларын тярифи. 10.1-10.3 
бюлмясиндя сонлу интервалда  верилмиш мящдуд функсийаларын 
мцяййян интегралларыны юйряндик. Гейри-мяхсуси интеграллар 
эюстярилян анлайышын сонсуз интервалда вя гейри-мящдуд 
функсийалар цчцн цмумиляшмядир. Яввялъя сонсуз интервал 
щалы цчцн интеграл анлайышындан башлайаг. 

Тутаг ки, ( )xf  функсийасы  [ )∞,a  интервалында тяйин 

олунмуш вя бу интервалын истянилян  сонлу [ ]Aa,  щиссясиндя 
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интегралланан функсийадыр. Демяли, истянилян  цчцн  

 - интегралы  вар.  

aA ≥

( )∫
A

a

dxxf

Яэяр ∞→A  -да бу интегралын лимити (сонлу вя йа 
сонсуз) варса, она ( )xf  функсийасынын a - дан  ∞  -а гядяр 

гейри-мяхсуси интегралы дейилир вя  кими ишаря едилир. ( )∫
∞

a

dxxf

Бир даща гейд едяк ки, 

                          (1) ( ) ( )∫∫ ∞→

∞

=
A

a
A

a

dxxfdxxf lim

Яэяр лимит сонлудурса, онда дейирляр ки, (1) интегралы 

йыьыландыр вя ( )xf  функсийасы  сонсуз интервалда 
интегралланан адланыр. Яэяр (1) лимити сонсуздурса вя йа йох-
дурса, онда интеграл даьылан адланыр. 

[ )∞,a

Аналожи гайда иля  гейри-мяхсуси интегралы тя-

йин едилир, беля ки, .                 

- интегралы ися беля тяйин едилир: истяниля  a ядядини эютцряк вя 

яэяр вя   интегралларынын щяр икиси варса, онда  

интегралы да вар вя  онларын ъяминя  бярабярдир. 

( )∫
∞−

a

dxxf

( ) ( )∫∫
∞−

−∞→
=

aa

A
A

dxxfdxxflim ( )∫
∞

∞−

dxxf

∫
∞−

a

∫
∞

a
∫
∞

∞−

 

Мисал 1. Йер кцрясиндян шагули щярякят едян ъисмя  
йер кцрясинин сятщиндя щансы минимал сцрят вермяк лазымдыр 
ки, ъисим йеря гайытмасын. 
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Щялли. Йер радиусу р=6371 км олан кцря шякилиндядир. 
Йерин ъазибя гцввяси  F(r)=gm , бурада g=9.8 m/c m-ъисмин 
кцтлясидир. Йер сятщиндян h щцндцрлцкдя  бу гцввя   
F(r+h)=gmr2/(r+h)2   олар. Ъисимин  гайытмамасы цчцн ону 
сонсузлуьа узаглашдырмаг лазымдыр. Бунун цчцн 

 гейри-мяхсуси интегралы щесабламаг лазымдыр.Бу 

интегралы тапмаг цчцн  интегралыны  тапыб H-ы сонсузлуьа  

йахынлашдыраг. 

( )∫
∞

+
0

dhhrF

∫
H

0

( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=
+

−

∫ Hr
r

gmr
hr

gmrdh
hr

gmr
HH 111 2

0

2

0
2

2
 

)( HrgmHr += . ∞→H  -да бу ифадянин лимити gmr-я 
бярабяр олар. Бу потенсиал енержидир. Яэяр ону кинетик 

енержийя чевирсяк аларыг: ckmgrvmvgmr /17.112,
2
1 2 ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

Бу ися ахтарылан сцрятдир. 

 2. Гейри-мящдуд функсийаларын гейри-мяхсуси 
интеграллары. Сонлу  [ ]ba,   парчасында верилмиш, гейри-

мящдуд  функсийасына бахаг. Фярз едяк ки, ихтийары ( )xf
[ ]ε−ba,  интервалында ( )xf  мящдуд вя интегралланан, 
[ bb , ]ε−  интервалында ися гейри-мящдуддур, бурада 

ab −<< ε0 .  b нюгтяси хцсуси нюгтя адланыр.  

( )∫
−εb

a

dxxf  интегралынын 0→ε  л

 фун

 иля иш

имитиня  (сонлу вя йа сон-

суз) (xf ксийасынын a - дан b - я гядяр гейри –мяхсуси  

интегралы дейилир вя ( )∫ xf аря едилир. 

)
b

a

dx

Бир даща гейд едяк ки,  
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                                 (2)  ( ) ( )∫∫
−

→
=

ε

ε

b

a

b

a

dxxfdxxf
0

lim

 Яэяр лимит сонлудурса, онда  дейилляр ки, (2) интегралы 
йыьыландыр вя ( )xf  функсийасы [ ]ba,  интервалында интегралланан 
адланыр. Яэяр лимит сонсуздурса вя йа йохдурса, онда 
дейирляр ки, интеграл даьыландыр.  

Мисал 2. Функсийа 
21

1
x−

 ихтийари [ ] ( )101,0 <<− εε  

интервалында интегралланандыр вя ==
−

−
−

∫
ε

ε
1

0

1

0
2

arcsin
1 x
dx

 

( )ε−= 1arcsin . ( )
2

1arcsin1arcsinlim
0

πε
ε

==−
→

 олдуьундан   

тядгиг етдийимиз гейри-мяхсуси интеграл   
2
π   бярабярдир. 

3. Икигат интеграллар, тяриф. Яйрихятли трапесин сащя-
синин тапылмасы (бах бюлмя 10.1 б. 2, бюлмя 10.2 б.1.) садя 
(бир юлчцлц) мцяййян интеграл анлайышына эятирилир, икигат 
интеграл анлайышына ися силиндрик тирин щяъминин тапылмасы 
мясяляси эятирир. Йухарыдан ( )yxf ,z =  сятщи иля, йанлардан 
силиндрик сятщлярля, ашаьыдан мцстяви (P) фигуру иля (шякил 1) 
мящдудлашан (V) ъисминя  бахаг. Бу ъисимин щяъмини  
тапмаг тяляб олунур. Бунун цчцн (P) областыны яйри сетлярля 
(P1), … , (Pн) щиссяляриня бюляк               

z 
вя отураъаглары щямин щиссяляр  

олан силиндрик дирякляря бахаг.                    y 

Бу дирякляр ъям  щалында 

верилмиш ъисми тяшкил едирляр.                                  Pi 

Щяр бир (Pi) щиссясиндя  

( xi,yi ) нюгтяси эютцряк, онда                                               
                                     x 
            Шякил 1. 
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диряклярин щяъми (отураъаьы  

(Pi) ) тягрибян ( ) iii Pyxf ,   олар. Pi-(Pi) щиссясинин  сащясидир. 

Онда бцтцн ъисмин (V) ъями тягриби олараг  

олар. Даща дягиг гиймят алмаг цчцн (Pi) щиссялярини 
кичилтмяк лазымдыр. (Pi)-щиссяляринин ян бюйцйцнцн  диамет-
ринин сыфыра йахынлашмасы шяртиля лимитя  кечсяк дягиг гиймят 

аларыг. Демяли,      

( )∑
=

n

i
iii Pyxf

1

,

( )∑
=

=
n

i
iii PyxfV

1
,lim

Бу шякилдя лимит ( )yxf ,  функсийасынын (P) областы цзря 
икигат интегралы адланыр. Икигат интеграл ( )

( )
∫∫
P

dPyxf ,  символу иля 

ишаря олунур. Онда  ъисимин щяъми ашаьыдакы шякилдя олар:  
( )

( )
∫∫=
P

dPyxfV ,  

Эюрцндцйц кими икигат интеграл ади интегралын икидяйи-
шянли функсийа цчцн цмумиляшмясидир. Сатщлярин сащялярини 
тапмаг цчцн икигат интегралдан истифадя едирляр. Тутаг ки, 
сятщ (P) областында ( )yxf ,  функсийасы иля верилирб. Яэяр функ-
сийа вя област сащясини мцяййян икигат интегралын кюмяйи иля 
щесабламаг олар. 

 4.Икигат интегралын тякрар интеграла эятирилмяси. 
Икигат интегралын тякрар интеграла эятярилмяси, онун щесаблан-
масы цчцн тятбиг  y 
олунур. Йенидян силиндрик тиря 

бахаг (шякил 1.), йалныз инди 

мцстяви (P) областы шякил  

2-дя олдуьу  кимидир, йяни 

ашаьыдан  y1(x) яйриси иля         a                   b          x 
 

Шякил 2. 

)(2 xy  

)(
)(

1 xy
P
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 вя йухарыдан y2(x) яйриси иля,  

йанлардан ися  шагули   x=a   вя    

x=b хятляри иля мящдудлашыб.      

Теорем.  Яэяр (P) областында тяйин едилмиш ( )yxf ,      
функсийасы цчцн икигат ( )

( )
∫∫
P

dPyxf ,  интегралы варса вя  щяр бир 

 цчцн садя [ bax ,∈ ] ( )
( )

( )

∫
xy

xy

dyyxf
2

1

,  интегралы  варса,  онда 

( )
( ) ( )

( )

∫∫∫∫ =
xy

xy

b

aP

dyyxfdxdPyxf
2

1

),(, .                                                  

 Бурада 
( )

( )

∫∫
xy

xy

b

a

dyyxfdx
2

1

),(  тякрар интеграл адланыр. 

Мисал 3. ( ) 22, yxyxf +=  «гапаьы» олан вя (P) облас-
тында дуран (шякил 3) силиндрик ъисмин щяъмини тапын. 

Щялли.  Ахтарылан  щяъми   v

   икигат интегралыдыр.      ( )
( )
∫∫
P

dPyxf ,

Бу икигат интегралы тякрар  эятиряк: 

              ( )
( )

(∫∫∫∫ +=
xн

P

dyyxdxdPyxf
0

22

0

,
0                   4           x 
 

Шякил 3. 

(P) 

y=(x) 

y 

)

( ) 3

0

3
2

0

22

3
4

3
xyyxdyyx

xx

⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+∫    

олдуьундан ахтарылан    щяъм 
3

256
3
4

4

0

3
44

0

3 ==⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ xdxxV                           

 5. Цчгат интеграллар. Сыхлыьына эюря гейри-биръинс ъи-
симлярин кцтлясинин тапылмасы мясяляси цчгат интеграллара 
эятирилир. Щяъми (V) олан ъисимя бахаг. Бу ъисимин сыхлыьы   
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f(m)  ъисимин нюгтяляриндя сабит кямиййят дейилдир. Бу ъисимин  
M  кятлясини тапмаг тяляб олунур.  

Бунун цчцн ъисимин щяъмини (V)-ni (Vi),…,(Vn)  щис-
сяляриня бюляк. Щяр бир   (Vi)   щиссясиндян бир   mи  нюгтяси 
эютцряк, онда щиссялярин щяъмляри тягриби олараг   f(mi)vi   
олар (йада салаг ки, V, (v) – нин щяъмидир). Бутун ъисимин 

щяъми тягриби олараг  бярабяр олар. Дягиглийи ар-

тырмаг цчцн (vи) – щиссяляринин сайыны артырмагла, онларын юл-
чцлярини азалитмаг лазымдыр. Бцтцн (vи) –ин  ян бюйцк диа-
метринин сыфыра йахынлашмасы шяртиля  лимитя  кечсяк дягиг гий-

мят аларыг, беля ки,   

( )∑
=

n

i
ii Vmf

1

( )∑
=

=
n

i
ii VmfM

1

lim

Бу лимит f(m) функсийасынын (V) областында цчгат 
интегралы адланыр. Цчгат интеграл ( )

( )
∫∫∫

V

dVmf  символу иля ишаря  

едилир. Беляликля ъисимин кцтляси цчцн дцстур ашаьыдакы шякилдя 
олур: 

                           ( )
( )
∫∫∫=

V

dVmfM                               (3) 

 Цчгат  интеграл да икигат интеграл кими ади интегралын 
цмумиляшмясидир, лакин цч дяйишянли функсийа цчцн. Цчгат 
интегралы щесабламаг цчцн ону ади тякрар интеграла эятирмяк 
лазымдыр. Цчгат интеграллары щесабламаu цчцн башга 
цсулларда мцмкцндцр. 

Мисал 4. ( ) zyxzyxf ++=,,  сыхлыьы иля верилмиш вя ми-
сал 3-дя эюстярилмиш силиндрик ъисиминин кцтлясини тапын. 

Щялли. Ахтарылан кцтля ашаьыдакы цчгат интеграла бяра-
бярдир: . Бу интегралы тякрар интеграла эятиряк. ( )

( )
∫∫∫

V

dVmf
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)( )
( ) ( )

(∫∫∫∫∫∫
+

++=
22

0

yx

Pv

dzzyxdPdvmf . Дахили интеграл бярабярдир 

( ) ( ) 32223
4

2
, xyxxxyyyyxf +++++= . Инди ися икигат ( )

( )
∫∫
P

dPyxf ,  -

ны щесаблайаг: . ( )
( )

( )∫∫∫∫ =
4

0

4

0

,, dyyxfdxdPyxf
P

( ) ( )

( )

( )xKxxx

xxxxxxxxxxxxxxy

yxyxxxyyydyxyxxxyyy

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅++⋅++=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++⎜⎜

⎝

⎛
∫

345

3
4

4435
3

2
2

345

4

0

3
2

2
3454

0

32223
4

2
1

12
19

30
13

23431023410

234102

Нящайят  ( ) 1,652...
8
1

60
19

180
13

4

0

456
4

0

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∫ xxxdxxK .   

 

МЯСЯЛЯЛЯР 

1.  функсийасынын ( )xf [ ]∞,0  интервалында орта гиймяти 

( )∫∞→

A

A
dxxf

A 0

1lim  ядядиня дейилир. Беля интервалда  Sinx функ-

сийасынын орта гиймятини тапын. Бу функсийанын орта гиймятини 
башга йолла тапмаг олармы? 

2.  бярабярлийини юдяйян  a - ны тапын. 1
0

=∫
∞

− dxae x

3. Нязяря алараг ки, 
2
1

2
1

0

2

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫
∞ −

dxe
x

π
 Лаплас функси-

йасынын тягриби графикини гурун (бах бюлмя 10.2 п.6 мяс. 5). 



 

 253

4. Мцстяви областда дайанмыш вя «гапаьы» олан силин-
дрик ъисимин щяъмини тапын, сонра шякил 4-дя эюстярилян сыхлыьа 
малик бц ъисимлярин кцтлясини тапын. 

                                            

 

 

                        

 

 

 

 

 

 

 

 

5. ( )
( )
∫∫ +
P

dPyx 22  икигат интегралыны щесаблайын, бурада 

интеграллама областы (P ),  радиусу 4; мяркязи координат баш-
ланьыъында олан даирядир. 

 y    «qapaq» x+y           y        xy                           y        xyz 
                             
  1                                 1                                   1 
 
 
                    1       x                        1        x                           1       
x 
област 
сыхлыг    x+y+z                    2x+y                              x+2z 
 

6. (
( )
∫∫∫ )++

V

dVzyx 222  цчгат интегралыны щесаблайын, 

бурада интеграллама областы (V) радиусу 8, мяркязи коор-
динат башланьыъында олан кцрядир. 

y 
 
d 
 
c 
 
       a                 b    x 

Ш кил 5

7. Радиусу r, сыхлыьы мяркяздя максимал D гиймя-
тиндян, сятщиндя минимал d гиймятиня гядяр мцнтязям 
пайланан  кцрянин кцтлясини тапын. 

8. Тутаг ки, ( ) ( ) ( )yhxgyxf =, .  

 Ямин олун ки, 
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( )
( )

( ) ( )∫∫∫∫ =
d

c

b

aP

dyyhdxxgdPyxf ,                                (P) 

цчгат интеграл цчцн уйьун     

мясяляни формалашдырын.                 

9. Дянизя дцшян тяййаря дянизин дибиндя маили вязий-
йятдядир. Тяййаряйя тясир едян суйун тязйигини неъя щесаб-
ламаг олар? (онун судан галдырылмасы имканыны гиймятлян-
дирмяк цчцн няляр лазымдыр)?                                                                  

 Мювзу 12.  

САДЯ ДИФЕРЕНСИАЛ ТЯНЛИКЛЯРИН 

ТЯРИФИ ВЯ ЩЯЛЛИ 

 

12.1. Садя  диференсиал тянликлярин тярифи вя щялли 

 1. Диференсиал тянлийин тярифи. Асылы олмайан дяйишян-
лярля, онлардан асылы функсийаларла вя бу функсийаларын щямин 
дяйишянляря эюря тюрямяляри иля ялагядар олан истянилян мц-
насибятляр диференсиал тянликляр адланыр. Яэяр асылы олмайан 
дяйишян бир оларса вя демяли тюрямя ади оларса, онда тянлик 
ади диференсиал тянлик адланыр. Биз йалныз беля тянликляри юйря-
няъяйик вя бу сябябдян дя «ади» сюзцнц диференсиал тянлик 
ифадясинин гаршысындан бурахаъаьыг. Тянлийя дахил олан тюря-
мянин ян йцксяк тяртибиня тянлийин тяртиби дейилир. Беляликля, н 
тяртибли  диференсиал тянлийи цмуми шякли ашаьыдакы кимидир: 

                           ( )( ) 0,...,,, =′ nyyyxF ,                  (1)

 бурада  у  х-дян асылы функсийа , ( )nyy ,...,′  -бу функси-

йанын тюрямяляридир. Яэяр y(x)  функсийаны вя онун тюрямя-
лярини (1) тянлийяндя  йериня йаздыгда ейнилик алынарса,  y(x) – 
функсийасы (1) диференсиал тянлийинин щялли адланыр. 
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Мисал 1. xy 2=′  биртяртибли диференсиал  тянлийя аид ми-

салдыр. Бу тянлийин щялли ( ) cxxy += 2  шяклиндя олан ихтийари 
функсийадыр, бурада  c–ихтийари сабитдир. Буну йохламаг цчцн 

 функсийасынын тюрямясини тапыб, тянликдя йериня 
йазмаг лазымдыр. 

cxy += 2

Мисал 2. 0=+′′ yy  Икитяртибли диференсиал  тянликдир. Бу 
тянлийин щялли мясялян, y=cosx  функсийасыдыр. Буну йохламаг 
цчцн  cosx  икинъи тяртиб тюрямясини тапыб, тянликдя  йериня 
йазмаг лазымдыр. 

Ади тянликлярдя олдуьу кими, диференсиал тянликляр нязя-
риййясинин ясас мясяляси – верилмиш диференсиал тянлийин бцтцн  
щялляринин тапылмасыдыр. Диференсиал  тянлийин щялляринин тапылма-
сы бу тянлийин интегралланмасы адланыр. Тянлийи бцтцн  щялля-
ринин   компакт   йазылышы онун цмуми  щялли адланыр. Мясялян,  

I мисалда цмуми щялл cxy += 2  шякилиндя олар, бурада c 

ихтийари сабитдир, бу сабитин мцхтялиф гиймятляриндя хцсуси 
щялляр алыныр. Адятян, диференсиал  тянлийи щялл едяркян ялавя 
шяртляри юдяйян хцсуси щяллярин тапылмасы тяляб олунур. 
Мясялян, тяляб олунур ки, ( ) 00 yxy =  шяртини юдяйян хцсуси 

щялли тапын. Беля ялавя шяртляря башланьыъ шяртляри дейилир. 
Бахдыьымыз мисалларда тянликлярин щялли чох  садяликля 
тапылмышдыр, лакин мцряккяб тянликлярин щяллярини тапмаг цчцн 
тягриби интеграллама цсулларындан, компцтeрлярын тятбигиндян 
истифадя етмяк зярури олур. 

Диференсиал тянликляря щям дя асылы олмайан дяйишян-
лярин диференсиаллары иля ахтарылан  функсийаларын диференсиаллары-
ны ялагяляндирян тянликляр аиддир. Мясялян,  2dx+3dy=0 дифе-
ренсиал тянликдир.   

 2. Диференсиал тянликляря эятирилян мясяляляр. Бир 
чох тябиятшцнаслыг мясяляляри диференсиал тянликляря эятирилир. 
Бир нечя беля мисаллара бахаг. 
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А. Ъисимин щярякят сцрятинин замандан асылылыьы.  Фярз 
едяк ки, x оху бойунъа щярякят едян нюгтянин щяр заман 
анында сцряти )(tν – дир, беля ки, )(tν  кясилмяздир. Бундан 
ялавя, мялумдур ки, tо анында нюгтянин абсиси  хо-дыр. 
Нюгтянин щярякят ганунуну тапмаг лазымдыр, йяни онун 
абсисинин замандан асылылыьыны тапмаг  тяляб олунур. Бу 
мясялянин щялли мцряккяб дейилдир-беля ки, абсисин дяйишмя 
сцряти, йяни тюрямя ( )tx′ – сцрятдир. Беляликля, диференсиал 

тянлик алырыг: ( ) ( )ttx ν=′  . Бу тянлийи щялл етмяк )(tν    ибтидаи 
функсийасынын тапылмасы демякдир. )(tν  кясилмяз  олдуьун-
дан онун ибтидаи функсийасы вар вя  интеграл шякилиндя беля 
йазыла биляр:  бурада ъ  ихтийари сабитдир вя асанлыгла 

тяйин олуна биляр: 

( )∫ +
t

t

cdttv
0

( ) 00 xtx =  олдуьундан 0xc =  олар. Дифе-

ренсиал  тянлийин щяллини  нятиъядя беля аларыг:  ( ) ( )∫+=
t

t

dttvxtx
0

0

Б. Фондларын щярякяти. К иля фондларын натурал вя йа 
дяйяр ифадясиндя кямиййятини ишаря едяк. Фондлар дедикдя-
дязэащлар, биналар вя с. баша дцшцлцр. Бцтцн бунлар  сынырлар, 
кющнялирляр, ишляйиб сырадан чыхырлар вя с. Бу просеся  дейирляр 
ки, фондлар сырадан чыхыр. Фондларын сырадан  чыхма сцряти, 
сырадан чыхма ямсалы иля  ифадя олунур. Беля ки, яэяр 10 илдя 
фондлар  там йениляширся, онда сырадан чыхма ямсалы  1/10-я 
бярабяр олар. Сырадан чыхма ямсалыны μ  иля ишаря едяк. 
Онда бир илдя фондлар  Kμ  гядяр азалар, tΔ  мцддятиндя ися  

tKΔμ  гядяр азалар (щесаб олунур ки, фондларын сырадан чых-
масы мцнтязям шякилдя олур).  

Диэяр тяряфдян инвестисийа-малиййя гойулушу  фонд-
ларын артмасына сябяб олур. Фярз едяк ки, бир илдя  юлчцдя 
инвестисийа гойулушу фондлары 

J
Jρ  артырыб ( 1=ρ  гябул етмяк 

оларды, лакин инвестисийанын бир щяиссяси  ямяк щагларына, 
диэяр хяръляря эедир), онда tΔ  мцддятиндя фондлар tJΔρ  гя-
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дяр артар. Ихтийари  t   моментиня вя онун tΔ  артымын хаг. 
Онда ( )

а ба
( ) tJtKtKttK Δ+Δ−=Δ+ ρμ   лар. 0→о Δt  -ла 

диференсиал тянлик аларыг:. Jρ . Гейд ,  J   

сабитдир. 

 В. 

K
dt
dK μ +−=

Демографик мясяля. Юлкянин ящалисини анында
  и

едяк ки

t   
( )tL ля  ишаря едяк. Ящалинин tΔ  заманында артымыны онун 
на сайы L  вя tΔ -йя мцтянасиб г ул едяк, онда  

 

яб

 
L  
 

  
L0 

                                    t 
 
  

Шякил 1. 

 

 

 

 

( ) ( ) ( ) ttLtLttL α=Δ+ + Δ  олар. 0→Δt   олараг  диференсиал  тян-

лик аларыг: ( )tL
dt
dL α= .  

Бу тянлийин цмуми щялли 

 

моментиндя ин 

сайыдыр анда). Ящалинин беля артымы 

сябябдян дя ящалинин артымы дайаныр. 

( ) teLtL α−=  олар, бурада0

00 −L    ящалин

 (мцшащидяйя башлай
експоненсиал (шякил1)  адланыр. Айдындыр ки,  беля  артым узун 
мцддят давам едя билмяз-якс механизм ишя дцшяр: щяйат 
сявиййясинин  ашаьы дцшмяси, доьумларын азалмасы вя с. Бу 
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ох щалларда тюрямяйя 
 3. Тюрямяйя эюря щялл олунмуш биртяртибли тянлик-
ляр. Бир тяртибли диференсиал тянликляри ч
нязярян щялл едиб ( )yxfy ,=′  шякилиндя йазмаг олур. Яэяр 

( )yxf ,  йалныз x -дян асылы оларса, онда ( )xfy =′  тянлийини 

аларыг. Беляликля, яэяр ( )xf  ибтидаи ( )xF  функсийасына малик-

мясялян эяр дирся,  я ( )xf  кясилмяздирся, юстярилян 
диференсиал тянлийин 

онда  э

( ) cy xF +=  шяки  цмуми щялл вар.  

ъ сабитинин кон гиймятини тапмаг цчцн башланьыъ 
шяртиндян истифадя етм  

линдя

крет 
як олар ( ) yxy 00 =  бу щалда конкрет 

хцсуси щялл  ашаьыдакы кими олар: 

   ( ) ( ) ( )( )0 xxFxy 00 Fy −+=                   (2)  

( )yxfy ,=′  олдугда, ( )yxf , Цмуми щалда – функ-

сийасы  мящдудиййятляр гоймагла
мяк о  йеэаня щял н  цмуми

цзяриня мцяййян  эюстяр-
лар ки, бу тянлийин ли вар, ону  щялли 

бир ихтийари  сабитдян асылыдыр, яэяр  ( ) 00 yxy =   башланьыъ шярти 

верилярся, бу шярти юдяйян йеэаня хцсуси щялли  тапырыг. 

Мисал 3. xey =′  диференсиал  тянлийинин ( ) 10 =y  шяртини 

юдяйян щяллини тапын. 

Щялли. xe  сийасы цчцн ибтидаи функ ясялян, 
xe  олдуьундан (2)

- функ сийа м
 дцстуруна ясасян ахтарылан щялл 

( ) ( ) xx eee =+ 01 . 

4. Дяйишнляриня айрыла билян тянлик 

x =

  

          

y −

( ) ( ) 0=+  dxxgdyf                    (3)                

шякилиндяки тянлийя дяйишянляриня айрылмыш, бу шякиля эятириля  
билян тянликля  айрыл  

x

ря ися дяйишянляриня а билян тянлик дейилир. 
( )yf  вя ( )xg  функсийаларыны кясилмяз функсийалар щесаб едя-

ъяйик. 
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рз еФя дяк ки, ( )xy  бу тянлийин щяллидир, онда ( )xy  йери-
ня йазсаг ейнилик аларыг вя ону интегралласаг аларыг: 

        ( ) ( )∫∫ += cdxxgf                                (4) dyy

Бу ейнилийи (3) тянлийинин бцтцн щялляри юдяйир. Бу ей-
илийи (3) тянл  бцтцн щялляри  юд
дюьрудур. Яэяр щяр щансы
н ийинин яйир. Бу фикирин тярси дя 

 ( )xy  функсийасы (4) тянлийини ейнили-

ял
йя чевирирся, онда (4) тянлийини диференсиаллайараг, эюрярик ки, 
бу функсийа (3) тянлийинин щ лидир. Бцтцн бунлар ашаьыдакы 
тярифин доьрулуьуну эюстярир. 

Тяриф.  Диференсиал тянлийин ( )xy  щяллини x -ин гейри-ашкар 

функсийасы кими тяйин едяк ( )yx,Φ  тянлийиня диференсиал тянли-
йин инт

я, он
егралы дейилир. Яэяр бу мцнасибят диференсиал тянлийин 

бцтцн щяллярини тяйин едирс да о, диференсиал тянлийин 
цмуми  интегралы адланыр. Демяли, (4) тянлийи (3) диференсиал 
тянлийинин цмуми интегралыдыр. Мцмкцндцр ки, гейри-мцяййян 
интеграллар ( ) ( )∫∫ dxxgdyyf ,  елементар функсийалар  васитяси 

иля ифадя олунмасынлар, щятта бу щалда да (3) диференсиал 
тянлийинин ин риня йетирилмиш щесаб едилир, беля 
ки, тянлик даща садя, юйрянилмиш  гейри-мцяййян 
интегралын щесабланмасына эятирилиб. 

тегралланмасы йе
мясяляйя

( ) 00 xxy =  башланьыъ 

шяртини юдяйян хцсуси щялли ашаьыдакы тянликдян тяйин едирляр: 

( ) (+=+
x

x

y

y

gxdyyfy
00

00 )∫∫ dxx  

Мисал 4. 0=+ ydyxdx  тянлийини щялл един.  

Дяйишянляр айрылмышдыр, беля ки, dx – ин ямсала  x – 
дян а ийадыр, dy–и н асылы фун-
ксийад

сылы функс н ямсалы ися y–дя
ыр. Интеграллайараг аларыг: сydyxdx =+ ∫∫  вя йа  

222 сyx =+ . Алдыьымыз ифадя мяркязи координат башланьы-
ъында олан консентрик чевряляр аиля иня айрыла сидир. Дяйишянляр
билян тянликляря мисал олараг биртяртибли биръинс диференсиал 



 

 

 

260 

тянликляри эюстярмяк олар, йяни ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yf

dx
dy  шякилининдяки тян-

ликляри. 
x
yz =  гябул едяк, онда : аларыг

 ( ) ( )( ) x
dx

zzf
dzzfz

dxdxdx
xdzzxdzdyzxy =

−
=++== ,,,  . 

Ахырынъы тянлик дяйишянляринят айрылмышдыр. 

 5. Биринъи тяртиб хятти тянликляр. Бернулли тянлийи. 
Ахтарылан функсийа вя онун тюрямясиня нязярян хятти олан 
тянлийя ир.  Хятти тян- биринъи тяртиб хятти диференсиал тянлик дейил
лийин цмуми шякили белядир: 

    ( ) ( )xfyxP
dx
dy

=+                              (5)  

вя ( )xf ( )xP  бурада  – кясилмяз функсийалардыр. Яэяр 
е  бярабяр оларса,

шякиля дцшяр:  

 

( )xf  йнилик кими сыфра  (5) тянлийи  ашаьыдакы 

  ( )yxP
dx
dy

−=  

вя хятти биъинс тянлик адланыр. Бу тянлик дяйишянляриня айрыла 
билян тянликдир:  

( )dxxP
y

−=

Интеграллай

dy . 

араг  аларыг 

                                  (6) 

Гейри– ин щяллини тапмаг цчцн сабитин 
варийасийасы цсулуну тятбиг  едирляр. Бу цсулу тятбиг етмяк 

ун тянлийи интег

( )∫=
− dxxP

cey

биръинс  хятти (5) тянлийин

цчцн яввялъя уйь  ралламаг лазымдыр 
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( )yxP
dx
dy

−= . Йухарыда эюстярилдийи кими онун цмуми щялли  

( )∫ dxxP
олар. Сабит  c  цчцн бу функсийа биръинс тянлийин  

гейри-биръинс тянлийин щяллини тапмаг цчцн    – и   

c(x)-i сечмяйя чалышаг, 
( )∫=

− dxxP
cey  функсийасыны 

диференсиаллайаг вя (5) тянлийиндя йериня йазаг

=
−

cey  
щяллидир. Инди  c
x – ин   функсийасы  кими эютцрмяк  c(x).  

. 

ce
dxxP

−⋅∫+
−

)=+−⋅+′   

0∫−ce
xP

 олдуьундан   бурадан 

тапарыг ки, dxexfc
dxxP

. Беляликля, 

( ) ( )
∫ ∫∫=∫=

−−
dxexecexcy

dxxPPdxxP
1 . Бу ися c1 

юзцн сахлайан цмуми щяллдир c =0

хцсуси щялли аларыг ( ) ( ) ( ) ( )
∫ ∫∫=

−
dxexfexy

dxxPdxxP
0

щ а

 йяни цмуми щялл (5) тянлийи

) ин и ин я р. 

Мисал 5. yy

Онда аларыг: 
( )

,Pecy
dxxP∫′=′

−
  

( ) ( )dxxPdxxP ∫∫ −−

( ) ( )

( ) (xfpyPceec
( ) ( ) =+−⋅ pyP

dx
   

( )
fec

dxxP
=∫′ −

( ) ( )

1∫ +∫= c
( ) ( )∫+

−
fe

dxxPdxx

сабитини дя .  эютцрцб 

. Бурадан  

эюрцнцр ки, цмуми ялли беля й змаг олар: 

( ) ( )
yecxy

dxxP
01 +∫=

−
нин хцсуси 

щялли иля (6 тянлий ин цмум щяллин ъямин бярабярди

x2

( ) ( )

1

( )x

′ + =  тянлийини щялл един. 

Щялли. 0=+′ yy  уйьун биръинс тянлийи интеграллайаг. Бу 

дяйишя билянляриня айрыла н тянликдир.  dx
y

dy
−=  онун щялли  

  гябул едяк онда

олар, буну яввялки тянликдя  йериня йазсаг, 

 

x олар. c – ни x-ин функсийасы ,   
xx ceecy −− −′=′

xсecee 2=+−′ −−−  вя йа xec x 2=′ −  xxec 2=′    

cey −=  

 

аларыг c xxx
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. Б

илярик. 
∫= dxxec x2 у интегралы щисся-щисся интеграллама цсулу иля 

тапа б ( ) 112 c ;    xec x +−= ( ) ( )( ) xx ecxexy − 1 ;  

) xec −+ 11  

Бир чо ликляр . 

−+= 12
xxy −= 2

х диференсиал тян хятти тянликляря эятирилир
Мясялян Бернулли тянлийи адланан ашаьыдакы тянлик: 

( ) (

  ( ) ( ) 1, ≠=+ nyxfyxP
dx
dy n               (7)

 ( n=1   олдугда хятти тянлик  алынар, она эюря дя бу щал 
истисна едилир) 

(7) тянлийини ашаьыдакы шякилдя йазаг: 

( ) ( ) zyxfyxP
dx

y ==+ .  явязлямяс
dyn− nn−1 и  васитясиля 

бу тянлик хятти тянлийя эятирилир. Догрудан да      бяра-

бярлийини диференсиаллайараг, тапарыг: 

zy n =−1

( )
dx
dzdy−

(7) бярабярлийиндя йериня йазсаг 

dx
yn n =−1  буну 

( ) ( ) ( )xf=  

       

zxp
dx
dz

n
+⋅

−1
1

хятти тянлийини аларыг. 

МЯСЯЛЯЛЯР 

аьыдакы тянликлярин цмуми щяллини тапын: 

;42)

xxeyd

xya

=′

−=′

2. Ашаьыдакы тянликлярин x=0   олдугда ващидя бярабяр 
олан хцсуси щяллини тапын:  

1. Аш

;1) xeyb −=′ −

;7);) CosxygSinxxyv +=′+=′  

.)

.ln);sin);) xygxybxya =′=′=′  
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3. Дяйишянляриня айрыла билян тянликлярин цмуми щяллини 
тапын:  

 

( )

.11);10)

;21);1)

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′

−
=′−=′

−+

dt
dxegyv

y
xyybxyxya

xyx

 

4. Биръинс тянликлярин цмуми щяллини тапын:  

( )
( ) ( ).

2) 222 yx
xy

yxyxx
ya

−
=

−
=′  

5. Хятти тянликлярин цмуми щяллини тапын: 

2) xyygya =+′+′  

 6. Щиндистанын ящалиси тягрибян 1 милйард няфярдир вя

 саат ярзиндя ъисим 100 дяряъядян 50 Ъ гя-
дяр сойуйуб 0  

ти гайыьын сцрятиля дцз мцтяна-
сибдир. 

аилянин айлыг эялири сабитдир, хяръляр ися 
йыьымла

);););2
2

ygxyyvyxyby ′+=′
+

=′−

;cos);2);4
2

xyyvxexyybxy x =+′=+′= − .sin)

 
илдя 3% артыр. Бу темпи сахламагла  20 илдян сонра ня гядяр 
ящали олаъаг? 

7. Йарым 0

 (ятраф мцщитин температуру 0  Ъ-дир). Сойумаг
просесинин  тянлийини йазын. 

8. Суйун мцгавимя
Аварчякянляр авары дайандырдыгдан сонра гайыьын щя-

рякят  тянлийини  йазын. 

9. Фярз едяк ки, 
 мцтянасибдир. Йыьым стабилляшяъякми? 
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ювзу 13. 

ЛИ ВЯ ЙЦКСЯК ТЯРТИБЛИ  

13.1. Еванс вя Солоу модели 

  Бу бю арактерли ики 
динамик модели  базарда 

кясилмяз гябул едилир. Тутаг ки, 

 

 

 

 

М

БИРТЯРТИБ

ДИФЕРЕНСИАЛ ТЯНЛИКЛЯР 
 

лмядя эениш мяшщур олан игтисади х
 юйряняъяйик: яввялъя  бир ямтяяли

бярабярюлчцлц гиймятляри  мцяййян едян Еванс моделини, 
сонра ися  динамик бир секторлу игтисади инкишаф моделини 
юйряняъяйик. Икинъи модел «Солоу»-нун база модели кими 
мяшщурдур. 

1. Еванс модели.  Бир ямтяяли базара бахылыр, заман 
  ( ) ( ) ( )tPtStd ,, –уйьун олараг  

лиф ги
t   анында тяляб, тяклиф вя ямтяянин гиймятидир. 

Щям тяляб вя щямдя тяк ймятин функсийаларыдыр, 
йяни ( ) 0,, >−= babpapd – гиймят артдыгъа тяляб азалыр, 

( ) 0,, >+= βαβα ppS  –гиймят  артыгъа тяклиф артыр. Тябии 
 ки, олараг щясаб етмяк олар α>a , йяни сыфыр гиймятиндя 
Ясас фярзиййя ондан ибарятдир ки, 

гиймят тяляб вя тяклифин нисбятиндян асылы олараг дяйишир: 
( ) tSdp Δ−=Δ

тяляб тяклифи габаглайыр. 

γ , бурада 0>γ  йяни  гиймятин артмасы тялябин 
тяклифи масы иля дцз мцтанасибдир. Беляликля, габагла
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диференсиал тянлик алырыг ( Sd
dt
dp

−= γ ). Бу тянликдя тяляб вя 

тяклифин гиймятдян хятти асылылыьыны  йазсаг, хятти гейри – биръинс 
диференсиал тянлик аларыг: 

      ( )( ) ( ναβγ ppapb
dt
dp

=+−+−= 0, )                  (1) 

 Бу тянлийин стасионар нюгтяси вар: 
( )
( ) 0* >
+
−

=
β
α

b
ap . 

Эюрцндцйц кими, pp
dt
dp

>> *,0  вя pp
dt
dp

<< *,0  олдугда. 

Бурадан чыхыр ки, ( ) *lim ptp
t

=
∞→

. *0 pp <  олдугда гиймят 

артараг  – а йахынлашыр,  олдугда ися азалараг 

йахынлашыр.  - бярабяр юлчцлц гиймятдир–йяни бу гиймятдя 
тяляб вя тяклиф бярабярдир: 

*p *0 pp >
*p

( ) ( ) ( )
( )β

αβα
+
−

=→+=−→=
b
appbpapSpd *  . 

Бярабяр юлчцлц гиймят щямчинин графики йолла да тапыла 
биляр – тяляб вя тяклиф дцз хятляринин кясишмяси кими. Тяляб 
дцз хятти  ( ) bpapd −=  вя тяклиф дцз хятти ( ) ppS βα +=  
(шякил 1) . 

                                                                                                  

 

 

                              

 

                                  . 

             d, s 
 
     s 
 
 
            d 
 
 
 
         p0    p1     p2       p*            p 

 
Шякил 1. 
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Бюлмя 12.1  б. 5 – дя  беля тянликлярин щялли цсулу 
эюстярилмишдир–сабитин вариасийасы цсулу. Бу цсула эюря цму-

ми щялли, уйьун биръинс тянлийин – ( ) 0=−+ pab
dt
dp γ  цмуми 

щялли иля биръинс олмайан (1) тянлийинин щяр щансы бир хцсуси 
щяллинин ъяминя бярабярдир. Бунун цзяриндя ятрафлы 
дайанмайараг (1) тянлийинин щяллини  йазаг :  

( ) ( ) ( )
( )

( )[ ]tbtb e
b
aeptp βγβγ

β
α ++− −

+
−

+= 10
      (2) 

 вя йа           ( ) ( ) ( )[ ]tbtb epeptp βγβγ ++− −+= 1*0  

Эюрцндцйц кими ( ) *lim ptp
t

=
∞→

. 

Еванс моделинин дискрет аналогуна бахаг. Дискрет 
моделдя базар ашаьыдакы кими фяалиййят эюстярир: сящяр 
базарда щяр щансы  S  тяклифи вя d тяляби  ашкар едирляр. Онла-
рын гиймятиндян асылы олараг  ямтяялярин гиймяти мцнтязям 
артмаьа вя йа азалмаьа башлайыр: яэяр сящяр тяляб тяк-
лифдян чохдурса гиймят артыр. Яэяр тяклиф тялябдян чохдурса 
гиймят азалыр. Тутаг ки, башланьыъ гиймят  – дыр, 

. Беляликля, гиймят артмаьа башлайыр. Эцн ярзин-

дя гиймят  -я гядяр артыр. Сонракы эцн тяклиф  вя тяляб бу 

 гиймятиня уйьун олаъаг йеня дя  

0p
( ) ( )00 pdpS <

1p

1p ( ) ( )11 pdpS <  олаъаг вя 
гиймят артмаьа башлайаъаг вя с. (шякил 1). Лакин базарын 
щюрцмчяк тору моделиндян фяргли олараг (бах бюлмя 4.1. 
б.4) таразлыг нюгтяси дяйишмир, йяни яэяр гиймят таразлыгдан 
кичикдирся, кичик дя галаъаг вя бцтцн просес таразлыг нюг-
тясиндян сол тяряфдя олаъаг, яэяр гиймят таразлыгдан бюйук 
оларса, бюйцк дя галаъаг вя бцтцн просес таразлыг нюг-
тясиндян саь тяряфдя олаъаг. 
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 2. Солоу моделинин параметрляри. Игтисадиййата ва-
щид  там кими бахылыр  (структур бюлмялярсиз), бурада ващид 
универсал мящсул истещсал олунур, бу мящсул гейри – истещсал 
сферасында, щям дя исещсалатда истифадя олуна биляр. Истещсал 
сферасында истещлака инвестисийа кими бахмаг олар. Бу модел  
мцщцм макроигтисади аспектляри, о ъцмлядян тякрар истещсал 
просесини кифайят гядяр адекват тясвир едир. Игтисадиййатын 
вязиййяти Солоу моделиндя беш дяйишянля верилир: Y – сон 
мящсул, – ямяк ресурслары, L K – истещсал фондлары, – 
инвестисийа, Ъ-гейри–истещсал истещлакынын юлчцсц. Бцтцн дяйи-
шянляри гаршылыглы ялагядядирляр вя замандан асылы олараг 
дяйиширляр, йяни t заманынын функсийаларыдырлар. Гябул едя-
ъяйик ки, заман кясилмяздир. 

J

LK , – ин ани эюстяриъиляри цчцн 
фярз едяъяйик ки, – уйьун фондлар вя ямяк ресурсларынын 
т моментиндяки гиймятляридир. Щесаб едяъяйик  ки, ресурслар 
(истещсал вя ямяк) там шякилдя  истифадя олунур. Иллик сон 
мящсул щяр бир  заман моментиндя орта иллик фондларын вя 
ямяйин функсийаларыдыр: 

LK ,

( )LKFy ,= . Беляликля, ( )LKF , -бцтцн 
халг тясяррцфатынын истещсал функсийасыдыр. Сон мящсул гейри 
– истещсал истещлакына вя инвестисийайа сярф олунур: JCY += . 
Сон мящсулун инвестисийа цчцн истифадя олунан щиссясиня 
йыьым нормасы ρ  дейяк, онда ( )YCYJ ρρ −== 1, . Щесаб 
едяъяйик ки, йыьым нормасы сабитдир: .10, <<= ρρ Const  

Инвестисийа сырадан чыхмыш фондларын бярпасы цчцн, 
онларын артырылмасы цчцн истифадя олунур. 

Яэяр фярз етсяк ки, фондларын арадан чыхмасы сабит 
ямсалла 10, << μμ  баш верир, онда 

( ) ( ) tKtYtKttKK Δ−Δ=−Δ+= μρ  олар вя буна эюря дя 

Κ−= μρY
dt
dk  олар. Яэяр гябул етсяк ки, ямяк ресурсларынын 

артымы, мювъуд ямяк ресурсларына мцтянасибдир, йяни 

. Онда tvLL Δ⋅=Δ vL
dt
dL

=  диференсиал тянлийини аларыг, ону 



 

 

 

268 

щялл едяряк тапарыг:  бурада ,0
vteLL = ( )00 LL =  – мцшащидя 

башлайанда  ямяк ресурсларынын мигдары, 0=t . Беляликля, 
Солоу  модели (шякил 2) схем вя йа систем тянликлярля верилир: 

 

 

( ) ;1 YC ρ−=                                                                          

( ;, LKFY = )             (3)    

;0
vteLL =                                                                                                

I=Y 
 
                 YC )1(

,ky
dt
dk μρ −=  ( ) 00 KK =  

 

                                                                                          

  функсийасы истещсал функсийаларынын шяртлярини 

юдяйир (бах. бюлмя 6.1. б. 3 вя йа бюлмя 9.2  б.1) вя хятти – 
биръинсдир, йяни 

( LKF , )

( ) ( LKFLKF ,, λλλ = ). Орта ямяк 

мящсулдарлыьын 
L
Yy =  вя орта фонд тяминаты 

L
Kk =  

олдуьундан аларыг ( ) ( 1,1,, kF
L
KF

L
LKF

L
Yy =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=== )  ахырынъы 

функсийаны  иля ишаря етсяк, аларыг ( )kf ( )kfy = . 

k – нын  т – йя эюря тюрямясини тапаг: 

( ) ( )

( ) ( )kvy
L

Kv
L

KY
L
LK

L
K

L
LKLK

dt
LKd

dt
dk

+−=−
−

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−
′

=
′′

==

μρμρ

22

,,

 

Шякил 2. 

ρ−=  
 

F(K,L) 

L
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Нятиъядя:  ( ) ( ) ( )
0

0
00,

L
kkkkvkf

dt
dk

==+−= μρ                  (4)

              

(3) моделинин макроигтисади эюстяряъиляри (4) тянлийи 
васитясиля тамамиля  тяйин олунур вя ямяк ресурсларынын 

динамикасы  . vteLL 0=

(4) тянлийи башланьыъ шяртляри иля верилмиш дяйишянляриня 
айрыла билян диференсиал тянликдир, буна эюря дя онун йеэаня 
щялли вар. Бу тянлийин йалныз бир нечя хцсуси щяллярини тядгиг  
едяк. 

 3. Солоу моделиндя стасионар трайекторийалар. Ста-
сионар трайекторийайа бахаг, йяни еля трайекторийайа ки, фонд 
гуруъу  k  сабитдир вя демяли юз башланьыъ гиймятиня бяра-
бярдир: ( ) 0kconsttk == . 

Беля сабит гиймятя щяр башланьыъ бярабяр олмадыьы 
цчцн ону  k0 - ла  ишаря едяк. Фонд йаратманын беля 
гиймятиня стасионар гиймят дейилир, ялбяття бу гиймят 

стасионар  трайекторийа цзяриндядир: 0=
dt
dk . 

Стасионар трайекторийада макроэюстяриъилярин юзлярини 
неъя апардыьына бахаг. Макроэюстяриъиляр дедикдя 

YJCLK ,,,,  нязярдя  тутулур (4) тянлийиня эюря, яэяр 0=
dt
dk  

оларса, онда ( ) ( ) 0=+− kvkf μρ  олар вя демяли  k 0 – 

ашаьыдакы тянлийин щялли олар: 
                                 ( ) ( ) 0=+− kvkf μρ                            (5) 
Исбат едяк ки, бу тянлийин щялли вар. 

( ) ( )1,kFkf =  олдуьундан,  олар, диэяр тяряфдян ( ) 0>′ kf

∞→k  - да ( ) 0→′ kf   олдуьундан ( )kf  артан функсийадыр 

вя онун артма темпи азаландыр. Ейни заманда ( )kv+μ  
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сабит темпля артыр. Демяли, ( ) ( )vf +>′ μρ 0  оларса (5) тянлийинин 
йеэаня   k 0   щялли олар, 0>k  (шякил 3) . 

Беляликля, стасионар трайекторийада 

YJCLK ,,,,  юзлярини нечя апарыр? 

( ) ( )
( )tL
tKkeLtL vt == ,0   олдуьундан 

( ) ( ) vteLktLktK 0
00 ==     олар.                                                                 

 

Аналожи олараг, ( ) ( ) ( ) ( ) .0
00 vteLkftLkftY ==   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,11 0
0 vteLkftYtC ρρ −=−=  ( ) ( ) .0

0 vteLkftJ ρ=  Бир йердя 

бирляшдиряк: 

  ( ) ;0
vteLtL =  

  ( ) vteLktK 0
0= ; 

  ( ) ( ) ;0
0 vteLkftY =  

  ( ) ( ) .0
0 vteLkftJ ρ=  

Беля  бир нятиъя аларыг: стасионар трайекторийада бцтцн 
ясас макроэюстяриъиляр експоненсиал артыр вя ямяк ресурс-
ларына мцтянасиб олурлар. 

 4. Игтисади артымын «гызыл гайдасы». Беляликля, стаси-
онар режимдя йыьымын оптимал нормасы фондлара эюря елас-
тиклик ямсалына бярабярдир (игтисади артымын «гызыл  гайдасы». 
Гейд едяк ки, Кобба-Дуглас истещсал функсийасы цчцн доь-
рудур. Башга истещсал функсийалары цчцн бу гайда башга ъцр 
ола биляр. 

МЯСЯЛЯЛЯР 

1. 1) тянлийини ятрафлы щялл един. 

                         k0         k 

)( v+μ  

      Шякил 3. 
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2. Тяляб вя тяклиф функсийаларыны ашкар шякилдя заманы функ-
сийасы кими йазын. Бунун цчцн гиймятин замандан асылы (2) 
дцстуру иля ифадя олунан асылылыгдан истифадя един. 

 
13.2. Диференсиал тянликляр щаггында  

бязи  цмуми мялуматлар 
 

1. Диференсиал тянликлярин тягриби щялли цчцн Ейлер 
цсулу. Квадратураларла  интегралланан, йяни щялли интеграллар 
васитясиля йазыла билян диференсиал тянликляр синифи чох дардыр. 
Бу сябябдян дя нязяриййя вя практикайа лазым олан тянлик-
ляри щялл етмяк цчцн диферернсиал тянликлярин тягриби щяллярини 
тапмаг цчцн цсуллары инкишаф етдирмяк тяляби зярури олур. 
Ядалят  наминя демяк лазымдыр ки, диференсиал тянликляр цзря 
мцтяхяссис олмайанлар цчцн диференсиал тянликлярин тягриби 
щялляринин ахтарылыб тапылмасы цчцн юзляринин мяшэул олмасы 
мянасыз оларды. Лакин бир сыра ясас цсулларын мцяййян мо-
ментлярини билмяк файдалы оларды. Гейд едяк ки,  щяллярин ади 
гайда иля тапмаг чох зяшмят тядяб едир, йахынлашмынын 
дягиглийи кифайят етмир вя компцтердян истифадя етмяк зярури 
олур. Ону да гейд едяк ки, индии щесаблама техникасынын 
инкишаф етдийи бир вахтда, щятта квадратураларла интегралланан 
тянликляриндя тягриби щяллярини тапмаг цчцн компцтерлярин 
тятбиги мягсядяуйьун сайылыр. Щятта щялляр елементар функ-
сийаларла ифадя олунан тянликляря дя компцтерлярин тятбиги 
мягсядяуйьундур, беля ки, бу функсийаларын гиймятлярини 
тапмаг цчцн ъядвяллярдян истифадя етмяк даща чох зящмят 
вя вахт тяляб едир. 

Диференсиал тянликлярин тягриби щялли цчцн Ейлер цсулуна 
бахаг. Бу ян гядим вя ян садя цсуллардан биридир. Бу цсулла  

),( yxfxy =∂∂   тянлийинин тягриби щялли тапылыр. Бу цсулун 

мащиййяти ондан ибарятдир ки,  нюгтясиндян кечян 

интеграл яйриси сыныг хятля явяз олунур, щяр бир щисся–дцз хятт 

),( 00 yx
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парчасы мцяййян бир нюгтясиндя интеграл яйрисиня тохунур 
(шякил 1).  
 

         

bxxxxa nni == −

••

10  
 

Шякил 1. 

yn 

y0 

  
 
 
 
 
 
 
 

Бу цсулу [a,  b] парчасында  а<b  интеграл яйрисинин 
тягриби щесабланмасына тятбиг едяркян [a, b] парчасы 

bxxa n =<<= L0  нюгтяляри васитясиля  н  сайда бярабяр 

щиссяляря бюлцнцр вя nabh )( −=  щесабламанын аддымы 

адланыр. Ахтарылан щяллин  нюгтясиндян тягриби гиймятини 

иля ишаря едяк вя  - ин гиймятини ися 
ix

iy ),( ii yxf iy′ -ля ишаря 

едяк. - и щесабламаг цчцн  парчасында интеграл 

яйрисини  нюгтясиндя онун тохунанынын парчасы иля явяз 

едяк. 

iy ],[ 10 xx

0x
.001 hyyy ′+=  Аналожи олараг  hyyy 112 ′+=   вя с. Няти-

ъядя аларыг: .11 hyyy nnn −−
′+=  Беляликля, Ейлер сыныг хяттини 

алырыг. Тябии олараг эюзлямяк олар ки,   - да Ейлер сыныг 
хятти ахтарылан интеграл яйрисинин графикиня йахынлашар вя 
демяли аддым кичилдикъя Ейлер цсулу [a, b] парчасында даща 
дягиг гиймят верир. Бу доьурдан да белядир. Яэяр 

0→h

),( yxf  

функсийасы практики нюгтейи-нязярдян чох да мящдудлашдырыъы 
олмайан бир нечя шярти юдяйирся. Юз садялийиня эюря Ейлер 
цсулу практикада тез – тез тятбиг едилир – бурада ян 
мцряккяб ),( iii yxfy =′  гиймятинин щесабланмасыдыр. Лакин 

бязи щалларда тягриби гиймяти щесабламаг цчцн даща дягиг 
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цсуллардан истифадя едирляр ки, бунлары да хцсуси ядябиййатдан 
юйрянмяк олар.  

2. Щяллин варлыьы вя йеэанялийи теореми. Яэяр 
),( yxfdxdy =  тянлийиндя  функсийасы ),( yxf

,: 00 axxaxD +≤≤− byyby +≤≤− 00  дцзбуъаглысында 

кясилмяз функсийадырса, Д дцзбуъаглысында Липшитс шяртини 
юдяйярся: ,),(),( 2121 yyNyxfyxf −⋅≤−  бурада Н– сабит-

дир, онда  нюгтясинин мцяййян ятрафында бу тянлийин щя-

мин нюгтядян кечян йеэаня щялли вар. Бу теорем йалныз  

нюгтясинин мцяййян ятрафында щяллин варлыьына вя йеэаня-
лийиня тяминат верир. Липшитс шяртиня эялдикдя ися дейя билярик 
ки, яэяр 

0x
0x

),( yxf  функсийасынын Д дцзбуъаглысында й - я эюря 

мящдуд хцсуси тюрямяси варса, онда Липшитс шяртляри юдянир. 
Бу теоремин исбаты она ясасланыр ки, теоремин шяртляри 
дахилиндя Ейлер сыныг хятти лимитдя интеграл яйрисини верир. 
Практики ваъиблийиня эюря диференсиал тянликляр нязяриййяси чох 
йахшы инкишаф едиб. Мисал олараг диференсиал тянлийин 
щиссяляринин хассяляри щаггында теореми эюстярмяк олар. 

 
Щяллин диференсиалланмасы щаггында теорем. 
Яэяр  нюгтясинин мцяййян ятрафында, йяни бу 

нюгтянин ятрафында мцяййян дцзбуъаглыда, 
),( 00 ух

),( yxf  

функсийасынын н – ъи тяртибя гядяр (н дахил олмагла) кясилмяз 
хцсуси тюрямяляри варса, онда ),( yxfdxdy =  тянлийинин 

 шяртини юдяйян 00 )( уху = )(ху  щялли  нюгтясинин мцяййян 

ятрафында н-ъи тяртибя гядяр (н дахил олмагла) кясилмяз 
тюрямяляри вар.  

0х

  
 3. Диференсиал тянлийин щяллинин дайаныглыьы щаггын-
да анлайыш. Щяр щансы реал щадисяни рийази тясвир етмяк цчцн 
ону садяляшдирмяк зяруряти мейдана эялир. Бу заман 
щадисяйя тясвир едян ваъиб факторлары сечиб, нязяря алырлар, 
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аз ваъиб олан факторлары иля атырлар. Бурада щямин суал ортайа 
чыхыр: Садяляшдирмя уьурла щяйата кечирилибми? Ола биляр ки, 
нязяря алынмайан факторлар юйрянилян щадисяйя эцълц тясир 
едир, онун кямиййят вя кейфиййят характеристикаларыны дяйишя 
билирляр.  башланьыъ шярти иля верилмиш 00 )( уху = ),( yxfdxdy =  

диференсиал тянлийиня бахаг. Бу нюв башланэыъ шяртляри адятян 
щяр щансы юлчмянин нятиъясидир вя демяли мцяййян хяталарла 
алынмышдыр. Бу хяталарын ахтарылан щялля неъя тясвир етмяси 
суалы ортайа чыхыр. Яэяр башланьыъ шяртляринин кичик дяйишмяси  
щялли эцълц дяйишярся, беля щялл адятян щеч бир тятбиги щялл 
дашымыр вя юйрянилян щадисяйя ону тятбиг етмяк олмаз. 
Яэяр башланьыъ шяртлярин кичик дяйишмяси щяллин дя кичик 
дяйишмясиня сябяб олурса, онда щялл башланьыъ шяртляриндян 
кясилмяз асылыдыр. Бу мясяля практика цчцн чох ваъибдир.  

 
Щяллярин кясилмяз асылылыьы щаггында теорем. 
Щяллин варлыьы вя йеэанялийи теореминин шяртляри юдян-

дикдя тянлийин щялли  нюгтясинин щяр щансы  ятрафында 

башланьыъ шяртлярдян кясилмяз асылы олар. Бу тереми айдын-
лашдыраг. Бунун цчцн 

),( 00 ух

),( yxfdxdy = тянлийинин йеэаня 

щяллини - иля  ишаря едяк, беля ки, ),,( 00 ухху 0хх =  олдугда 

 олур. Уйьун олараг 0уу = хх =  олдугда ),( уху  гий-

мятини - - а йахын гиймят алан, щялли ),( 00 ух ),,( ухху - ля 

ишаря едяк. 
Щяллин варлыьы вя йеэанялийи теореминя эюря  

нюгтясинин еля К ятрафыны тапмаг олар ки, йяни   

нюгтясини юзцндя сахлайан еля К дцзбуъаглысы  вя  

нюгтясинин еля Ж  ятрафы (  нюгтясини цзяриндя сахлайан Ж 

парчасы) вар ки, истянилян 

),( 00 ух
),( 00 ух

0х
0х

Кух ∈),(   нюгтяси цчцн йеэаня 

),,( ухху  щялли вар ки, бу нюгтядян кечир вя  Ж - нин  

ятрафында тяйин едилиб. Щяллин башланьыъ шяртляриндян кясилмяз 

~~
( ) ( )



 

 275

асылылыьы теореминя эюря ихтийари  0>ε  цчцн еля дцзбуъаглы 
KP ⊆  тапмаг олар ки, Pух ∈),(  олдугда, 

ε≤− ),,(),,( 00 уххуухху  олар вя бу мцнасибят цчцн 

бцтцн Ж парчасында доьру олар  
(шякил 2). Башга сюзля,  
яэяр ),( ух нюгтяси   ),( 00 ух
нюгтясиня йахындырса,  
онда бцтцн   Ж интервалында               
уйьун  интеграл яйриляри дя  
йахын олар. Бу теорем щяллин 
 башланьыъ шяртлярдян  
кясилмяз асылылыьыны сонлу 
 Ж интервалында,  нюгтясинин ятрафында эюстярир. 0х

Яэяр бу мясяляляр сонсуз интервалда тядгиг едилярся, 
онда щяллин дайаныглыьындан данышмаг олар. Дайаныглылыг 
анлайышы практики ваъиб анлайышдыр. Практикада дайаныглы 
олмайан щяллярдян чох аз щалларда истифадя олунур. 
 

4. Йцксяк тяртибли диференсиал тянликляр вя диферен-
сиал тянликляр системи щаггында анлайыш. н–тяртибли диферен-
сиал тянлийин цмуми шякли ашаьыдакы кимидир: 

,0),,,,( )( =′ nyyyxF L  

вя йа ону йцксяктяртибли тюрямяйя нязярян щялля етмяк 
мцмкцн оларса, 

),,,,( )1()( −′= nn yyyxfy L                   (1) 

Беля тянликляр цчцн ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 

Щяллин варлыьы вя йеэанялийи теореми. 
Онда яэяр башланьыъ гиймятляри ятрафында f  бцтцн 

аргументляринин кясилмяз функсийасыдырса вя икинъидян башла-
йараг бцтцн аргументляриня эюря Липшитс шяртини юдяйяирся  
(1) тянлийинин йеэаня  
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)1(
00

)1(
0000 )(,,)(,)( −− =′=′= nn yxyyxyyxy L     й(х)  щялли вар вя 

бу щялл ашаьыдакы шяртляри юдяйир. 
 Бу теорем биртяртибли диференсиал тянлийин уйьун 

теореминин дягиг цмумиляшмясидир (бах б.2). 
н тяртибли диференсиал тянлийин цмуми щялли онуну бцтцн 

щялляринин компакт йазылышыдыр. н тяртибли тянлийин цмуми 
щяллиндя н параметр–ихтийари сабитляр иштирак едир. Бу пара-
метрляр гисминдя 0хх =  олдугда функсийанын вя онун 

тюрямяляринин гиймятляри эютцрцля билярляр. Хцсуси щалда 2 тяр-
тибли ),,( yyxfу ′=′′  тянлийи цчцн цмуми щялл ики  вя  

параметрлярдян асылыдыр, мясялян  олдугда  вя 
1с 2с

0хх = y y′  
гиймятляриндян. Яэяр бу гиймятляри фикся етсяк, йяни 

 нюгтясини версяк вя ялавя олараг  нюгтясиндя 

ахтарылан интеграл яйрисинин тохунанынын истигамятини версяк, 
онда бу шяртляр дахилиндя верилмиш тянлийин йеэаня интеграл 
яйриси мцяййян олунур. 

),( 00 ух 0х

Мисал 1. Йайдан йцк асылмышдыр. Йай дартылмыйанда вя 
йыьылмайанда йцкцн х координаты сыфыра бярабяр гябул 
едяъяйик – бу таразлыг вязиййятидир. Биз йцкц ашаьы дартанда, 
йай йцкц йухары чякмяйя чалышаъаг.   
Мцяййян лимитдя  х – ин  дяйишмяси  
Щук гануну эюря, йайын йцкц таразлыьа 

x 
 
 
0 
 
 
-a            Шякил 3. 

 гуртармасы гцввяси х  кямиййятиня 
мцтянасиб олаъаг вя якс ишаряли 
олаъаг. Демяли тяъилдя беля олмалыдыр 
вя беляликля йцкцн йайда щярякяти 
проесесини тясвир едян диференсиал  
тянлик, йяни х ′′   координатынын т   
заманындан асылылыьы беля олаъаг: kxx −=′′ (бурада башга 
гцввяляр мясялян, щаванын мцгавимяти нязяря алынмыр). 
Башланьыъ шяртляри: 0)0(,)0( =′−= хах  ашаьыдакы щялли веряр, 

tkatx cos)( −= . Йохламаг  цчцн, -ни 2 дяфя диференсиал-

лайыб, тянликдя йериня йазсаг, ямин  оларыг ки, доьурдан да 

)(tx
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)(tx  тянлийин щяллидир. Йохламаг олар ки, бу щялл башланьыъ 
шяртлярини юдяйир. Щяллин варлыьы вя йеэанялийи щаггында 
теоремя ясасян дейя билярик ки, тапдыьымыз ахтарылан щяллдир.  

n тяртибли диференсиал тянлийи, биртяртибли диференсиал 
тянликляр системиня эятирмяк олар. Доьурдан да  у′  - и  - ля, 

 - и  иля,  - и  -ля ишаря етсяк, аларыг:  
1у

у ′′ 2у
)1( −nyL 1−ny

                                                 (2) 

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

′=′

=′
=′

−
−

)1(
1

21

1

,,,, n
n yyyxfy

yy
yy

L

M

Бу систем цчцн хцсуси вя цмуми щялл анлайышларыны, 
щямчинин башланьыъ шяртляри дахил етмяк олар. 

Башланьыъ шяртляри щяр щансы  нюгтясиндя 

 функсийаларынын гиймятляри кими вермяк олар, 

йяни н тяртибли тянлийин башланьыъ шяртляри. 

0х
11 ,,, −nyyy L

 Бу мцлащизянин тярси дя доьрудур. Яэяр 
ихтийари (3) биртяртибли диференсиал тянликляр системи верилярся: 

                                                         (3) 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=′

=′
=′

),,,(

),,,,(
),,,,(

1

122

111

nnn

n

n

yyxfy

yyxfy
yyxfy

L

M

L

L

Онда ону уйьун тяртибли бир тянлийя эятирмяк олар ки, 
ону да щялл етмяк, яввялки тянликляр системини щялл етмякдян 
садя ола биляр.  

Мисал 2.  Биринъи тяртиб ики тянликдян ибарят тянликляр 
системини щялл един: 

⎩
⎨
⎧

=
=

.
,

ydxdz
zdxdy  

Щялли.  Биринъи тянлийи диференсиаллайыб аларыг: .zy ′=′′   
Икинъи тянликдян z′ -ин гиймятини нязяря алсаг  тапарыг ки, 
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yy =′′  Бу тянлийин цмуми щялли   олар. Нятиъядя 

аларыг ки, . 

xx ececy −+= 21
xx ececz −−= 21

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
«Кяшфиййатчы щаггында мясяляни» (бах. бюлмя 1.3 

п.1) йада салаг. Мяхфиляшдирилмиш шящярдя 100000 фящля цч 
бюйцк заводда ишляйир, шящярдя башга  завод йохдур. 
Кяшфиййатчы кадрларын йердяйишмяси щаггында мялумат ялдя 
едир. Бир илдя  А заводунда ишляйян щяр мин няфярдян 20 
няфяри Б заводуна, 15 няфяри ися Ъ заводуна  кечир вя с. 
Шящяр сакит стабил узун иллярдир ки, йашайыр. Бу шяраитдя 
кяшфиййатчы щяр заводда ишляйян фящлялярин сайыны мцяййян 
едир. Сиз буну едя билярсинизми? 

Бц мясяля щялл олунуб. Бу заводларда ишляйян фящля-
лярин сайынын юдядийи диференсиал  тянлийи гураг. Кадрларын йер-
дяйишмяси фящлялярин сайынын дяйишмясинин сцряти олдуьуну  
нязяря алсаг, ашаьыдакы диференсиал тянликляр системини аларыг. 
Бу системя фящлялярин цмуми сайыны эюстярян   тянлик дя 
ялавя едилиб. 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
−+=
+−=
++−=

000100
;018,0010,0015,0
;010,0017,0020,0

;008,0007,0035,0

cba
cbаdtdc
cbаdtdb

cbаdtda

                        (4) 

  
Мясялянин дягиг гойулушу цчцн башланьыъ шяртляри, 

йяни башланьыъ моментдя щяр заводда ишляйян фящлялярин 
сайыны  ялавя етмяк лазымдыр: 

.)0(,)0(,)0( ccbbaa ===  Ейни заманда исбат 
етмяк олар ки, бу шяртлярдян асылы олмайараг ∞→t  - да 

  функсийалары щяр щансы )(),(),( tctbta cba ′′′ ,,  сабитляриня 
йахынлашыр. Бу ядядляря стасионар гиймятляр дейилир вя онларын 
тюрямяляри сыфыра йахынлашыр. Яэяр тюрямяляри сыфыра бярабяр 
етсяк, ашаьыдакы ъябри тянликляр системини щялл етсяк,  бу 
сабитлярин гиймятлярини асанлыгла тапарыг: 

              

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−++=
−+−=
+−=
++−=

.0001000
;018,0010,0015,00

;010,0017,0020,00
;008,0007,0035,00

cba
cbа

cbа
cbа

Бу тянликляр системи  бюлмя 1.3. б.1–дя щялл едил-
мишдир. 

Гейд едяк ки, беля диференсиал тянликляр системи кцтляви 
хидмят нязяриййясиндя эениш истифадя едилир. 

 

 
 
 
Мювзу 14. 
ЯДЯДИ ВЯ ГЦВВЯТ СЫРАЛАРЫ 

 
14.1. Ядяди вя гцввят сыралары 
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1. Сыранын ъями. Тутаг ки, щяр щансы сонсуз ядядляр 

ардыъыллыьы верилмишдир: 
                                                                  (1) naaaa ,,,, 321 L
Бу ядядлярдян дцзялдилмиш  

 LL +++ ++ na                      aaa 321              

сонсуз сыра, (1) ядядляриня ися сыранын щядляри 

Ъям  истифадя едяряк (2)  беля : 

               a                                                                 (2, а) 

р нечя ардыъыл щядляринин ъяминя онун хцсу-
 дейилир: 

    211 aA

(2) 
символу 
дейилир.  

 ишарясиндян явязиня  йазырлар

∑
∞

=1n
n

 Сыранын биринъи би
си ъями

LL ;;;; 1212 nn aaaAaaA ++=+= +L= )           (3
Хцсуси ъямляр ардыъыллыьынын ∞→n  - да сонлу вя 

дейилир беля сонсуз лимитиня сыранын ъями йазылыр:                         вя 

LL ++++= n21
=1n

n

Яэяр сыранын ъями сонлу оларса, онда ону йыьылан 
сыра, якс щалда ися (яэяр сыранын ъями сонсуздурса вя йа 
ъями йохдур) сыра даьылан адланыр. Беляликля, сыранын ъяминин 
олмасы суалы онун хцсуси ъямляр ардыъыллыьынын лимитинин олмасы 
иля ейни- эцълцдцр. Сыранын йыьылан вя йа даьылан олмасы суалы 
ися онун хцсуси ъямляр ардыъыллыьынын сонлу лимитинин олмасы  
ейни эцълцдц Бу фикирин рси дя д рудур: 

aaaA       вя йа     a . 

 иля
р.  тя оь щяр щансы 

∑
∞

{ }nb  

тинин олмасы суалы ардыъыллыьынын лими +−+ )( 121 bbb  
L L+− − )( 1nn bb  сырасынын ъяминин олмасы 

дцр. 
 олараг  йахшы таныдыьыз
эюстяря 

q олдугда онун хцсуси

++ иля ейниэцълц-

Мисал 1. Сонсуз сырайа мисал  
щяндяси силсиляни билярик 

12 1,,,,, ≠−bqbqbqb n LL    ъями 0
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)1()( bqbS n
n −= . Мялум q− олдуьу кими 1<q  олдугда 

)1(lim qbSnn
−=

→∞
 олур. Бу ися сонсуз азал яндяси силсинин  

ъямидир. 

ан щ

1≥q  олдугда беля щяндяси силсиля даьылан сырайа 

мисалдыр, беля ки, 1≥q угда онун ъями сонсуздур. 
1−≤q  олдугд

 олд
а ися щяндяси силсилянин  ъями йохдур. 

 Игтисадиййатда сонсуз сыралар вя онларын ъями ясасян 
нязяри тядгигатларда ортайа чыхыр. Тутаг ки, мцддятсиз, 
номинал дяйяри 1000 доллар вя 3 фаизли купону олан истигразын 
базар гиймятиня бахылыр. Бу о демякдир ки, бу истигразын 
сащиби щяр ил 30 доллар алыр. Беля сонсуз юдянишлярин  ясл 
гиймятини неъя тяйин етмяк олар? Бир гайда олараг щяр бир 
валйута инфлйасийаны чох зярярли щесаб едирдиляр, лакин бу 
мцщарибядян сонра демяк олар ки, щамы  кичик фаизли 
инфлйасийаны (йяни 1-2 % -ли) файдалы щесаб етмяйя башладылар. 
Яэяр инфлйасийа бир илдя 2% оларса, онда, бир илдян сонра 
алынаъыг 30 доллар )02,01(30 +  доллар, 2 илдян сонра 

2)02,01(30 +  вя с. олаъаг. Беля чыхыр ки, щяр ил  алынан сонсуз 
30 доллар, ашаьыдакы сыранын ъями иля еквивалентдир: 

2

0=n

, йяни сонсуз азалан  щяндяси силсилянин 

ъями иля еквивалентдир. 

)02,01(30 +∑
∞

 Мялум дцстурла щесабламаг олар ки, бу сыранын ъями 
1530 доллардыр. Кечмиш вя эяляъяк юдянишлярин буэцнкц 
еквивалентлярини тапмаг диэяр шяраитлярдя дя тятбиг олунур. 
Мясялян, тутаг ки, фирманын эяляъяк фяалиййятиндя ики стра-
теэийайа бахылыр. Бу стратеэийалардан щансынын йахшы олдуьу-
ну билмяк цчцн эяляъяк мянфяяти  бу эцн щесабламаг ва-
ъибдир. Эяляъяк мянфяятин буэцнкц, еквиваленти сонсуз сы-
ранын ъями шякилиндя ифадя олунур. Щансы  ъям бюйцкдцрся, 
она уйьун  стратеэийа даща  йахшы щесаб олунур вя сечилир. 
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ы исбатлар чох садядир вя бурахылмышдыр. 
 (2) сырасында 

2. Йыьылан сыраларын хассяляри вя йыьылма яламятляри. 
Бу мювзудак

Яэяр биринъи н сайда щядляри атсаг, 
онда алынан  

       L++ ++ 21 nn aa                                                 (4) 

сырасы (2) сырасынын н - ъи щяддян сонракы галыьы адланыр. 
А. Яэяр (2) сырасы йыьыландырса, онда онун истянилян 

(4) галыьы да йыьыландыр, яксиня  (4) галыьынын йыьылмасындан 
чыхыр ки, (2) сырасы да йыьыландыр. Беляликля, сыранын сонлу сайда 
щядляр

 етмир
- ъи щяддиндян сонракы даьыланы  - ля 

ишаря е

инин атылмасы вя бир нечя йени щядлярин ялавя едилмяси 
онун йыьылмасына вя йахуд даьылан олмасына тясир . 

Б. Сыранын м  mr
дяк. Онда яэяр  яввялки сыра йыьыландырса, ∞→m  - да 

mr  сыфыра йахынлашар. 

Ъ. Йыьылан сыранын ам - цмуми щядди сыфыра йахынлашар. 
Бу шярт сыранын йыьылмасы цчцн зярури шяртдир; бу шярт юдян-
мядикдя сыра йыьылан ола билмяз, йяни сыра даьылан олар. Лакин  
бу шяр

нын щяр бир щяддини ейни бир ядядя 
вурсаг

улур. 
 сыра ламаг вя йа чых-

т кафи дейилдир, бу шярт юдянилдикдя беля сыра даьылан 
ола биляр. Йыьылан сыраларын садя хассялярини эюстяряк. 

Ч. Яэяр йыьылан сыра
, сыранын йыьылан  вя йа даьылан олмасы позулмур, ъями 

ися щямин ядядя вур
Д. Ики йыьылан нын щядбящяд топ

маг олар, беля ки, L+±+± )(a)( 2211 bba  сырасы да йыьылан 

олар вя онун ъями BA±  - я бярабяр олар. 
 

3. Сабит ишаряли сыраларын йыьылма яламятляри. Беля 
сыраларын бцтцн щядляри йа мянфи дейилдир, йа да мцсбят дейил-
дир. Бц мянфи олмайан,

;    
тцн щядляри  йяни гыса десяк мцсбят 

щядли сыралары юйряняк. Беляликля, тутаг ки
                  LL naaa ,,, 21                                      (5) 

сырасынын бцтцн щядляри мянфи дейилдир 0≥na . Онда айдындыр 

ки, бцтцн хцсуси ъямляр дя мянфи олмайаъаг вя хцсуси  
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и вар

 яламятляриня кечмяздян яввял 
щармоник сыранын даьылан олмасыны исбат едяк. шаьыдакы сы-
райа щармонит сыра дейилир: 

ъямляр ардыъыллыьы nA  монотон артан олаъаг. Беля ардыъыллыьын 

щямишя лимит : яэяр бу ардыъыллыг йухарыдан мящдуддурса, 
онда сонлу, якс щалда ися сонсуз лимит вар. Ашаьыдакы няти-
ъяни  алырыг. 

Нятиъя: Мцсбят сыранын щямишя ъями вар; яэяр хцсуси  
ъямляр йухарыдан мящдуд оларса, онда ъям сонлу, сыра ися 
йыьылан вя якс щалда ъям сонсуз, сыра ися даьыландыр. Мцс-
бят щядли сыраларын йыьылма

 А

∑
∞

=++++ 112111 nn LL  
=1n

Айдындыр ки, ашаьыдакы бярабярсизлик доьрудур: 

21)2(1)2(1)1(1 =⋅>+++ nnnn L  

Сыранын биринъи ики щяддини атаг, онда галанларыны щяр 

групда 2, 4, 8, …2к, …, щядляр олмагла груплара бюляк: 

( ) ( )

( )
4444444 344444444 21

k2

Бу ъямлярин щяр бири айрылыгда 

4
LL

L
444 3444 2143421

kkkk
42

)22(1)22(1)12(1

817161514131

++++++++

+++++++

 

2
1

 - дян 

Тутаг ки, Щн– илк  н сайда щяддин ъямидир, онда  

бюйцк олар. 

212 ⋅> kH k  

олар. Эюрцрцк ки, хцсуси ъямляр йухарыдан мящдуд дейилдир. 
Демяли, щармоник сыра даьыландыр. Сыраларын йыьылан вя йа 
даьылан олмасыны  мцяййян етмяк цчцн чох вахт онлары 
башга 

м 1. Тутаг ки, 
верилм

сыра иля мцгайися едирляр, еля сыраларла ки, онларын 
йыьылан вя йа даьылан олмалары мцяййян олунмушдур. 

 
Теоре ики (А) вя (Б) мцсбят сыралары 
ишдир: 
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         LL +++ naaa 21                                 (А)   
         LL

           

+++ nbbb 21                                             (Б) 

Яэяр мцяййян нюмрядян башлайараг ba nn ≤  бяра-

бярсизлийи юдянярся, онда  (Б) сырасынын йыьылмасындан (А) 
сырасын  чыхыр вя йа (А) сырасынын
сырасынын даьылмасы чыхыр. 

ын йыьылмасы  даьылмасындан (Б) 

Мисал 2.  [ ] )0(1)1(1
2

>−−∑
=

σσσ

n
nn  сырасы цчцн н - ъи 

хцсуси ъям 

∞

σn11− ,  - йа бярабярдир ∞→n  онун  лимити 1-я 
бярабярдир, демяли  бу сыра йыьыландыр ися бу сыра иля 

мцгайися 

. Инди 

едяряк )0(1
1

1 >∑
=

+ σσ

n
n  сырасынын олду-

ьуну эюстяряк.  

∞

йыьылан 

σx1 азалан фу ксийадн ыр. Бу функсийайа [ ]nn ,1−  
интервалын (бах бюлмя 

ларыг 
да Лагранжын орта гиймят теоремини  

5.2. б.1) тятбиг едяряк а σσσ θσ +−=−− 1)(1)1(1 nnn , 

бурада 10 <<θ . σσ θ ++ −< 11 )(11 nn  олдуьундан 

[ ] σσσ nnn 1)1(11 1 −−<+  олар.  Йухарыда эюстярмишдик ки, σ

[ ]∑ 1(1 nσ  сырасы йыьыланды
∞

=

−−
2

)1
n

n σ р. Демяли теорем 1-я  

∑
=

+

1

11
n

n σ  сырасы  да йыьыландыр.  

рактикада теорем 1-дян алынан ашаьыдакы

эюря 
∞

 теорем 
даща я яъяйик ки, (Б) 
щяддя щядляр ъидди м

ем 

П
лверишли олур. (Фярз ед сырасында мцяййян 
н башлайараг, бцтцн цсбятдир). 
 
Теор 2.  Яэяр kbaiml

n nn =
∞→

 оларса, онда (Б) 

сырасынын йыьылмасындан (А) сырасынын йыьылмасы чыхыр, ня
и,  0>k  - дыр. Беляликля, 

зярдя 
тутулур ∞<< k0 олдугда щяр ик к и сыра 
ейни заманда йа йыьылыр вя йа да даьылыр. 

Ашаьыдакы  теорем 3  теорем 1 – ин  нятиъясидир. 
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Теорем
 

 3. Яэяр  мцяййян нюмрядян башлайараг 

nnnn bbaa 11 ++ ≤  бярабярсизлийи юдянярся, онда (Б) сырасы йы-

ьыландырса (А) сырасы да йыьылан олар яэяр (А) сырасы даьылан 
оларса, (Б) сырасы даьонда  да ылан олар. (Фярз олунур ки, 
няинки  ,0≠nb  щям дя 0≠na ). 

Мисал 3. 1-3 теоремляриндян истифадя едяряк, щармо-
ник сыра иля вя мисал 2-дяки сыра иля мцгайися едяряк, Аша-
ьыдакы сыраларын йыьылан вя йа даьылан олмаларыны мцяййян 
едяк. 

Теорем 1 – 

1)

я ясасян: 

  ∑
∞

+
n

nn )1(1  сырасы даьыландыр:  ;)1(1)1(1 +>+ nnn  

∑
∞

+
n

nn )1(1  сырасы йыьыландыр:  ;1)1(1 2
32 nnn >+  2)  

∑
∞

=1
!

n

nnn  сырасы йыьыландыр:   .)3(2! 2 >< nnnn n  3)  

 
Теорем 2-йя ясасян:  

4)  ∑
∞

=1

)(1
n

n nn  сырасы даьыландыр:   ;11:)(1 →nnn n  

∑
∞

=

−
1

)cos1(
n

nx   - сырасы йыьыландыр: 21:)cos1( 22 xnnx →−  5) 

Сыраларын йыьылан вя йа даьылан олмасы цчцн даща ики 
яламяти эюстяряк. Бу сыранын щяндяси силсиля иля мцгайися-
иня ясасланыр. 

 
с

Коши яламяти. (А) сырасы цчцн n
nn aK =  ардыьыллыьыны 

як. Яэяр щеч олмазса кафи гядяр бюйцк н – ляр цчцн 
qkn ≤  бярабярсизлийи юдянярся, бурада г - сабитдир вя ващид-

дцзялд
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дян ки р мцяййян

Далам

чикдир, онда (А) сырасы йыьыландыр; яэя  нюм-
рядян башлайараг 1≥nk  оларса, онда (А) сырасы даьыландыр. 

бер яламяти. (А) сырасы цчцн nnn aaL 1+=  арды-

ъыллыьыны дцзялдяк. Яэяр щеч олмазса кафи гядяр бюйцк н - ляр 
цчцн qLn ≤  бярабярсиз янярся, бурада г – сабитдир вя 

ващиддя

лийи юд

кичикдир, онда (А) сырасы йыьыландыр, яэяр мцяййян 
нюмр

инин интеграл яламяти. Бу яламят форма-
сына эю  фярг  и
йисясиня ясасланыр.  

n

бурада асы кяси

дыр, ,   олдуьундан 

н 
ядян башлайараг 1≥nL  оларса, онда (А) сырасы даьы-

ландыр. 
Маклорен–Кош
ря яввялкилярдян лянир. О, сыранын нтегралла мцга-

Тядгиг олунан a  сырасыны ∑
∞

)(nf  шякилдя йазаг,  ∑
∞

=1n
n

=1

 ф  функсий 1≥x  олдугда лмяз, мцсбят вя мо-
нотон  азаландыр.  

Тутаг ки, )(xF  - функсийасы )(xf  - ин щяр щансы  ибтидаи 
функсийасы

 

беля ки 0)( >xf ∞→x  - да 
артандыр, сонлу вя йа сонсуз

олдугда  

сырасы 
бу сыра иля мцгайися едяк. 

Лагранжын орта гиймят теореминя яс
 аларыг: 

)(xF   лимити вар. Бу лимит сонлу 

[ ]∑
∞

=

−+
1

)()1(
n

nFnF                               (6) 

йыьыландыр. Бу лимит сонсуз оларса, онда сыра даьылан 
олар. Тядгиг етдийимиз сыраны 

щаггында асян 
(бах бюлмя 5.2. б.1)

)()()1( θ+=−+ nfnFnF , бурада (.10 xf )< <θ  мо-
нотон 

n nnfa
азалдыьындан 

.)()( nanfnFF )1()1(1 = + <−+< =+

Яэяр (6) сырасы йыьылан  

=
+

11
1

nn
n

 

 оларса, онда теорем 1-я яса-

сян ∑∑
∞∞

+= )1(nfa  сырасы да йыьылан олар. Беляки, бу 
=
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щядди

Онда яввялки a  сырасы да йыьылан олар. Яэяр (6) сырасы  

я б
 интеграл

фярзиййялярля a  сырасынын йыьылан вя йа даьылан олмасы 

функсийасынын ин олуб

ибтидаи  функсийасыны шякилиндя 

у кими

сыранын щяр бир  (6)  сырасынын уйьун щяддиндян кичикдир. 

=1n
n

даьыландырса, онда яввялки сыра да даьылан олар, беляки, онун 
щяр бир щ дди (6) сырасынын уйьун щяддиндян юйцкдцр. 
Бурадан ися  яламяти алыныр: гябул етдийимиз 

n

∞→n -да   сонлу лимитин -олмама-

сындан асылыдыр. 

∑
∞

∑
∞

=1n

)(xF  

)(xF   ∫
x

dttf
1

)(  

эютцрмяк олар. 
Мялум олдуь  ∞→х -да бу интегралын лимити гей-

ри-мях

яр вар. Бу яламятлярля  хцсуси ядябиййатда таныш 
олмаг

. Беля сыралар 
цчцн ч и

Лейбнис яла яр иш

суси интеграл ∫ dttf
1

)(  (бах бюлмя 11.1 б.1) адланыр. 

Демяли  бадыьымыз сыранын йыьылан вя йа даьылан 
олмасы бу интегралын сонлу вя йа сонсуз лимитинин олмасындан 
асылыдыр. Сыраларын йыьылмасы цчцн даща дягиг вя даща мцряк-
кяб  яламятл

x

 олар. 
4. Ишарясини дяйишян сыралар. Мцсбят вя мянфи ишаряси 

щядляри нювбя иля дяйишян сыралар беля адланырлар
ох садя вя ялверишл  йыьылма яламяти вар. 

мяти. Яэ арясини дяйишян сыранын 
,4321 L+−+− сссс , бурада 0≥nс  щядляри мцтляг гиймятъя 

монотон азаландырса вя сыфыра йахынлашырса, онда сыра йыьылан 
олар. Гейд етмяк лазымдыр ки, бу сыранын галыьынын ишаряси 
сыранын биринъи щяддинин ишаряси иля ейни олар вя мцтляг гий-
мятъя биринъи щяддян кичик олар.  

Мисал 4.   ∑
∞

=

+ +−+−=−
1

1 4131211)1(
n

n n L  

    вя        ∑
∞

=

+ +−+−=−
1

1 4131211)1(
n

n n L 
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Щяр ики сыра Лейбнис яламятиня эюря йыьыландыр. Сыранын 

мцтляг йыьылан олмасыны айдынлашдраг. - сырасынын щядля-

ринин мцтляг гиймятляриндян дцзялян сыра йыьылан оларса, он-

да яввялки сыра мцтляг йыьылан адланыр, йяни яэяр 

∑
∞

=1n
na

∑
∞

=1n
na   - сы-

расы йыьыландырса,  - сырасы мцтляг йыьылан адланыр.  ∑
∞

=1n
na

Айдындыр ки, ∑
∞

=1n
na мцсбят сырадыр вя онун йыьылмасы 

цчцн 3-ъц бянддя щазырланмыш бцтцн апаратдан истифадя 
етмяк олар. Гейд етмяк лазымдыр ки, сыра юзц йыьыла  биляр, 
лакин мцтляг йыьылмайан олар. Мясялян 4-ъц мисалдакы биринъи 
сыра йыьыландыр, лакин онун щядляринин мцтляг гиймятляриндян 
дцзялян сыра щармоник сыра олдуьундан даьыландыр. 

 
5. Гцввят сыралары. Ашаьыдакы шякилдя верилян  сыралар  

                              (7) LL +++++=∑
∞

=

n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

2
0

10

гцввят сыралары адланыр. 
Теорем 4. Яэяр (7) сырасы dx =  олдугда йыьыландырса, 

онда dx <  шяртини юдяйян истянилян x  цчцн мцтляг 

йыьыландыр. 

Исбаты.   сырасынын йыьылан 

олмасындан чыхыр ки, онун цмуми щядди сыфыра йахынлашар вя 
демяли мящдуддур, 

L+++=∑
∞

=

2
2

0
10 dadaada

n

n
n

Mda n
n ≤ . Тутаг ки, dx < . Онда, 

( ) nnnn
n

n
n dxMdxdaxa ≤=   олар. 

Демяли, сыранын щядляри щяндяси силсилянин 

L+++ 2dxMdxMM  уйьун щяддиндян кичикдир, бурада 
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1<dx . Бу силсиля азалан  олдуьундан йыьыландыр, онда тео-

реми 1-я ясасян dxxa
n

n
n <∑

∞

=

,
0

 сырасы да йыьылан олар. 

Еля гцввят сыралары вардыр ки, х - ин сыфырдан фяргли щеч 
бир гиймятиндя йыьылан олмур. 

Мясялян,  - сырасынын ∑
∞

=1

!
n

nxn 0≠x  олдугда даьылан 

олмасыны Даламбер яламяти иля эюстярмяк олар. Фярз едяк ки, 
х - ин еля гиймятляри вар ки, (7) сырасы йыьыландыр. Беля  х – лярин 
чохлуьуну С - иля ишаря едяк. Яэяр бу чохлуг йухарыдан 
мящдуд олмазса, онда теорем 4-я ясасян беля сыра ихтийари 
х  цчцн мцтляг йыьылан олар. Яэяр С чохлуьу мящдуд оларса, 
онда Р онун йухары сярщяддидирся Rх >  олдугда (7) сырасы 

даьылан олар, Rх <  олдугда йыьылан олар, Rx ±=  олдугда 

сыранын йыьылмасы вя йа даьылмасы айдын дейил. 
Теорем 5. Щяр бир гцввят сырасы цчцн йыьылма областы 

бцтцн  интервалыдыр, цч нюгтяляри дахил ола да биляр, 
олмайа да биляр. Р сонсузлугда сыфырда ола биляр. Бу 
интервалын дахилиндя 

[ RR,− ]

( )RR,−  сыра мцтляг йыьылыр. Р ядядиня 

сыранын йыьылма  радиусу дейилир. Йыьылма радиусуну тапмаг 
цчцн беля щярякят едирляр. Ашаьыдакы ардыъыллыьы дцзялдирляр 

L,,, 3
332211 aSaSaS === , ... 

Бу ардыъыллыг цмуми щалда бир чох лимит нюгтяляриня 
малик ола биляр, йяни юз алт ардыъыллыгларынын лимитляриня. Исбат 
етмяк олар ки, бу лимитлярин ян бюйцйцнцн тярс гиймяти йыьыл-
ма радиусуна бярабярдир. 

Мисал 5.  ∑
∞

=0n

pn nx  - сырасынын йыьылма  интервалыны вя йы-

ьылма радиусуну тапаг. pnn
nn naS ==  ардыъыллыьыны  дцзял-

дяк. 1lim =
∞→

pn

n
n  олдуьундан, йыьылма радиусу 111 ==R  олар. 
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Демяли (-1, 1) интервалында бахылан сыра мцтляг йыьыландыр. 
Интервалын уъларында йыьылманы тядгиг едяк. 1−=x  йалныз 

 олдугда 0>p ∑
∞

=

−
0

)1(
n

pn n  - йыьылыр,  0<p  оларса сыранын 

щядляри сыфыра йахынлашмыр. Гейд едяк ки,  олдугда 
сыранын йыьылмасы мцтляг дейилдир. 

01 >> p
1=x   олдугда  1>p

∑
∞

=0
1

n

pn  йыьыландыр.  

МЯСЯЛЯЛЯР 
1. Ашаьыдакы сыраларын йыьылмасыны эюстярин вя ъямляри-

ни тапын: 

( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

++−++
1111

6)23(,)52)(12(1,)3(1,)1(1
n

nnn

nnn
nnnnnn  

2. Йыьылма яламятляриндян истифадя едяряк сыраларын 

йыьылан вя йа даьылан олдуьуну эюстярин: 

( ) ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

++−++
1

4

111

2 11,)1(,2sin,)1()1(
nnn

n

n
nnnnn π  

3. Ишарясини дяйишян сыраларын йыьылан олдуьуну  эюстя-

рин:  

∑∑
∞

=

∞

=

−−−−
11

)ln()1(,)2()12()1(
n

n

n

n nnnn  

4. Гцввят сыраларынын йыьылма радиусларыны тапын: 

∑∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

+⋅−
1111

2

1
)(,)1(,,,

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n nnxxnnnxnxx . 
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Щисся 3. Ещтимал  нязяриййяси 

 вя игтисадиййатда статистик цсуллар 

 
Чохлары щесаб едирляр ки, ещтимал нязяриййяси баша 

дцшцлмяк вя мянимсямяк цчцн чятин елмдир. Цмумиййятля 
бу доьрудан да белядир. Бу елми абстракт вя эцндялик иш-
лярдян вя мяшьулиййятлярдян узаг щесаб едянляр дя аз 
дейил. Бу ися йанылмадыр. Ясл мянада ися биз ещтимал нязя-
риййяси иля тез-тез растлашырыг, артыг мяктяби гуртарыб, али мяк-
тябляря щазырлашанда, мцхтялиф ситуасийалары дцшцняндя  
мящз  ещтимал нязяриййяси мювгейиндя фикирляширик. Мясялян, 
достунун «Сянин института гябул олунмаг шансын неъядир?» 
суалына тяхминян беля ъаваб  верирсиниз: «Фикирляширям ки, 80 
фаиз шансым вар». Вя бир-биринизи эюзял баша дцшцрсцнцз. 
(Лакин ъаваб верян няйи нязярдя тутурду вя суал верян няйи 
баша дцшдцйцнц щямишя айдынлашдырмаг олмур). Тялябя 
аудиторийасында ещтимал нязяриййясинин илк мцщазирясиндя  
мян тялябяляря ещтималла  ялагядар бир нечя суаллар вердим 
вя тялябяляр  суаллара тамамиля доьру ъаваблар вердиляр. 
Суаллар чятин дейилдир: «яэяр метал пулу 10 дяфя атсаг, эерб 
цзц тяхминян  нечя дяфя дцшяр?», «Ойун зярини атдыгда ъцт 
рягямин дцшмяси чох ещтималлыдыр, йохса 6 рягяминин дцш-
мяси?» 
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Бир аз чятин суаллара мясялян, «щансы гиймятли каьыз-
лар даща етибарлыдыр, дювлятин вя йахуд щяр щансы ширкятин?» – 
кими суалларада тялябяляр адятян дцзэцн ъаваб верирляр. Бу-
рада гейд етмяк лазымдыр ки, верилян ъавабларын дцзэцн вя 
кейфиййятиня эюря щятта ещтимал нязяриййясини юйряняндян 
сонра няйися ялавя етмяк  мцмкцн дейилдир. Бу да ону 
эюстярир ки, тялябяляр ещтимал нязяриййяси щаггында  чох шей-
ляри билирдиляр, лакин бу  биликляр йалныз интуитив характер дашы-
йырдылар. Ещтимал нязяриййясини юйрянмяк бу биликляри мющ-
кямляндирир, айдынлашдырыр вя эенишляндирир.  
  «Анна Каренина»-нын мцяллифини  билмяйян  адамлара 
ъащил дейирляр. Ейни сюзц ишыьын сцрятинин мадди ъисимлярин ян 
бюйцк сцряти олдуьуну билмяйянляря дя аид етмяк олар. Бу 
сябябдян дя щяр бир мядяни инсан ещтимал  нязяриййясинин 
щеч олмазса садя елементлярини билмялидир, она эюря ки, бу 
нязяриййя бизим гаршымызда йени стохастик ганунауйьун-
луглар, йяни мцасир дцнйаны даща дяриндян дярк етмяк цчцн 
йени дцнйаэюрцшц бяхш едир. Бу ганунауйьунлугларла баш-
лайаг. Сизя уьурлар, сябр вя инад!  

 
 
 
 

Мювзу 15.   
ТЯСАДЦФЦ ЩАДИСЯЛЯР 

15.1. Тясадцфц щадисяляр 
1.Детерминист вя стохостик ганунауйьунлуглар. 

Индийя гядяр юйряндийимиз ганунауйьунлуглар ясасян беля 
тип ганунауйьунлуглар иди: «Яэяр комплекс А шяртляри юдя-
нярся, онда  мцтляг Б щадисяси баш веряр» Мясялян, «Яэяр 
суйу нормал шяраитдя 1000Ъ гядяр гыздырсаг, су гайнайар » 
вя йахуд «яэяр адам  дашы йухары атса, даш мцтляг йеря 
дцшяр». Ола билмяз ки, беш няфяр даш атсын, дюрдцнцн дашы 
йеря дцшсцн, бирининки ися щавадан  асылы галсын. Беля гану-
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науйьунлуглара детерминист ганунауйьунлуглар дейилир. Тя-
садцфц щадисяляр дя олур. Мясялян, беш няфяр метал пулу 
атыр, бунларын бешининдя эерб цзцнцн мцтляг дцшмясини 
демяк  олармы? Ялбяття демяк олмаз. Щадися  (мясялян, 
эерб цзцнцн дцшмяси) она эюря тясадцфц адланыр ки, мцяй-
йян комплекс шяртляр дахилиндя баш веря дя биляр, баш  
вермяйя дя биляр. Бир мисал да эятиряк. Кцчядя тясадцфц  бир 
няфяри сахлайыб, ондан цзр истяйяряк кечян хястяляндийини 
сорушсаг, йяэин ки, онун ъавабыны яввялдян прогнозлашдыра 
билмярик. Беляликля, тясадцфц щадисянин баш веряъяйини яв-
вялдян демяк олмаз.  

Йалныз бир щалда, ващид сынагда тясадцфи щадисянин 
баш вермясини демяк мцмкцн дейил. Лакин статистикайа бах-
саг, онда эюрярик ки, 1996-ъы иля Москва сакини орта щесабла 
8 эцн хятяляниб. Гейд едяк ки, Москва щюкумятинин уйьун 
шюбяси цчцн щеч мянасы йохдур ки, конкрет Сидоров М.М. 
1996-ъы илдя хястяляниб, йа йох. Бу шюбя Москва шящяринин 
ясас ящали кцтляси цчцн гярар гябул едир (дярман сифа-
риши,йени хястяханаларын тикинтиси вя с.), бу  мянада айрыъа бир 
няфяр щаггында информасийа еля дя мцщцм дейил (Доьрудур 
бахыр бу адам  кимдр? Беля ки, мятбуатын мялуматына эюря  
5 нойабр 1996-ъы илдя Б. Йелтсинин мяшщур ямялйатына Ру-
сийанын дювлят бцдъясиндян 32 милйард руб пул хярълян-
мишдир). Гярарлар гябул етмяк цчцн цмумиляшдирилмиш орта  
информасийа мцщцмдцр. 

Беляликля, баш верян тясадцфц щадисялярин ясас топлу-
му-конкрет щалда 1996-ъы илдя Москва ящалисинин хястялян-
мяси щаггында информасийанын дягиг  ганунауйьунлуьу вар: 
щяр бир няфяр Москва сакини 8 эцн хястя олуб. Беля гануна-
уйьунлуглар стохастик (тясадцфц) ганунауйьунлуглар адла-
нырлар. Беля ганунауйьунлуглар щеч дя аз дейилдир, онлар бизи 
щяр тяряфдян ящатя едирляр. Мисаллар эятиряк. 

 
Мисал 1. 1996-ъы  илдя   Москванын   тярявяз  базасына  

1 милйон тон картоф эятирилиб, 
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Орта щесабла щямин ил щяр бир москвалы 100 кг картоф  
йейиб. Ялбяття, демяк олмаз ки, конкрет щяр бир Москва 
сакини бу гядяр картоф йемишдир. 

 
Мисал 2. Аиляли кишиляр вахтларыны телевизор гаршысында су-

бай  кишилярдян даща чох кечирир. 
 
Мисал 3. 1996-ъы илдя Москва ящалиси 1995-ъи илдя-

киндян чох верэи юдяйибляр. Бу мисалларын щяр бириндя эюс-
тярилян ганунауйьунлуглар бюйцк кцтляни характеризя едир, 
лакин конкрет бир няфяр щаггында щеч бир информасийа вермир. 
Стохастик ганунауйьунлуьун детерминист ганунауйьунлуг-
ан фярги дя мящз бундан ибарятдир.  

Детерминист ганунауйьунлуьу чохлуьун щяр бир еле-
ментини тясвир етдийи щалда, стохастик ганунауйьунлуг чох-
луьу йалныз бцтювлцкдя, там щалында тясвир едир. Тядгиг олу-
нан беля бюйцк чохлуг баш чохлуг адланыр. Нязяри бахымдан 
бу чохлуг сонсуз да ола биляр. Тутаг ки, Х чохлуьунун 
елементляри щяр щансы а - яламятиня эюря юйрянилир. Фярз  
едяк ки, бу яламяти олан елементлярдян ибарят алт чохлуг  А -
дыр. Истянилян Х елементини эютцрсяк, бу елемент а хассясини 
юдяйя дя биляр, юдямяйя дя биляр. 

Тутаг ки, тядгиг етмяк цчцн бир нечя елемент эю-
тцрмцшцк. Беля елементлярдян ибарят  алт чохлуьу сечмя 
адланыр. Йада салаг ки, ихтийари Y  чохлуьунун елементляринин 
сайыны 

W

Y  иля ишаря едирляр. Демяли W  сечмянин елемент-

ляринин сайыдыр вя йахуд сечмянин щяъмидир. Нязяря алаг ки, 
AW ∩ - а хассясини юдяйян елементлярдир, демяли AW ∩  

-сечмянин а хассясини юдяйян елементляринин сайыдыр. 
WAW ∩  ися А - нын елементляринин W  -дяки щиссясидир. 

 
2. Тезлик вя ещтимал. Ещтимал нязяриййясинин илкин 

юдянилмя мярщялясиндя биз чох садя тясадцфц щадисяляря 
бахаъайыг. Бир даща гейд едяк ки, тясадцфи щадисяляр мцяй-
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йян сынагларла (тяърцбя иля) ялагядардыр. Бу сынаглар нятиъя-
синдя щадися баш веря дя биляр, вермяйя дя биляр. Беля садя 
сынаглара мисал олараг метал пулун вя йа ойун зяринин 
атылмасыны эюстярмяк олар. Метал пулу симметрик, чох назик 
(нязяри ъящятдян сонсуз назик) сыхлыьына эюря биръинс щесаб 
едяъяйик. Метал пулун бир цзцндя эерб, диэяр цзцндя ися 
решка (йазы) тясвир едилмишдир. Ойун зяри щяндяси дцзэцн 
кубикдир, сыхлыьына эюря  биръинсдир; онун цзляриндя 1-дя 6-йа 
гядяр  рягямляр тясвир едилиб. Метал пулун  атылмасы иля ики 
тясадцфц щадися баьлыдыр: эерб цзцнцн йухары дцшмяси – ону 
Э иля ишаря едяк вя йа йазы олан цзцн йухары дцшмяси-ону Р 
иля ишаря едяк. Ойун зяринин атылмасы иля чох тясадцфи ща-
дисяляр баьлыдыр. Мясялян алты щадися ли = «ойун зяринин йухары 
цзцндя  рягяминин олмасы», i ;6,,1 L=i  вя йахуд Д щади-
сяси = «ъцт рягямин дцшмяси», вя йа Н= «тяк рягямин дцш-
мяси» вя с. Интуисийайа вя ади сюзляр олан «даща имканлы», 
«бярабяр имканлы» вя с. сюзляриндян истифадя едяряк бахылан 
щадисяляри тящлил едяк.  

Метал пул симметрик олдуьундан Э вя Р щадисяляринин 
щансынын даща имканлы олдуьуну демяк олмаз, она эюря дя 
дейя билярик  ки, Э вя Р ейниимканлы щадисялярдир. Ейни ся-
бябдян бцтцн ли, 6,,1 L=i , щадисяляри дя ейниимканлы щади-

сялярдир. Башга тяряфдян  Д щадисяси  ли ,  6,,1 L=i  щадися-
ляринин щяр бириндян даща имканлыдыр. Лакин беля характеристи-
калар  щадисянин «тясадцфилийи»-ни  «даща имканлы», «бярабяр 
имканлы» вя с. сюзлярля ифадя етмяк йалныз кейфиййят характери 
дашыйыр.  

Кямиййятчя гиймят вермяк тяшяббцсц «ещтимал» ан-
лайышына эятирир. 

 
Тяриф 1. Сынаг кечирдикдя щадисянин баш вермяси юл-

чцсц онун ещтималы адланыр. 
Сонралар биз бу тярифя даща дягиг мяна веряъяйик. 

Сынаг нятиъясиндя баш верян вя йа баш вермяйян щяр щансы 
А тясадцфи  щадисясиня бахаг. Бу сынаьы бир нечя дяфя  тяк-
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рарлайаг, мясялян н дяфя. Чалышаг ки, бу сынаглары ейни шяра-
итдя бир-бириндян асылы олмайараг кечиряк. Дейирляр ки, беля 
сынаглар узунлуьу н олан E-серийасы ямяля эятирир. Тутаг ки, 
А щадисяси E серийасында к дяфя  баш вериб. Онда к/н  
кямиййяти А щадисянин E серийасында тезлийи адланыр вя 

),( εγ А  иля  ишаря едилир. Айдындыр ки, 1),(0 ≤≤ εγ А  щям дя 

гейд едяк ки, ики  21, εε  серийаларында щятта ейни узунлуглу 

олсалар беля ),(),( 21 εγεγ АА ≠ . Лакин iε  серийаларыны 

 кечирдикдя серийаларын узунлуьу чох бюйцк 

олдугда 

,,2,1 L=i
),( iА εγ  кямиййяти ашаьыдакы мянада стабилляшир, 

сыхлашыр: яввялъя верэцлдян сонракы  биринъи рягям  стабил-

ляшир, сонра 2-ъи рягям  вя с. Алынан  лимит 

ядядини  А щадисясинин ещтималы  щесаб етмяк лазымдыр. 
Адятян ещтималы 

1p

2p L21,,0 pp

P  щярифи иля ишаря едирляр. Йухарыдакы 
мисалларда эюстярилян тясадцфц щадисялярин ещтималлары беля 
олар: 

61)(,21)(,21)()( ==== iePBPRPGP  истянилян 

 цчцн. 6,,2,1 L=i
Яслиндя ися щадисянин тезлийи иля ещтималыны ялагялян-

дирмяк тясвир етдийимиздян хейли чятиндир. Бу ялагянин изащы-
на гайыдаъаьыг. Щялялик ися ашаьыдакы нятиъя иля кифайятляняк. 

 
Тяриф 2. Тясадцфи  щадисянин ещтималы узун серийалы сы-

нагларда онун башвермя тезлийинин мцъярряд ифадясидир. Ещ-
тималын беля баша дцшцлмяси практикайа чох йахындыр, амма 
йухарыдакы тяриф (бах.тяриф 1) ещтимал щггында нязяри тясяв-
вцрлярин тез инкишаф  етдирилмясиня имкан йарадыр. 
 

3. Ещтималын щесабланмасынын классик дцстуру. 
Мялумдур ки, ещтимал нязяриййяси салон ойунларынын (покер, 
преферанс вя йа домино вя с.) тящлилиндян башлайыб. Бу 
ойунларда картын бир чох комбинасийалары (вя йахуд башга 
елементляри ) ейниимканлыдыр. Бу картларын ейни юлчцдя, ейни 
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материалдан щазырланмалары иля вя ону пайламаздан яввял 
диггятля гарышдырылмасы иля ялдя  олунур. 

 
Мисал 4. «Преферансист мясялясиня» бахаг. Цч ня-

фяр ойнайыр. Карты пайлайан щяр  иштиракчыйа 10 карт пайлайыр 2 
карты ися цстялик алынма цчцн сахлайыр. (Преферанс ойунунда 
ъями 32 карт вар. Алтылыглар ойнамыр). Цстялик алынма цчцн 
сахланылан картларын ики туз олмасы ещтималы нечя олар? 

Щялли. Бу мясяля ашаьыдакы садя мясяля иля екви-
валентдир: карт дястиндян ики карт эютцрцлцр. Эютцрцлян картла-
рын туз олмаса ещтималы ня гядярдир? 32 картдан 2 карты нечя 
комбинасийа иля эютцрмяк олар? Елементар щесабламалар 
эюстярир ки, 4962)3132( =×=n . Бунлардан нечяси йалныз 
тузлардан ибарятдир? Йеня дя щесабламаг чятин дейилдир ки, 

62)34( =⋅=m . Онда ,8314966 ==nm , бу ися ахтарылан 
ещтималдыр. Ещтимал нязяриййясинин илкин инкишафында беля  
щесабламалар апарырдылар. Бунун ясасында ися ашаьыдакы 
классик дцстур дурур. 

 
Ещтималын щесабланмасы цчцн классик дцстур. 
Тутаг ки, А щадисяси )(Am  щалда баш верир, бцтцн 

щалларын сайы ися н - дир, онда .)()( nAmAP =  

Бир сынагда Б, Ъ щадисяляри бирликдя  баш веря билмяз-
лярся, онда онлар уйушмайан вя йа бирэя олмайан щадисяляр 
адланырлар. Мясялян, йухарыда эюстярдийимиз Э, Р уйушма-
йан щадисялярдир. 

Яэяр сынаг нятиъясиндя щадисяляр групунун щяр щан-
сы бири мцтляг баш верярся, онда беля дейирляр ки, бу щади-
сяляр там груп тяшкил едирляр. Йеня дя йухарыда эюстяр-
дийимиз Э,Р щадисяляри там груп тяшкил едирляр. Йухапрыда 
ещтималын классик дцстурунда ишлятдийимиз «щал» сюзцня инди 
айдынлыг эятиря билярик. 

Щал-ейниимканлы, ъцт-ъцт уйушмайан вя там груп 
ямяля эятирян щадисялярдир. Классик дцстуру йадда сахламаг 
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вя ону баша  дцшмяк цчцн «ещтимал пирогундан» истифадя 
едирляр. Тясяввцр едяк ки, пирог н бярабяр сектора – щаллара  
бюлцшмцшдцр, пирогун А щиссяси )(Am  беля секторлардан-

щаллардан  ибарятдир, онун пайы )( nАm -дир. Классик  дцсту-

рун кюмяйи иля щяр щадисянин ещтималыны  тапмаг мцмкцн 
дейилдир. Бу дцстур йалныз о заман тятбиг едиля биляр ки, сына-
ьын  нятиъяси груплара-щаллара бюлцнсцн, хцсусян щаллар ейни-
имканлы олмалыдырлар. Бцтцн щаллар ейниимканлылыг сынаьын сим-
метриклийинин нятиъясидир. Йухарыдакы эюстярдийимиз метал пу-
лун вя йахуд ойун зяринин атылмасында  симметриклик  айдын 
эюрцнцр. Она эюря дя метал пулу атаркян Э вя Р щадисяляри 
там груп  тяшкил едирляр вя бу щадисялярин щяр биринин  ещтималы 
½-я бярабярдир. Ойун зярини атдыгда ися eи ,  6,,1 L=i  

щадисяляри там груп тяшкил едирляр, она эюря дя .61)( =ilp  
Мисал 5. Ики ойун зяри бирликдя атылыр. Ашаьыдакы щади-

сялярин  ещтималларыны  тапын:  а)  дцшян  халларын  ъями ъцтдцр;  
б) дцшян халларын щасили 20-дян чохдур. 

Щялли. Классик дцстурдан истифадя едяк. Ойун зяр-
ляриндян бирини гара, диэярини аь  адландыраг. Тутаг ки, А –
«а»-дан олан щадисядир, Б –«б» -дян олан щадисядир. 

Ямин олаг ки, 36 щадися  «аь зярдя и рягями, га-

ра зярдя к рягями» ейниимканлы, там груп ямяля эятирян щал-
лардыр. Она эюря дя п=36. А щадисяси 18 щалда, Б щадисяси 
ися 6 щалда баш веряр. 

=ikl

{ }.)6,6(,)5,6(,)4,6(,)6,5(,)5,5(,)6,4(  Демяли,  
61)(,213618 === BPP . 

 
4. Комбинаториканын елементляри. Комбинаторика 

мцхтялиф комбинасийаларда ядядлярин щесабланмасы иля мяш-
ьул олур. Бунлардан ещтимал нязяриййясиндя ян чох тятбигини 
тапанлар пермитасион, аранжеман вя комбинизондур. 

Аранжеман n елементдян m низамланмыш m елемент-
дян сечилмиш дястдир. n елементдян m  аранжеманларынын са-
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йыны  - ля  ишаря едирляр вя . Аран-

жеманлар елементляринин тяркибиня вя низамланмасына эюря 
фярглянирляр. 

m
nА )1()1( +−−= mnnnAm

n L

Верилмиш чохлуьун бцтцн елементляриндян низамлы шя-
килдя сечилмиш йердяйишмялярин сайына пермитасйон дейилир вя 

 – ля ишаря едилир. nP L)1(! −== nnnPn  

Пермуитасийонлар юз тяркибляри иля дейил, йалныз елемен-
тлярин низамы иля фярглянирляр.  

Комбинезон p сайда елементдян эютцрцлмцш низам-
ланмамыш m сайда ядядлярин дястидир. n елементдян  эютц-

рцлмцш m сайда елементдян ибарят  комбинзонлары  ишаря 

едирляр. 

m
nС

.!)1()1( mmnnnPAC m
m
n

m
n +−−== L  

Комбинзонлар елементляринин тяркибиня эюря фярглянир-
ляр. 

Мисал 6. 36 картдан ибарят олан дястдян  цч карты 
тясадцфян эютцряк. Эютцрдцйцмцз картлары гырмызы кярпич 
дама вя ики туз олмасы  ещтималы нечя олар? 

Щялли. Ахтарылан щадисяни A иля ишаря  едяк. Классик 
дцстура ясасян ,)()( nAmAP =  бурада  – гырмызы кяр-
пич дама вя ики  туздан ибарят олан бцтцн цчлцклярин сайыдыр, 
n - ися 36 картдан дцзялян бцтцн цчлцклярин  сайыдыр. Бцтцн  
картлар ачыг цзцня чевириб, гырмызы  кярпич даманы кянаря 
гойаг. Инди она ики тузу ялавя етмяк лазымдыр. 

)(Am

2)34(2
4 ⋅=C  - 

сайда цсулла буну етмяк олар.  
!3)343536(3

36 ⋅⋅== Cn . Беляликля,  
( )( ) 11901!3)343536(2)34()( =⋅⋅⋅=AP . 

                              
МЯСЯЛЯЛЯР 

  
1. Балыгчылар эюлдян 100 балыг тутурлар, онлары щал-

галайыб эерийя суйа бурахырлар. Сонрасы эцн онлар 120 балыг 
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алыг тутса онун щалгаланмыш 
олмасы

200-дир. Ахтарылан  
ещтима

садцфян дюрд щярф эютцрцлцр вя бир-биринин 

а) ШИН
. Тутаг ки, X -

«а» щадисясидир,  Y -ися  «б» щ
рфи ики олдуьундан 

тутурлар, онлардан 10-у щалгаланмыш олур. Эюлдя ня гядяр 
балыг  вар? Балыгчы йалныз бир б

 ещтималы ня гядяр олар? 
Щялли. Эюлдяки балыгларын сайыны х-иля ишаря  едяк. Онда 

100/х вя 10/120 кясрляри тяхминян бярабяр олмалыдырлар. 
Демяли балыгларын цмуми сайы тягрибян 1

л ися тягрибян 100/1200=1/12 олар. 
2. 6 щярфдян М, А, Ш, И, Н, А ибарят чохлугдан бир-

биринин ардынъа тя
йанына гойулур. 

А  вя   б) МАША сюзляринин алынмасы  ещтималыны тапын. 
Щялли. Классик дцстурдан истифадя  едяк

адисясидир.  
36034564

6 =⋅⋅⋅== An . A щя

   )( 2)(,2 =Ym  олар.  Xm =
Онда  1801)(,18013602)( === YPXP . 
3. Йешикдя 10 стандарт вя 3 стандарт олмайан детал 

вар. Токар ики деталы ейни заманда эютцрцр: а) эютцрцлян 
деталлардан биринин стандарт олмамасы, б) щяр икисинин стан-
дарт ол

Тутаг ки, X -«а» щадисяси, Y -ися «б» щадисясидир.   бунлары 

щесаблайараг тапарыг: 

мамасы ещтималыны тапын. 
Щялли. Йеня дя классик дцстуру тятбиг едя билярик. 

2
13

2
3

2
13

1
3

1
10 )(,)(

c
cYP

c
ccXP =
⋅

= . Бундан 

286
5)(,

30
1

143
5)( =≈= YPXP  

 
4. Кибрит гутусуну атаг. Бу гутунун щазырландыьы фаб-

рикин етикеткасыны йухары дцшмяси ещтималыны щесабламаг 
цчцн к

ималын ялагясиндян истифадя едяряк 
тягриби 

лассик дцстуру тятбиг етмяк олармы? 
Ъаваб. Олмаз, беля ки, уйьун щаллар групуну мцяй-

йян етмяк олмаз. Бу щаллар ейниимканлы дейилляр. Ахтарылан 
ещтималы йалныз тезликля ещт

щесабламаг олар. 
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5. Ашаьыдакылары щесаблайын: 

 онларын арасында  йалныз 
бир ъилд

 о д

дда, б) ики нюмряли за-
водда 

акы 
сюзляри

цз икиси гадын шякилидир; б) щеч олмазса бири га-
дын шякилидир. 

 
15.2. Ещтимала аксиоматик йанашма 

г ки, А, Б – щяр 
щансы с

дисяйя А-нын гаршылыглы  щадисяси дейилир вя

64
3
8

2
5

3
7

3
8 ,,,,, PPCCAA  

6. Алты ъилдлик сечилмиш ясярляр тясадцфян  дцзцлцр. 1-ъи 
вя 2-ъи ъилидлярин а) йанашы олмасы, б)

ин олмасы ещтималларыны  тапын. 
7. Йешикдя 20 ейни деталлар вар, нлар ан 15-и бир 

нюмряли заводда щазырланыб, галанлары ися ики нюмряли 
заводда щазырланыб. Чилинэяр бир-биринин ардынъа 3 детал эютц-
рцр. Бу деталларын: а) бир нюмряли заво

щазырланмасы ещтималыны тапын. 
8. Меймун йедди дяфя йазы машынынын дилляриня ялини 

вурур (садялик цчцн фярз едяк ки, йазы машынын клавиатура-
сында 33 кирил ялифбасынын щярифляри вя 10 рягям вар) Ашаьыд

н йазылмасы ещтималыны тапын а) приматы, б) человек. 
9. Конвертдя 8 киши вя 2 гадын шякили вар. Конвертдян 

4 шякил эютцрцлцр. Ашаьыдакы ещтималлары  тапын: а) эютцрцлян 
шякиллярдян д

 

 
1. Щадисяляр цзяриндя ямялляр. Тута
ынагла ялагядар ихтийари щадисялярдир. 
Йалныз вя йалныз А щадисяси баш вермяйяндя баш ве-

рян ща  А  -иля ишаря 
едилир. 

яляри б

 А вя Б щадисяляринин ъями еля щадисяйя дейилир ки, о, 
йалныз А щадисяси вя йахуд Б щадисяси вя йа щяр ики А, Б 
щадис аш вердикдя баш верир. А вя Б щадисяляринин ъя-
мини BA∪  иля ишаря едилир. А вя Б щадисяляринин кясишмяси 
иля щадисяйя дейилир ки, о, йалныз щяр ики щад швердикдя 
баш верир. А

ися ба
вя Б щадисяляринин кясишмясини  BA∩  кими иша-

ря едирляр.  
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Щадисялярин ъяминя вя кясишмясиня вердийимиз тяриф 
тябии шякилдя истянилян сайда щадисяляр дястиня дя аиддир. 
Асанлыгла эюрмяк олар ки, верилмиш сынагла ялагядар олан ща-
дисяляр  кцллцсц гаршылыглы щадисяляря, щадисялярин  ъяминя вя 
кясишмясиня нязярян гапалыдырлар. Беля щадисяляр кцллцсц 
щадисяляр фязасы вя йахуд щадисяляр ъябри адланырлар вя Ω  иля 
ишаря олунурлар.  

Сынаг нятиъясиндя щеч вахт баш веря билмяйян щади-
сяляря мцмкцн олмайан щадисяляр дейилир. Мцмкцн олма-
йан щадисяляри  ø символу иля ишаря едирляр (бош чохлуьун сим-
волу иля). Сынаг нятиъясиндя щямишя баш верян щадисяйя йя-
гин щадися дейилир. Йягин  щадисяни  U  иля ишаря едирляр. 

Мисал 1. Метал пулун атылмасына бахаг. Щадисяляр 
фязасы  дюрд щадисядян ибарятдир: ø , Ω U  эерб цзцнцн дцш-
мяси Э вя решка цзцнцн дцшмяси Р. Гейд едяк ки, Э вя Р  
щадисяляри гаршылыглыдыр. 

Мисал 2. Ойун зяринин атылмасына бахаг. Щадисяляр 
фязасы ,  щадисядян ибарятдир: ø , Ω 6426 = U   алты щадися 

 «зярин йухары цзцндя и  рягяминин олмасы» =il 6,...,2,1=i ; 

Д щадисяси « ъцт рягямин дцшмяси» вя Н щадисяси « тяк 
рягямин дцшмяси» вя  с. Гейд едяк ки, Д, Н щадисяляри 
гаршылыглы щадисялярдир. 

Щадисяляр фязасына бахаркян бязи щадисяляри елемен-
тар адландырмаг мягсядяуйьундур. Бу еля  щадисялярдир ки, 
онлардан бизи марагландыран бцтцн щадисяляри «тяртиб» етмяк 
олар. Мисал 2-дя беля алты щадисяляр , il 6,...,2,1=i  елементар 

щадисяляр иди. Елементар щадисяляр  чохлуьуну ω  иля ишаря 
едирляр. Истянилян щадисяляр елементар щадисялярдян ибарятдир 
вя  бу елементар щадисялярин уйьун алт чохлуьу кими 
ейниляшдириля биляр. Мисал 2-дя Д щадисяси { },,, 642 еее , Н 

щадисяси ися { },,, 531 еееN =   - дир. 
Мисал 3. Ики ойун зяринин аь вя гара бирликдя атылмасы  

сынаьына бахаг. Ямин олаг ки, 36 щадися  lik= « аь зярдя и,  
гара зярдя к рягяминин дцшмяси» елементар щадисялярдир. 
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Щяр бир щадисяни елементар лярин алт чохлуьу иля 
ейниляш

«Дцшян халларын щасилляринин 20-дян чох олмасы» щадисяси  
)6,6(,)5,6(,)4,6(,)6,5(,)5,5(,)6,4( олар. 
щадися

дирмяк, щадисяляр цзяриндя ямялляря нязяри-чохлуг 
трактовкасы (изащы) верир. Беля ки, А щадисяси иля гаршылыглы щади-
ся Аω  - тамамланмасына уйьундур, А, Б щадисяляринин 

ъями BA∪  алт чохлуьуна, А, Б щадисяляринин кясишмяси 
BA∩ чохлуьуна уйьундур. Бахдыьымыз ямяллярдян 
щадисяляр цзяриндя диэяр ямялляр дя апармаг  олар.  
А вя Б щадисяляринин фярги  йалныз о заман баш вери

 алт 
башга 

р 
ки, А баш верир, Б ися баш вермир. А вя Б щадисяляринин  фяргини  
A\B кими ишаря едирляр. 

 
Мисал 4. Тутаг ки А, Б, Ъ щадисяляри верилмишдир. 

\,

йалныз

а) A \(B

∩  ямялляринин  кюмяйи иля ашаьыдакы щадисяляри йазын: 
а)  А щадисяси баш вериб; б) А вя Б щадисяляри баш 
вериб, Ъ щадисяси ися баш вермяйиб; ъ) щеч олмазса бир 
щадися баш вериб. 

Ъаваб:       

∪ ,

∩  C) вя йа  (A \B) \C; 
                  b) (A ∩B)  C  , ъ) A ∪B∪  C \

н истифадя едяряк 
яввяля я

ашма. Инди практиканын 

Ещтимал щяр бир щадисяйя 0 -дан 1-я гядяр 
ядяди 

р

Щадисяляр цзяриндя ямяллярдя  
р дахил етдийимиз  анлайышлары баш шякилдя ифад  етмяк 

олар. Мясялян, щадисяляр групу о заман там груп адланыр ки, 
ора дахил олан бцтцн щадисялярин ъями йягин щадися олсун. А 
вя Б щадисяляринин кясишмяси мцмкцн олмайан щадися 
оларса, онда А вя Б уйушмайандыр. 
 2. Ещтимала аксиоматик йан
мягсядляри цчцн кифайят олан ещтималын илкин тярифини вермяк 
олар. Бу тяриф нязяриййянин инкишафы цчцн сонралар дягиг-
ляшдириляъяк. 

Тяриф. 
гаршы гойан П функсийасыдыр, онун ашаьыдакы 

хассялярини гейд етмяк ола . 
Хасся 1. P (ø)=0,  (  UP 1) =
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 BPAPХасся 2. ( BAP + )()()∪ =  бурада нязярдя 
тутулур йушмайан щадисялярдир

 баш веря 
билмяй

 

 ки, А вя Б у . 
Йада салаг ки, сынаг нятиъясиндя бирликдя
ян А, Б щадисяляри уйушмайан адланырлар. Мясялян, Э, 

Р (бах мисал 1, б.1) щадисяляри уйушмайандыр. 15.1 бюлмя-
синдя б. 2-дя эюстярилмишдир ки,  ещтимал сынаг нятиъясиндя 
щадисянин баш вермя имканынын юлчцсцдцр. Юлчц дедикдя 
ъисимин кцтлясини, торпаг сащясинин сащясини, ъисимин щяъмини 
вя с. баша дцшцлцр. Щяр бир юлчцнцн ясас хассяси ондан 
ибарятдир ки, ики обйектин ъяминин юлчцсц, онларын юлчцляри 
ъяминя бярабяр олсун. Бу хасся аддитивлик адланыр. Гейд 
едяк ки, юлчцлярдя олдуьу кими  ещтималларда да аддитивлик 
хассяси чох ваъибдир. Индуксийа иля исбат етмяк олар ки, 
истянилян сонлу сайда ъцт-ъцт уйушмайан щадисялярин 
ъяминин ещтималы онларын ещтималларынын ъяминя бярабярдир. 
Бу хасся сонлу  аддитивлик адланыр. Йохлайаг ки, ещтималын 
классик дцстурла тапылмасы йухарыда дахил етдийимиз тярифи 
юдяйир. Доьрудан да бош чохлуг ø щеч бир щалы ящатя етмир, 
она эюря дя m(ø)=0, демяли P(ø)=0.   U  йягин  щадисяси  ися 
бцтцн щаллары ящатя едир, она эюря дя  nVm =)(  демяли 

1)( =VP . 
 Яэяр А, Б уйушмайан щадисялярдирся, онда 

( mAAm )()() BmB +=  демяли )()()( BPAPBA∪ P +=∪ .
к аф етдирм  

э сся 3-ля (щесаби аддитивлик) явяз едирляр. 
Хасся 3. Ъцт-ъцт уйушмайан ихтийари А

 Нязяриййяни ин иш як цчцн хасся 2-и даща
цълц  ха

 

щадися

LL ,,,1 nА
ляри цчцн  LL L+++=∪∪∪ )()( 11 n PAPAAP
Яэяр ещти

)( nA   

малдан щесаби  аддитивлик тяляб едилирся, 
онда щадисяляр фязасындан да тяляб етмяк лазымдыр ки, ъям, 
кясишмя ямялляриня эюря щесабы щадисяляр аиляси гапалы 
олсун. Беля щадисяляр фязасы σ  - ъябри щадисяляр адланырлар. 

Щесабы аддитивлик хассяси ещтималын ашаьыдакы хасся-
синя еквивалентдир. 
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Хасся 4. Яэяр { }NnАn ∈,  щадисялярин эенишлянян 

ардыъыллыьыдырса, йяни  вя 1+⊆ nn AA ∪=A { }NnАn ∈:  онда 

 )()( nn
APimlAP

∞→
=

Исбаты.  Тутаг ки, 11 Ak =  вя 11 ++ = nn Ak \ NnAn ∈,  

онда { }NnkA n ∈∪= :   

(шякил 1),    нязярдя  тутулур  ки, Nnkn ∈,   ъцт-ъцт   

уйушмайандыр.  Ещтималын щесабы аддитивлийиня эюря                                
 
 
 nK  

)(lim

)(lim

)()(

1

1

nn

n

i
in

n
n

AP

KP

KPAP

→∞

=
→∞

∞

=

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

==

∑

∑

                                              K2 

                                                A1=K1 
 
 
 
 
 
 

Шякил 1.  
 
Ещтималын тярифиндян ики нятиъяни  чыхармаг олар. 
Нятиъя 1. А щадисясинин гаршылыглы щадисясинин ещтималы 

)(1 АР−  - йа бярабяр олар. Доьрудан да А вя A  уйушма-

йан олдугларындан 1)()()(( ==∪=+ UРААРАРАР  демяли 

)(1)( APAP −= . 
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Нятиъя 2.  Ихтийари ики А, Б щадисяляри цчцн:  
)()()()( BAPBPAPBAP ∩−+=∪ . 

(Бу дцстур ъямин эенишлянмиш дцстуру адланыр). 
Доьрудан да, BB (= \  (A\B) вя (B)() ABA I∪ ∩A) 
уйушмайандырлар, онда P(B)=P(B\A)+P(B∩A).  

. А вя )\( ABABА UU = )\( AB  щадисяляри дя уйушмайан-

дырлар, демяли  P(A B)=P(A)+P(B\A), бу дцстурда    

P(B\A)= P(B)- P (A B) йазсаг, нятиъядя  аларыг: 

U
I

  P(A B)=P(A)+P(B)- P(A B). U U
 
Мисал 5. Ашаьыдакы щадисяляри ещтималларынын артан 

истигамятиндя дцзцн. (А вя Б ихтийари щадисялярдир): мцмкцн 
олмайан щадися ø, йягин щадися . BABAAU IU ,,,

Ъаваб:  ø,   .,,, UBAABA UI
 
 3. Шярти ещтимал, щадисялярин асылы олмасы вя асылы 
олмамасы. Б щадисясинин баш вермяси  шярти иля щесабланмыш 
А щадисясинин ещтималына онун Б щадисясиня  нязярян шярти 
ещтималы дейилир вя   кими  ишаря едилир. Ещтимала аксиома-

тик йанашмада шярти ещтимал  

AРB

)()( BPBAPAРB I=  дцстуру 
иля щесабланыр, бурада 0)( ≠BP . 

Мисал 6. Ойун зяринин атылмасы сынаьына бахаг. Тутаг 
ки, Д= «ъцт халын дцшмяси», Q= «4-дян кичик рягямин  
дцшмяси». Онда .31,31 == DPQP QD  Шярти ещтималын тярифи-

ни башга шякилдя йазаг: )()()( BPAPBAP A⋅=I . Бу ещтимал-
ларын вурма теоремидир (вя йа дцстурудур). Бу дцстур сонракы  
цмумиляшдирмяйя дя имкан йарадыр: 

  CBPPAPCBAP BAA III )()( =    вя с. 

Вурма дцстуру бир сыра ещтималлары сямяряли щесабла-
маг цчцн истифадя едиля биляр. 
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Мисал 7.  Гутуда 3 аь, 3 гара  вя 3 сары рянэли кцряъик  
вар. Гутудан 3 кцряъик эютцрцлцр. Ашаьыдакы щадисялярин ещ-
тималларыны тапын: а) щяр цч кцряъик  ейни рянэлидир; б) щяр цч 
кцряъик мцхтялиф рянэлидир. 

Щялли. Кцряъикляр гутудан бир-биринин ардынъа кичик вахт 
интерваллары иля эютцрцлцр. «а» щадисяси цчцн биринъи кцряъик 
истянилян рянэли ола биляр, лакин икинъи кцряъик биринъи иля ейни 
рянэли олмалыдыр вя бунун ещтималы 2/8–я бярабяр олар; 
цчцнъц кцряъик дя щямин рянэли  олмалыдыр вя онун ещтималы 
1/7 олар. Ещтималларын вурма дцстуруна ясасян аларыг: 

)71)(82(1⋅=P  Аналожи гайда иля «б»  щадисяси цчцн аларыг: 

.289)73()86(1 =⋅⋅=P  
Щадисялярин асылы олмасы вя асылы олмамамасы  ещтимал 

нязяриййясиндя мцщцм ящямиййят кясб едир.  
Яэяр А щадисясинин  ещтималы онун Б щадисясиня эюря 

шярти ещтималына  бярабяр оларса (бярабяр олмазса), онда  А 
щадисяси Б щадисясиндян асылы олмайан (асылы) адланыр, йяни 

 (уйьун олараг ). Исбат едяк ки, 
щадисялярин асылы олмасы вя йа асылы  олмамасы гаршылыглыдыр, 
йяни яэяр  Б щадисяси А-дан асылы  дейился, онда А-да Б-дян 
асылы дейил. Тутаг ки, Б А - дан асылы  дейил, йяни  

)()( BPAP A= )()( APAP B≠

)()( BPBPA = , 
онда ещтималларын  вурма теореминя ясасян:   

.)()()().()()()()( APBPBAPBPAPBPAPBAP BA ⋅=∩⋅=⋅=∩
  Демяли, , )()( APAP B= йяни А щадисяси  Б-дян асылы 
дейил. (Бурада гябул олунуб ки, PA(B) вя P(B) сыфыра бярабяр 
дейил).    

Ейни заманда исбат олунду ки, А вя Б щадисяляринин 
асылы олмамасы ашаьыдакы дцстурун доьрулуьу иля екви-
валентдир: )()()( BPAPBAP ⋅=∩ . Бу сябябдян дя щямин 
дцстурун йериня йетирилмясини А вя Б щадисяляринин асылы 
олмамасынын тярифи кими эютцрмяк олар. Чох щалларда щади-
сялярин асылы олмасы вя йа асылы олмамасы  онларын физики асылы 
олмамаларынын нятиъяси кими гиймятляндирилир. Ашаьыдакы миса-
ла бахаг. 
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Мисал 8. Техники нязарят шюбяси мямулатларын стан-
дартлыьыны йохлайыр. Мямулатын стандарт олмасы ещтималы  0,9-а 
бярабярдир. Йохланылан ики мямулатдан а) йалныз бир стандарт; 
б) щяр икиси стандарт олмасы ещтималыны тапын. 

Щялли.  Тутаг ки, C1= «биринъи мямулат стандартдыр», , 
C2= «икинъи мямулат стандартдыр». Фярз едяк ки, А – «а»-
щадисяси. Б ися «б» щадисясидир. 

 Онда )()( 2121 CCCCA ∩∩= U  беля ки, )( 21 CC ∩  вя 

)( 21 CC ∩  щадисяляри уйушмайандыр. Бундан ялавя  айдындыр 

ки,  C1 вя C2 асылы олмайандыр.  Исбат етмяк олар ки,  вя 1C 1C  

, 1C   вя  щадисяляри асылы дейилляр. 2C
Дейилянляри йекунлашдырсаг аларыг: 

18,0)1,09,0(2)())(1(
))(1()()()()(

21

212121

=⋅⋅=⋅−+
+−⋅=∩+∩=

CPCP
CPCPCCPCCPAP  

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
1. Верилиб 5,0)(;8,0)(;6,0)( =∩=∪= BAPBAPAP . 

Тапын: ; А вя Б щадисяляринин асылы олуб - 
олмадыьыны айдынлашдырын. 

)(),( BPBP A

Щялли. 2.3 бяндиндяки дцстурдан истифадя едяк. Топла-
манын эенишлянмиш дцстуруна  ясасян аларыг: 

 )()()()( BAPBPAPBAP ∩−+=∪ . 
Демяли, 7,06,05,08,0)( =−+=BP . Шярти ещтимал дцс-

туруна эюря: )()()( APBAPBPA ∪= . Аналожи олараг тапарыг 
ки,  

.75)( =APB

42,07,06,0)()(,5,0)( =⋅=⋅=∩ BPAPBAP  
 олдуьундан );()()( BPAPBAP ⋅≠∩ . 

Беляликля, алырыг ки, А вя Б асылыдыр. 
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2. Верилиб: . Бу шяртляри юдяйян А 
вя Б щадисяляри:   

8,0)(;5,0)( >> BPAP

а) уйушмайан олсунлар, б) бир-бирини гаршылыглы тамам-
ласынлар,  ола билярми?  2,0)( >∩ BAP

Щялли: Фярз едяк ки, А  вя Б   уйушмайандыр, 
 Онда, BA∪ -нин ещтималы ( ) ( ) ( ) 13,1 >>+=∪ BPAPBAP  
оларды ки, бу да мцмкцн дейил. Демяли А вя Б бир-бирини 
гаршылыглы тамамлайа билмязляр, беля ки, бир-бирини гаршылыглы 
тамамлайан щадисяляр уйушмайан олмалыдырлар. Топламанын 
эенишлянмиш дцстурундан истифадя етсяк аларыг: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 3,013,13,1 >−>∪−>

>∪−+=∪
BAP

BAPBPAPBAP
 

 
3. Схемдя (шякил 2) щяр реленин йанында  ъяряйан 

верилдикдя гапанмасынын ещтималы эюстярилмишдир.  Релеляр бир-
бириндян асылы  олмайараг ишляйирляр. Бцтцн релеляря ъярйан 
верилдикдя аб зянъиринин гапанмасы ещтималыны тапын.      

    0,8            0,7 

           
 

 
Щялли. Тутаг ки, Ъ, Д, Е – уйьун релелярин  юз сащя-

синдя гапанмасыдыр, онда П(Ъ)=0,8; П(Д)=0,7; П(Е)=0,9. 
Тутаг ки, Х – аб зянъиринин гапанмасыдыр, онда 

. Топламанын эенишлянмиш дцстуруна 

ясасян аларыг: 

EDCX ∪∩= )(
( ) ( ) ( ) ( )( )EDCPEPDCPXP ∩∩−+∩= . 

Релелярин асылы олмамасындан истифадя едяк.   
( )( ) ( ) ( ) ( )EPDPCPEDCP ⋅⋅=∩∩    йухарыдакылары  нязяря   

a b 

0,9 
                           Шякил 2. 



 

 

 

310 

алсаг, нятиъядя   П(Х)=0,8 · 0,7 + 0,9 – 0,8 · 0,9 · 0,7 = 0,9 
+ 0,56 · 0,1 = 0,956 олдуьуну мцяййян едя билярик. 

 
4. Исбат един ки, яэяр А вя Б асылы  олмайан щадисяляр-

дирся, онда А вя B ; A  вя Б ъцтлцкляри дя асылы олмайандыр. 
Щялли: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )BPAPBPAP

BPAPAPBAPAPBAP

⋅=−⋅=

=⋅−=∩−=∩

1

)()()(
 

 
5. Ики футболчу  мейданчанын ортасындан нювбя иля 

гапыйа эиряня гядяр зярбя вурурлар. Биринъи ойунчунун 
сяррастлыг ещтималы 0,5 икинъининки ися  0,4 – дцр. Бцринъи 
ойунчунун илк олараг сярраст зярбя вурмасы ещтималыны тапын. 

Щялли. Биринъи ойунчунун илк сярраст  зярбя вурмасына 
А иля ишаря едяк. Онда,  KK ∪∪∪∪= kAAAA 21  бурада 

– биринъи ойунчунун к – ъы зярбясинин гапыйа эирмясидир, 

она гядяр ися щяр ики ойунчу гапыйа эирян зярбя вура 
билмяйиб. 

kA

Асанлыгла эюрмяк олар ки, ( ) ( ) 5,06,05,0 1 ⋅⋅= −k
kAP . – 

щадисяляри ъцт–ъцт уйушмайан олдугларындан, 
kA

Nk∈  аларыг: 

, бу ися сонсуз  азалан 

щяндяси силсилянин ъямидир, ортаг вуруг (0,5 · 0,6) = 0,3 
олдуьундан ахтарылан ещтимал 0,5 / (1-0,3) = 5/7 олар . 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

−
∞

=

⋅⋅==
1

1

1

5,06,05,0
k

k

k
kAPAP

 
6. Ашаьыдакы щадисяляри ещтималларынын азалмасы исти-

гамятиндя  дцзцн:  
( )ACBCBСBACACBA ∩∪∪∪∪∩∩∩ ,,,,  (А,Б,Ъ 

– ихтийари щадисялярдир). 
 
7. Верилмишдир: ( ) ( ) ( ) .5,0;5,0;8,0 ==∩= APBAPAP B  

Тапын:  
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( ) ( ) ( )BAPBPBP A ∪,,  . А вя Б щадисяляринин асылылыьыны йох-
лайын. 

 
8. Ашаьыдакы схемдя (шякил 3) щяр бир реленин йанында 

ъяряйан вериляркян реленин юз сащясиндя ачылмасы ещтималы 
верилмишдир. Релеляр бири-бириндян асылы олмайараг ишляйирляр. а - б – 
зянъириндя ъяряйан вериляркян реленин ачылмасы ещтималыны 
тапын. 
 

    0,8            0,7 

 
9. Алты   М,А,Ш,И,Н,А   щярифляриндян  тясадцфи дюрдц бир 

-биринин ардынъа эютцрцлцр вя йан-йана гойулур. а) ШИНА, б) 
МАША   сюзцнцн алынмасы ещтималыны тапын. Ещтималларын 
вурма дцстурундан истифадя едяряк бу мясяляни щялл един. 

10. Бинада бир-бириндян асылы олмайараг ишляйян цч 
ейни лифт вар. Бир суткада щеч олмазса бир лифтин хараб олмасы 
ещтималы 0,2-йя бярабярдир. Бир сутка ярзиндя 3-ъц лифтин хараб 
олмасы ещтималыны тапын. 
 11. (Банах мясяляси) Бир гуту   кибрит исландыьындан 
онун алышмасы ещтималы 0,5-я бярабярдир. Достлар нювбя иля  
кибрити йандырмаг истяйирляр. Илк дяфя биринъи достун кибрити 
йандырмасы ещтималы неъя  олар? 
 
 

15.3. Ещтимал нязяриййясинин ясас дцстурлары 
 

1.Там ещтимал дцстуру. Бязян сынаг апараркян 
мцяййян  фярзиййяляр  иряли сцрцлцр ки, сынаг нисбятян садя 
кечсин. Беля фярзиййяляря щипотезляр дя дейилир. Тутаг ки, А 

a b 

0,9 
 
               Шякил 3.
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щадисясиня бахылыр вя А  щадисяси  ъцт-ъцт уйушмайан   
Щ1,...,Щн,   щадисяляри иля бирликдя баш веря биляр. 

Онда ( ) ( ) ( ) ( ) ( )APHPAPHPAP
nHnH ⋅++⋅= ...

11   

Бу дцстур там ещтимал дцстуру адланыр. 
  
Мисал 1. Сехдя цч груп дязэащлар ейни детал истещсал 

едирляр. Онларын мящсулдарлыьы  ейнидир, лакин иш кейфиййятляри 
мцхтялифдир. Мялумдур ки, биринъи груп дязэащлар 3% , 
икинъиляр–5%, цчцнъцляр 4% зай мящсул верир.Сехдя истещсал 
олунан бцтцн мящсуллар нювляря айрылмамыш шякилдя анбара 
йыьылыб. Яэяр биринъи груп дязэащлар 5, икинъи груп 4 вя 
цчцнъц груп 3 оларса, онда тясадцфян эютцрцлмцш бир 
деталын зай олмасы ещтималыны тапын. 

Щялли. Цч фярзиййя мцмкцндцр: Щ1- детал биринъи груп 
дязэащларда, Щ2 – икинъи груп дязэащларда, Щ3-3-ъи груп 
дязэащларда истещсал олунуб. Эютцрцлян деталын зай олмасы  
щадисясини А иля ишаря едяк, онда там ещтимал дцстуруна 
ясасян аларыг: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .12/3,12/4,12/5

.

321

321 321

===

⋅+⋅+⋅=

HPHPHP

APHPAPHPAPHPAP HHH

  
Бу гиймятляри дцстурда йериня йазсаг,аларыг: 
 ( ) .26/11200/47 ≈=AP  
Там ещтимал дцстуруну исбат едяк, (график тясвир 

цчцн шякилдя бахын) 

         H2     . . .     Hn 
H1 
            
       A(H2) 

 
Шяртя эюря А  щадисяси  Щ1,...,Щн1   щипотезляри иля бир-

ликдя баш вердийиндян аларыг ки, ....1 nHHA ∪∪≤  Онда 
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( ) ( )nHAHAA ∩∪∪∩= ...1  вя ( ) ( )nHAHA ∩∩ ,...,1   щадися-

ляри ъцт-ъцт уйушмайан олдугларындан демяли,  
                     ( ) ( ) ( nHAPHAPAP )∩++∩= ...1  . 

Ещтималларын вурма дцстуруна ясасян аларыг 
( ) ( ) ( ) niAPHPHAP

iHii ,...,1, =⋅=∩ . Беляликля,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )....
11 APHPAPHPAP

nHnH ⋅++⋅= . 

 
2. Бейес дцстуру. Бейес дцстурларыны баша дцшмяк 

цчцн мисала бахаг.  
 
Мясяля 2. Сехдя икинъи нювбядя ишляйянляр, биринъи  

нювбядя ишляйянлярдян ики дяфя аз мямулат истещсал едирляр, 
зай мящсуллары ися 1,5 дяфя чох олур. Щяр ики нювбядя 
истещсал олунан деталлар  нювляря айрылмадан бир йеря йыьылыр. 
Тясадцфян эютцрцлмцш бир детал гейри-стандарт  олур.  Бу 
деталын икинъи нювбядя щазырланмасы  ещтималына тапын. 

Щялли. Бу мясяляни щялялик щеч бир щазыр дцстур 
олмадан щялл едяк. Тутаг ки, икинъи нювбядя н сайда детал 
щазырланыр, онда биринъи нювбядя 2н сайда детал щазырланар. 
Фярз едяк ки, биринъи нювбядя р% зай мящсул истещсал 
олунур, онда икинъи нювбядя -1,5 р% зай мящсул олар. 

Беляликля бцтцн зай мящсуллар  (2nr+1,5r)/100   олар. 
Икинъи нювбядя бурада пайы 1,5nr/(2nr+1,5nr)=1,5/3,5=3/7    
олар. Инди ися Бейес дцстурларыны чыхараг вя бу мясяляни 
щямин дцстурун кюмяйи иля йенидян щялл едяк. 

Ашаьыдакы   ишаряляри   гябул   едяк : Щ1= «детал биринъи 
нювбядя истещсал олунуб», Щ2 = «детал икинъи нювбядя 
истещсал олунуб». Бурада P(H1)=2/3,  P(H2)=1/3.  Бу 
ещтималлара априор (сынаьа гядяр) ещтималлар дейилир. Бир детал 
эютцряк, биляндя ки, бу детал зайдыр, демяк щяр щансы бир 
щадися баш вериб, бу щадисяни А иля ишаря едяк. Беля чыхыр ки, 
деталы бцтцн деталлар ичярисиндян дейил, щяр щансы алт 
чохлугдан (бу щалда зай деталлар ичярисиндян) эютцрцлцб. 
Беля бир суал мейдана чыхыр: эютцрцлмцш зай детал щансы  
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нювбядя щазырланыб, «биринъи нювбядя – Щ, щадисяси», «икинъи 
нювбядя – Щ2 щадисяси». Бурада сющбят артыг шярти 
ещтималдан  эедир: PA(H2) вя йа PA(H2). Бу ещтималлара  
апостериор (сынагдан сонракы) ещтималлар  дейилир. Шярт ещти-

мал дцстуруна  ясасян аларыг: ( ) ( )
( )AP

HAPHPA
2

2
∩

= . Ещтимал-

лары вурма дцстуруна эюря тапарыг: 
 ( ) ( ) ( )APHPHAP H222 ⋅=∩ ; там ещтимал дцстуруна эю-

ря тапарыг:  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )APHPAPHPAP HH 21 21 ⋅+⋅= . Бу гиймяти 

йериня йазсаг, йекунда Байес дцстурларыны аларыг: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )APHPAPHP

APHP
HP

HH

H
A

21

2

21

2
2 ⋅+⋅

⋅
=  – Ики щипотез цчцн. 

Цмуми щалда n – щипотез цчцн Байес дцстурлары ашаьыдакы 
кими олар:  

( ) ( ) ( )

( ) ( )⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅

⋅
=

∑
=

n

k
Hk

H
A

APHP

APHP
HP

k
1

1
1

1 . Инди бу дцстуру 2 мисалына 

тятбиг едяк.  ( ) ( )APAP HH 12 2
3

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= .  Бу гиймяти Байес  дцсту-

рунда йериня йазсаг аларыг: 

 ( )
( )

( ) ( )
.

7
3

2
1

3
2

2
1

2
3

3
1

3
2

2
3

3
1

11

1

2 =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
APAP

AP
HP

HH

H

A
  

 
3. Бернулли дцстуру. Бернулли дцстуру ясасян ашаьы-

дакы мясялялярин щяллиндя истифадя олунур. Тутаг ки, А  
щадисяси сынаг нятиъясиндя П ещтималла баш верир. Бир-
бириндян асылы олмайан, ейни шяраитдя n сайда сынаг апараг. 
Бу сынагларда  А  щадисясинин k сынагда, йяни k дяфя баш 
вермясинин ещтималы Пнк иля ишаря  едяк, онда йухарыдакы 
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суала Бернулли дцстуру ъаваб верир: , bурада 

 елементдян k сайда комбинизонларын сайы, q=1-p. 

knkk
nn qpCkP −=

nC k
n −

 
Мисал 3. Банкын щяр бешинъи мцштяриси фаизлярини алмаг 

цчцн банка эялир. Банкда инди алты няфяр хидмят цчцн юз 
нювбясини эюзляйир. Онлардан а) йалныз ики няфярин; б) щеч 
олмазса бир няфярин фаизини алмасы ещтималыны тапын. 

Щялли. «Нювбядя дуран мцштяри юз фаизини алаъаг» – 
щадисясини А иля ишаря едяк, онда П=1/5, г=4/5. н = 6. «а»-
нын ъавабы  –нин,  «б»-нин ъавабы ися П6(>0)- н 

тапылмасыдыр. 

2
6P

( ) ( ) 4/15/45/12 42
66 =⋅=CP   

«б»-нин ъавабы ися  ( ) 4/35/4101 6
6 =−=− P  

Инди ися Бернулли дцстуруну чыхараг. Щяр шейдян яввял 
щесаб едяъяйик ки, n сынагдан ибарят серийа бир мцряккяб 
тяърцбядир вя бизи марагландыран одур ки, А щадисяси иля баш 
веряъяк, йяни серийанын мцяййян сынагларында о баш 
веряъяк вя мцяййян сынагларында баш вермяйяъяк. 
«Серийаларда А щадисяси k дяфя баш верди» -щадисясини К иля 
ишаря едяк. P(K)=?   Тутаг ки, N={1,…,n} вя K онун k 
елементдян ибарят алт чохлуьудур. Фярз едяк ки, сынагларда 
K – дан олан нюмрялярдя А щадисяси баш верир, диэяр 
сынагларда ися баш вермир. Бу мцряккяб щадисяни А(К) иля  
ишаря едяк, онун ещтималыны ися П(К) иля ишаря едяк. 
Серийанын сынаглары ейни шяраитдя вя асылы олмайараг 
кечирилдийиндян ( ) knk qpKP −=  олар. Гейд едяк ки, 21 KK ≠  

олудгда мцряккяб  А(К1), А(К2) щадисяляри уйушмайан 
щадисяляр олар. Бундан ялавя айдындыр ки, 

( ){ }kKNKKAK =⊂∪= ,: . Бу дцстурда топлананлар 

уйушмайан вя ейни ещтималы олан щадисялярдир, демяли 
,  бурада Л – топлананларын сайыдыр. Айдындыр 

ки, топлананларын сайа н елементдян к сайда комбинезон-

( ) knk qLpKP −=
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ларын сайына бярабяр олар. Демяли, ахтарылан ещтимал 
 олар. knkk

nn qpCkP −=
 

4. Кредит риски вя онун азалмасы цсуллары. Банкын 
мцщцм сащяляриндян бири кредит шюбясидир. Кредит веряркян 
щямишя горху  вар ки, мцштяри кредити гайтармасын. Ялбяття, 
сивил юлкялярдя кредит гайтарылмадыгда мящкямяйя мцраъият 
едирляр, лакин  чох щалларда банклар буна эетмирляр. Кредитин 
гайтарылмамасы ялбяття, банкын билаваситя итэисидир, бу иш-
чилярин ямяк щаггына тясир едир, щятта банкын мцфлис олма-
сына сябяб ола биляр. Бу сябябдян дя кредитин гайтарылма-
масынын гаршысыны алмаг, онун рискини азалтмаг кредит шюбя-
синин ваъиб мясяляляриндян биридир. Кредитин гайтарылмасы 
рискини азалтмаг цчцн щансы  цсуллар мювъуддур? 
 Биринъи, шюбя даима верилмиш кредит вя онун гайта-
рылмасы щаггында информасийаны системляшдириб, цмуми-
ляшдирмялидир. Мцштярилярин тяснифаты йарадылмалыдыр (физики шяхс, 
дювлят органлары, мцяссисяляр, башга банклар вя с.). 
 Икинъи, шюбя (бцтювлцкдя банк) юз мцштяриляринин кре-
дит тарихини йаратмалыдыр, о ъцмлядян потенсиал мцштяриляринин 
(мцштяри ня вахт, щарада, щансы кредити эютцрцб вя ону  неъя 
гайтарыб). Щялялик биздя бу мясяля чох пис тяшкил олунуб, чох 
мцштярилярин  кредит  тарихи йохдур. Бундан ялавя мцштяри 
банкдырса, онун кредити гайтармасы онун балансынын тящлили иля 
гиймятляндирилир, яэяр мцяссисядирся – онун планы, техники 
сявиййяси, инкишаф перспективи иля гиймятляндирилир. 
 Цчцнъц, кредити тямин етмяк цчцн мцхтялиф цсуллар 
вар, мясялян, мцштяри эиров гойур вя яэяр кредити гай-
тармырса, онда банк эировун сащибиня чеврилир. 
 Дюрдцнъц, банкда кредитин верилмяси цчцн дягиг 
тялимат олмалыдыр (кимя щансы кредити вермяк олар вя щансы 
мцддятя). 

Бешинъи, кредитин верилмяси щаггында дягиг  вязифя 
бюлэцсц олмалыдыр. Мясялян, дейяк ки, шюбянин  ади ишчиси 
1000 доллардан чох олмайан кредит веря биляр, 10000 доллара 
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гядяр кредити шюбя мцдцри веря биляр, 10000 доллардан 
100000 доллара гядяр кредити малиййя цзря витсе-президент 
веря биляр, 100000 доллардан йухары кредити ися йалныз дирек-
торлар шурасы веря биляр. 
 Алтынъы, горхулу вя щяддиндян бюйцк кредити вермяк 
цчцн бир нечя банк бирляшир вя беля кредити бирликдя верир. 
 Йеддинъи, кредитлярин гайтарылмамасыны  сыьорта едян 
сыьорта ширкятляри мювъуддур (беля бир нюгтейи-нязярдя вар 
ки, кредитлярин гайтарылмамасы сыьортайа дцшмцр, бу артыг 
банкын юз рискидир). 

Сяккизинъи, кредитлярин верилмяси щаггында хариъи мящ-
дудиййят мювъуддур (мясялян Мяркязи  банк тяряфиндян 
тясдиг едилмиш), дейяк ки, бир мцштярийя чох бюйцк кредитин 
верилмямяси  щаггында вя с. 

 
Мисал 4. Банкда кредит сорьуларынын статистикасы беля-

дир: 10%-дювлят органлары,30%-башга банклар, галанлары физики 
щяхслярдир. Эютцрцлян кредитляринин гайытмамасы ещтимала 
уйьун олараг белядир: 0,01;0,05 вя 0,2. Нювбяти кредит 
мураъиятинин гайтарылмамасы  ещтималыны тапын. Бу кредитин 
щяр щансы  банк тяряфиндян гайтарылмамасы ещтималы ня 
гядярдир? 

Щялли. Гайтарылмама  ещтималыны там ещтимал дцстуру 
иля тапаг. Тутаг ки, Щ1-сорьу дювлят органлары тяряфиндян 
дахил олма, Щ2-банк тяряфиндян, Щ3-физики шяхсдян вя  А - 
бахылан кредитин гайтарылмамасыдыр. Онда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
136,02,06,005,03,001,01,0

321 321

=⋅+⋅+⋅=

=⋅+⋅+⋅= APHPAPHPAPHPAP HHH
. 

Икинъи ещтималы Байес дцстуру иля тапаг: 

( ) ( ) ( )
( ) 9

1
136,0
015,02

22 ==×=
AP
AP

HPHP H
A  . 
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МЯСЯЛЯЛЯР 
 
1. Банкын алты шюбяси вар. Бир-бириндян асылы олмайараг 

щяр бир шюбя 0,2 ещтималла сящяриси эцн бюйцк мябляьдя пул 
сифариш веря билярляр. Иш эцнцнцн ахырында  витсе-прези-
дентлярдян бири дахил олан сифаришлярля таныш олур. Ашаьыдакы 
ещтималлары тапын: а) ики сифариш олуб; б) щеч олмаса бир сифариш 
олуб. Яэяр ики сифариш варса, биринъи шюбядян сифариш олмасынын 
ещтималы неъя олар? 
 Щялли.  Бу мясяляни Бернулли дцстурунун кюмяйи иля 
щялл етмяк лазымдыр. Йалныз ахырынъы ещтималын тапылмасы 
цзяриндя дайанаг. Бу ПA(Б) шярти ещтималдыр, бурада            
А=«ики сифариш дахил олуб», Б=«сифариш биринъи шюбядян дахил 
олуб». Шярти ещтимал дцстуруна ясасян аларыг: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( ) 3

1
8,02,0

8,02,02,0
422

5

411
5 =

⋅
⋅⋅

=
∩

=
c

c
AP

BAPBPA  

2. Бир партийа гарпыздан 80%-и йетишмиш, галанлары ися 
йетишмямишдир. Тясадцфян 4 гарпыз эютцрцлцр. Онларын ичиндя: 
а) 3-дян аз олмамагла  йетишянлярин; б) щамысы йетишмиш 
дейилдир щадисяляринин ещтималларыны тапын. 

3. Ихтисаслашдырылмыш хястяханайа орта щесабла  70% 
К-хястялийи иля, галанлары ися М    хястялийи иля дахил олурлар. 

К хястялийинин там саьалмасы ещтималы 0,8-я, М 
хястялийининки, ися 0,9-а бярабярдир. Хястяханайа дахил олан 
хястя ораны саьлам тярк едир. Щямин хястянин К хястялийи иля 
хястяханайа дахил олмасы ещтималыны тапын. 
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}

Мювзу 16.  
ТЯСАДЦФИ КЯМИЙЙЯТЛЯР ВЯ ОНЛАРЫН 
ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРЫ 
 

16.1. Дискрет тясадцфи кямиййятляр вя онларын 
характеристикалары 

 
1. Дискрет тясадцфи кямиййятляр. Сынаг нятиъясиндя 

яввялдян мялум олмайан ядяди гиймят алан кямиййятя тя-
садцфи кямиййят дейилир. Тясадцфи кямиййятин ала биляъяйи гий-
мятляр онун мцмкцн гиймятляр чохлуьуну тяшкил едирляр. Бе-
ляликля, тясадцфи кямиййятин щансы конкрет гиймят алаъаьыны 
демяк олмаса да, бу гиймятин мцмкцн гиймятляр чох-
луьундан олмасы айдындыр вя бу гиймятляр чохлуьу йахшы  
мялум ола биляр. 

Мисал 1. Тутаг ки, ойун зярини атдыгда дцшян халын 
сайы  Y -дир. Онда Y тясадцфи кямиййятдир вя онун мцмкцн 
гиймятляри {1,2,3,4,5,6} олар. Яэяр тясадцфи кямиййятин мцм-
кцн гиймятляри щесабы оларса, йяни мцмкцн гиймятляри 

 тябии ядядляр иля нюмрялямяк оларса, онда 

тясадцфи кямиййят дискрет  адланыр. Мясялян, мисал 1-дя Y 
тясадцфи кямиййяти дискретдир. Дискрет тясадцфи кямиййят юз 
пайланма сырасы иля  там верилмиш олур. Пайланма сырасы – ики 
сятирдян ибарят ъядвялдир; биринъи сятирдя тясадцфи кямиййятин 
мцмкцн гиймятляри, икинъи сятирдя ися бу гиймятляря уйьун 
ещтималлар йазылыр. 

{ LL ,,,1 nхх

 
Мисал 2. Мисал 1-дяки тясадцфи Y кямиййяти ашаьыда-

кы пайланма сырасына маликдир:                    
                     
 1 2 3 4 5 6 

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6  
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Цмуми шякилдя дискрет Х тясадцфи кямиййятинин пай-
ланма сырасы ашаьыдакы шякилдя олар: 
бурада  )( ii xXPP ==  

 
xi …. xi …. 

   pi …. pi …. 
 
 
Пайланма сырасы тясадцфи кямиййят щаггында там ин-

формасийа верир. 
Пайланма сырасыны биляряк, мцхтялиф ещтималларын неъя 

тапылмасыны эюстяряк. Х - ин мцмкцн гиймятля чохлуьуну W  
иля  ишаря едяк. Гейд едяк ки, яэяр а , б Х-ин мцхтялиф  
гиймятляридирся, онда Х=a вя Х=б щадисяляри уйушмайан 
олар. Х дискрет тясадцфи кямиййят олдуьундан W – щесабы 
чохлугдур. Тутаг ки, В–W-нин щяр щансы алт чохлуьудур, 
онда  { }.:)( VffXVX ∈==∈ U  VffX ∈= ,  щадисяляри 

ъцт-ъцт уйушмайан олдугларындан, ещтималын щесабы аддитив-
лийиндян истифадя  едяряк (бах.15.2 б. 2) аларыг:  

∑
∈

==∈
Vf

fXPVXP )()(  

Мисал 3. Ики ойун зяринин бирликдя атылмасына бахаг. 
Тутаг ки,  З-дцшян  халларн ъямидир. Онда  З дискрет тясадцфи 
кямиййятдир  вя онун пайланма сырасы ашаьыдакы кими олар: 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1/3
6 

2/3
6 

3/3
6 

4/3
6 

5/3
6 

6/3
6 

5/3
6 

4/3
6 

3/3
6 

2/3
6 

1/3
6 

 
Ашаьыдакы ещтималлары тапаг: 

              

.3/1)6()5()4()73(
;12/136/336/136/2)12()11()10(

;6/136/336/236/1)4()3()2()5(
).73(),10(),5(

==+=+==<<
=++==+==>

=++==+=+==<
<<><

ZPZPZPZP
ZPZPZP

ZPZPZPZP
ZPZPZP

 

Гейд едяк ки, пайланма сырасындакы бцтцн ещтимал-
ларын ъями ващидя бярабярдир. Дюьрудан да, сынаг апараркян 
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Х тясадцфи кямиййяти W – чохлуьундан щяр щансы бир гиймяти 
алар,  йягин олдуьундан   )( WX ∈

∑
∈

===∈=∈
wf

fxPWXPWXP 1)()(.1)(  олар. 

 2. Рийази эюзлямя вя онун хассяляри. Пайланма сы-
расы дискрет тясадцфи кямиййяти там тясвир едир. Лакин чох щал-
ларда тясадцфи кямиййят щаггында онун цмуми харатерис-
тикаларыны билмяк тяляб олунур. Беля характеристикалардан ян 
mцщцмц рийази эюзлямя вя дисперсийадыр. Тутаг ки, Х мцм-
кцн гиймятляр чохлуьу W олан вя ашаьыдакы пайланма сырасы  
иля верилмиш дискрет тясадцфи кямиййятдир; 

xi …. xi …. 
   pi …. pi …. 

  

∑
∈Wx

ii
i

px  сырасынын ъяминя (бу сыранын мцтляг йыьылмасы 

шярти иля) х-ин рийази эюзлямяси дейилир. Рийази эюзлямяни  
 вя йа  иля ишаря едирляр. [ ]XM xm
 
Мисал 4. Тясадцфи З кямиййятинин–ики ойун зярини бир-

ликдя атдыгда дцшян халларын ъяминин рийази эюзлямясини 
тапаг.  

[ ] 7)36/1(12)36/4(5)36/3(4)36/2(3)36/1(2 =⋅++++⋅+⋅= LZM  
Ашаьыдакы теорем рийази эюзлямянин ролуну айдынлаш-

дырыр.  
Теорем. Узун серийалы сынагларда тясадцфи кямий-

йятин ала биляъяйи гиймятлярин ядяди ортасы, тягриби онун 
рийази эюзлямясиня бярабярдир. 

 
Бу, кейфиййятъя дцзэцн, лакин ифадя етмяк бахымын-

дан ядяди орта иля рийази эюзлямя арасында тягриби ялагядир. 
Бу ялагя сонралар  даща дягиг ифадя  олунаъаг (бах Чебы-
шев теореминя бюлмя 17.1 б. 2)  Тутаг ки,  н сайда сынаг 
апарылыб вя бу сынагларда Х  тясадцфи кямиййяти   nаа ,,1 L
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гиймятлярини алыб, онда бу гиймятлярин ядяди  ортасы  
. Бу гиймятляри груплашдыраг – тутаг ки,  Х  

л1  дяфя х1 гиймятини, л2 дяфя х2 гиймятини алыб вя с. онда 

naaS n /)( 1 ++= L

nlxnlxnlxlxS mmmm ++=++= LL 1111 )( . Щяр бир nli  

кясири кечирилян сынагларда хи -гиймятинин алынмасынын тезлийидир 
вя бу тезлик тягрибян уйьун  ещтималына бярабярдир. Беля-

ликля аларыг ки, 
ip

[ ]xMpxpxS mm =++= L11 . 

 
Рийази эюзлямянин хассяляри. 

 
1) Сабит кямиййятин рийази  эюзлямяси  юзцня бярабяр олар. 

C  сабитинин пайланма сырасы белядир: 
1
c

.  уйьун 

олараг 

C

[ ] CCCM =⋅= 1  
 
2)   Ики тясадцфи кямиййятин ъяминин рийази эюзлямяси онларын 
рийази эюзлямяляри ъяминя бярабярдир 

Исбаты: Тутаг ки, ух, -ики дискрет тясадцфи кямиййят-
лярдир, онда  

[ ] ∑ ∑ ==+=−+=
с bа

byaxPbaсухсрухР
,

),()()(,  

Яэяр бу икигат ъямдя топлананлары башга ъцр груплашдырсаг 
аларыг: 

LL∑ ∑∑∑

∑∑∑∑
+==+===

===+=====+

a ba b

bаa bbа

byaxpabyaxap

byaxbpbyaxapbYaXpba

),(),(

),(),(),()(
,,  

)(),( axpbyaxp
b

====∑  олдуьундан аларыг:  

)()()()( YMXMbybpaxap
a

+==+=∑ ∑  

3) Тясадцфи кямиййятя сабит ялавя етсяк, онун рийази эюзля-
мяси щямин сабит гядяр артар. 
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Бу хасся даща цмуми хассянин (бах хасся 2) няти-
ъясидир. 

4) Сонлу сайда тясадцфи кямиййятлярин ъяминин рийази 
эюзлямяси онлрын рийази эюзлямяляри. Ъяминя бярабяр олар. 
Хасся 2-дян рийази индуксийа цсулу иля  исбат олунур. 

5) Тясадцфи кямиййяти сабитя вурдугда, онун рийази 
эюзлямяси щямин сабит дяфя  артар.  

[ ] [ ]∑ ∑ =====
a

XkMaXaPkaxkaPkXM )()(   

6) Яэяр BXA ≤≤  оларса, онда  [ ] BXMA ≤≤  олар. 

Доьрудан да, [ ] ∑ ==
a

aXapXM ),(  бцтцн ещтималлар 

мянфи  олмадыьындан, онда  [ ] ∑ =⋅===
a

BBaXpBXM .1)(  

Аналожи олараг  [ ] AXM ≥  аларыг. 
7) Яэяр Х, Й асылы олмайан тясадцфи кямиййятлярдирся, 

онда [ ] yx mmYXM ,, = . Истянилян а, б ядядляри цчцн 

)()(),( bYPaXPbYaXP −⋅====  оларса Х вя Й  асылы 
олмайан адланырлар. 

Исбаты. [ ] ∑∑ =====
bac

bYaXabPcXYcPXYM
,

),()( . 

Асылы олмайан х вя й тясадцфи кямиййятляр цчцн  
)()(),( bYPaXPbYaXP =⋅====  олдуьундан аларыг:  

[ ] [ ].)()()()(
,

YMXMbYbPaXaPbYPaXabP
baba

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
==== ∑∑∑  

 
3. Дисперсийа вя онун хассяляри. Тясадцфи Х кямий-

йятинин дисперсийасы [ ]XD  иля ишаря едилир вя 

( )[ ]2)( xmXMXD −= . 

Дисперсийанын мащиййятчя мянасы-тясадцфи кямиййя-
тин гиймятляринин онун рийази эюзлямяси ятрафында неъя пай-
ланмасынын юлчцсцдцр. 
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Мисал 5. Тутаг ки, К тясадцфи кямиййяти йалныз ики 
гиймят алыр (0 вя 1) вя бу гиймятляри алма ещтималлары уйьун 
олараг  г вя п –дир, бурада п+г=1. Дисперсийаны тапаг.  

[ ] [ ] pqpqqpppppqpKDpKM =+=−+−+−== 22222 )1()1()0(.   
Дисперсийаны щесабламаг цчцн чох щалларда башга 

дцстурдан, даща доьрусу [ ] [ ] 22
xmXMXD −=  дцстурундан 

истифадя едирляр. Бу дцстуру чыхардаг. Тярифя ясасян, 
[ ] ( )[ ] ( )[ ].2 222

xxx mXmXMmXMXD +−=−= Рийази эюзлямянин 

хассяляриндян истифадя етсяк, аларыг:  
[ ] [ ] [ ] [ ] 2222 2 xxx mXMmXMmXMXD −=+−=  

Дисперсийанын хассяляри. 

1). Сабит кямиййятин дисперсийасы сыфыра бярабяр олар. 
CCM =][  вя  олдуьундан аларыг ки, 22 ][ CCM =
( ) 0][][][ 22 =−= CCMCD . 

2) ][][ XDCxD =+ .   
CXMCXM +=+ ][][ , олдуьундан  

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] )(

][)(][
2

22

XDmXM

CmCXMCXMCXMCXD

x

x

=−=

=−−+=+−+=+

 Ашаьыдакы 3-5 хассяляринин дя беля садя исбаты вар, 
буна эюря дя щямин исбатлары бурахырыг. 

3)  ][][ 2 XDkkXD =
4)  0][ ≥XD
5) Яэяр  BX ≤  оларса, онда  олар.  2][ BXD ≤
6) xyKYDXDYXD 2][][][ ++=+  бурада 

[ ].))(( yxxy mYmXMK −−= xyK -я тясадцфи X, Y кямиййятля-

ринин коррелйасийа моменти дейилир. 
Доьрудан да,  
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( )[ ] ( )[ ]
[ ]
[ ] [ ] ].[2][)())((2

)()())((2)(

)()(][)(][

2

222

22

YDKXDmYMmYmXM

mXMmYmYmXmXM

mmYXMYXMYXMYXD

xyyyx

xyyxx

yx

++=−++−−+

+−=−+−−+−=

=+−+=+−+=+

[ ]  

Коррелйасийа моменти чох мцщцм рол ойнайыр, о 
тясадцфи кямиййятляр арасында гаршылыглы ялагяни тясвир едир. 
Ашаьыдакы фярзиййя иля щялялик кифайятляняк.  

 
Фярзиййя. Яэяр  Х, У тясадцфи  кямиййятляри асылы олма-

йандырларса, онда  
0=xyK  олар. 

Исбаты.       

[ ] [ ]
.][2][

))((

yxyxyx

yxyxyxxy

mmXYMmmmmXYM

mmXmYmXYMmYmXMK

−=+−=

=+−−=−−=
  

Асылы олмайан тясадцфи кямиййятляр цчцн 
 олдуьундан, ,][ yxmmXYM = 0=xyK  олар. 

Дисперсийанын квадрат кюкцня тясадцфи Х кямиййяти-
нин орта квадратик сапмасы дейилир вя ][][Xσ  ишаря 

олунур. Дисперсийанын юлчцсц тясадцфи кямиййятин юлчцсцнцн 
квадратына бярабярдир, орта квадратик сапманын юлчцсц ися 
тясадцфи кямиййятин юлчцсцня бярабярдир. Орта квадратик 
сапманы щямчинин x

XD=  - иля

σ  - иля дя аря едирляр.  иш

 
4. Дискрет тясадцфи кямиййятин каноник пайланма 

гануну. Беля пайланма ганунлары цчдцр: биномиал, пуас-
сон вя щяндяси силсиля иля пайланма ганунлары. 

Тясадцфи  Х кямиййяти  йалныз  0,1,...,n гиймятлярини 
аларса вя  бурада q=1-p   оларса, онда 

дейирляр ки, Х кямиййяти n, p>0  параметрляриня эюря биномиал 
ганунла пайланмышдыр. 

knkk
n qpCkxP −== )(
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Тясадцфи Х кямиййятини ашаьыдакы кими тясвир етмяк 
олар. Сынаг нятиъясиндя п ещтималы иля баш верян щяр щансы А 
щадисясиня бахаг. Бири-бириндян асылы олмайан, ейни шяраитдя 
н сайда сынаглар серийасы апараг. Онда А щадисяси бу 
серийаларда тясадцфи  сайда баш верир. Бу   тясадцфи сайы Х 
кямиййятинин гиймяти кими гябул едирляр. А щадисясинин баш 
вердийи сынаглары уьурлу адландырсаг, онда бу серийаларда 
уьурлу щалларын сайы Х тясадцфи кямиййятинин гиймяти олар. 
Асанлыгла эюрцнцр ки, уйьун ещтималы Бернулли дцстуру иля 
(бах б.3 бюлмя 15.3) щесаблайырлар. 

 
Мисал 6.  3/1,4 == pn  параметрляри иля  верилмиш 

тясадцфи кямиййятин пайланма сырасыны тяртиб един. 
Щялли. Тядгиг олунан тясадцфи кямиййяти Х иля ишаря 

едяк. Х-ин мцмкцн гиймятляри 0,1,2,3,4 вя  
 олар. ,)3/2()3/1()( 4

4
kkkCkXP −==

Щесабламанын нятиъялярини ъядвялдя йазаг. 

0 1 2 3 4 X: 
16/81 32/81 24/81 8/81 1/81 

 
n вя p параметрляри иля биномиал пайланмыш тясадцфи 

кямиййятин рийази эюзлямясини вя дисперсийасыны тапаг. 
Бунун цчцн тясадцфи  Х кямиййятини А щадисясинин баш 
вердийи сынагларын сайы кими гябул едяк. Щяр бир и=1,...,н цчцн 
тясадцфи З1 кямиййяти дахил едяк. Яэяр А щадисяси и-ъи 
сынагда баш верярся Зи=1, баш вермязся, онда Зи=0 
эютцрцлцр.  

Асанлыгла эюрярик ки, nZZZХ +++= L21  олар. 

Беляликля, ].[][][ 1 nZMZMXM ++= L   Бцтцн Зи -ляр ейни 

гайда иля пайланыб вя PZM i =][  (5-ъи мисала бах) Демяли, 

. Инди ися дисперсийаны тапаг. Зи –кямиййятляри асылы 

дейилляр вя 

npxM =][
pqZD i =][  (бах 5-ъи мисала). Демяли, 

. .][ npqZD =
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Яэяр y тясадцфи кямиййяти йалныз 0,... к,... гиймятлярини 

ала билярся вя !)( kaekYP ka−==  оларса. Онда дейирляр ки, 

тясадцфи У кямиййяти  a>0 параметриня эюря Пуассон 
гануну иля пайланыб. 

Рийази эюзлямяни тапаг:  

;!!][
0 0

aeaekaaekakeYM aa

k k

kaka ==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
== −

∞

=

∞

=

−−∑ ∑ . a

k

k eka =∑
∞

=0

!  

Дисперсийаны щесабламаг бир гядяр чятиндир; биз 
щесабламалары бурахараг, йалныз нятиъяни йазырыг: .][ aYD =  

Беляликля, рийази эюзлямя вя дисперсийа ядяди олараг а 
параметриня бярабярдир,  онларын юлчцляри ися мцхтялифдир. 

 
Мисал 7. Тутаг ки, Н  тясадцфи кямиййяти а=2 

параметри иля Пуассон гануну иля пайланмышдыр. 
 ещтималыны тапын. )0(,)1( >= YPYP

Щялли.  ,722!12)1( 212 ≈=⋅== −− eeyP   

.761!021)0(1)0( 202 ≈−=⋅−==−=> −− eeyPYP  
Гейд етмяк файдалыдыр ки,  

501;201;71;37.0 4321 ≈≈≈≈ −−−− eeee . 
Ашаьыдакы тяклиф биномиал вя пуассон пайланмаларыны 

ялагяляндирир.  
Тяклиф. Пуассон пайланмасы биномиал пайланманын 

лимит вязиййятидир. Даща дягиг десяк тутаг ки,  
параметрляриня эюря биномилан ганунла пайланмышдыр вя н 
чох бюйцк, п-ися чох кичикдир, онда 

pnХ ,

!)( kaekXP ka ⋅≈= −  
олар, бурада npa = ,  к-ися чох кичикдир, бу щалда биномиал 
пайланма тягриби олараг пуассон пайланмасы иля явяз 
олунур. 

Исбаты. )( kXP = -ны гиймятляндиряк. Бернулли дцстуруна 

ясасян аларыг:  
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( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) npnknknknk

knknkk
n

ennppnnpppknp

pkknnnpPCkXP
−−−−

−−

≈−≈−⋅−=−⋅−≈

≈−⋅+−−=−==

1)1(1)1()1(!)(

)1(!)1()1(1)( L   

олдуьуну нязяря алсаг, гиймятляндирмяк истядийимиз ещти-
малын тягриби олараг !kae ka ⋅−   - а бярабяр олдуьуну эюрярик. 

Мисал 8.  Атыъы  алайы (1000 няфярядяк адамдан ибарят) 
марш заманы дцшмян гырыъысы тяряфиндян ашкар едилир. Яс-
эярлярин тяхминян йарысы  гырыъыйа атяш ачыр. Тяййарянин ву-
рулмасы ещтималы ня гядярдир? 

Щялли. Мясялянин шяртиндя тяййарянин бир атяшдя ву-
рулмасы ещтималы чатышмыр. Гейд едяк ки, тяййарянин вурул-
масы чох чятиндир, йа эяряк тяййарячини вурасан (тяййарячи 
ися эцлля кечирмяз отураъагда отурур) вя йа  тяййарянин зяиф 
йериня (бензин бакына, маторуна вя с.) дяймяк лазымдыр. 
Гябул едяк ки, ещтимал  0,002-я бярабярдир. Тяййаряни вуран 
эцлля Х-биномиал ганунла пайланыб, н=500 вя п=0,002, 

-ы тапмаг лазымдыр. Яввялъя тяййарянин вурулма-
масы ещтималыны 

)0( >ХP
)0( =ХP  тапаг. Биномиал гануну пуассон 

гануну ил явяз едяк; 1== npa . Онда, 

 37,0!01)0( 101 ≈=⋅== −− eexP . Демяли, ахтарылан ещтимал 
тягриби олараг 0,63-я бярабяр олар. 

Яэяр З тясадцфи кямиййяти 1,...,к,... гиймятлярини ала 
билирся вя , бурада ,)( 1 pqkZp k ⋅== − pq −=1  оларса, онда 
дейирляр ки, З, тясадцфи кямиййяти  параметри иля  щндяси 
силсиля гануну иля пайланмышдыр. 

0>p

З  тясадцфи кямиййятини беля тясвир етмяк олар. Сынаг 
нятиъясиндя п ещтималы иля баш веря билян щяр щансы А 
щадисясиня бахаг. Ейни шяраитдя, бири-бириндян асылы олмайан 
сынаглар серийасы кечиряк. Бу сынаглары А щадисяси баш 
веряня гядяр апараг. Беля сынагларын сайыны А щадисясинин 
гиймяти кими гябул едяк. 

 
Мисал 9. Автомобил дцканында алыъылар автомобил 

сечирляр. Бир гайда олараг, алыъылар мцнасиб билдикляри 
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автомобили тапана гядяр, эюрдцкляри автомобилляри рядд едир-
ляр. Рядд едилмиш автомобилляря З тясадцфи кямиййяти кими 
бахараг, онун пайланма сырасыны тапын. 

Щялли. Мясялянин шяртиндя ихтийари  автомобилин алыъынын 
хошуна эялмяси ещтималы чатышмыр. Тутаг ки, бу ещтимал 1/5  
–дир. Онда З-ин пайланма сырасы беля олар: 

 
1 2 …. k 

1/5 )5/1()5/4( ⋅  …. )5/1()5/4( 1 ⋅−k

 
Щяндяси силсиля гануну иля пайланмыш  

параметрли тясадцфи кямиййятин рийази эюзлямясини тапаг. 
0>p

( )

( ) pppqp

qqpqppkqZM
k

k

k

k

1)1(1

)1()(

22

1
1

11

1

==−=

=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
== ∑∑

∞

=

∞

=

−

 

Тяхминян ейни гайда иля дисперсийаны тапмаг олар:  
2)( pqZD =   

 
МЯСЯЛЯЛЯР 

 
1. Ширкят мцхтялиф йерлярдя тикиляъяк дюрд евин лайищя-

синя бахыр. Тикинти цчцн вясаити эяляъяк сакинляр юзляри верир. 
Евлярин тикилмяси цчцн зярури вясаитин йыьылмасы ещтималы 0,8-я 
бярабярдир. Щяр бир тикилян ев лайищя хяръинин 1/3 – щиссясини 
юдяйир. Ширкятин мянфяятинин пайланмасыны тапын. Эюзлянилян 
мянфяяти тапын. 

Щялли. Бцтцн хяръляри а иля ишаря едяк. Тутаг ки, Х шир-
кятин тикя биляъяйи евлярин сайыдыр. Онда Х биномиал пай-
ланма гануну иля пайланыб, параметрляри ися н=4, п=0,8-дир. 
С мянфяяти Х-дян xaaS )3(+−=  дцстуру иля  асылыдыр. Инди 

ися пайланма сырасыны йазаг  
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0 1 2 3 4  
Х: 

1/625 16/625 96/625 256/625 256/625 

 
 -а -2а/3 -а/3 0 а/3  

С: 1/625 16/625 96/625 256/625 256/625 
 
 

 
Бундан ися мянфяятин пайланма сырасыны аларыг:  

 
Эюзлянилян мянфяят – С тясадцфи кямиййятинин рийази 

эюзлямяси олар. Ону ашаьыдакы дцстурла тапаг:   
.15][ apsSM i

i
i == ∑  -и беля дя щесабламаг олар:  ][SM

( )

.158,04)3()3(][)3(

)3()3(][

aaanpaaxMaa

pxapapxaaSM
i

ii
i

i
i

ii

=⋅+−=+−==+−=

=+−=+−= ∑∑∑
 

 
2. Ямин олун ки, щяр цч ганунда–биномиал, пуас-

сон вя щяндяси  силсиля ганунларында пайланма сырасындакы 
ещтималларын ъями ващидя бярабярдир. 

3. 100 долларлыг яскиназларын 1%-и гялпдир; лакин бун-
лар чох инъя дцзялдийиндян пул дяйишмя мянтягясинин ишчиси 
онларын онда бирини щягиги кими гябул едир. Бир эцндя тях-
минян 200 ядяд 100 долларлыг яскиназ гябул едилир. Онларын 
ичярисиндя щеч олмасы биринин гялп олмасы ещтималы на гядяр-
дир? 

4. Тясадцфи В кямиййятинин бцтцн мцмкцн 
гиймятляри там ядядляр оларса, онда В - там гиймятли адланыр.   
Беля тясадцфи кямиййятя ( )∑ ===

k
k

k
k kVppzpz )()(ϕ  

функсийасыны гаршы гойаг. Беля функсийайа истещсал функсийа-
сы дейилир. Исбат един ки, ( )2)1()1()1(][),1(][ ϕϕϕϕ ′−′+′′=′= VDVM . 
Биномиал, пуассон вя щяндяси силсиля ганунлары иля пайлан-
мыш тясадцфи кямиййятлярин истещсал функсийаларыны тапын. 
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16.2. Гейри-мцяййянлик шяраитиндя 
гярарларын гябулу 

 
1. Нятиъя вя рисклярин матриси.   Рящбяр,  менеъер  

рящбярлик етдикляри коллективин гаршысында дуран проблемляри 
щялл етмяйя борълудурлар. Рящбяр гярар гябул етмяйя боръ-
лудур. Гярар гябул етмяк нязяриййясиндя хцсуси термин-
гярар гябул едян шяхс–ГГШ термини вар. Бу бюлмядя щя-
мин терминдян истифадя едяъяйик. Гярар гябул етмяк–щяр 
щансы екстремал мясяляни щялл етмяк демякдир, йяни мцяй-
йян мящдудиййятляр дахилиндя  мягсяд функсийасы адланан 
функсийанын екстремумуну тапмаг. Мясялян, 23.1. бюл-
мясиндя бахдыьымыз хятти програмлашдырма беля екстремал 
мясялялярин там бир синифини ящатя едир. 

Ещтимал нязяриййяси вя рийази  статистика цсуллары гейри-
мцяййянлик шяраитиндя гярар чыхармаьа кюмяк едир. Щяр бир 
тясадцфлийи ещтималла «юлчмяк» мцмкцн дейилдир.  

Гейри-мцяййянлик–даща эениш анлайышдыр. Ойун зярини 
атдыгда щансы рягямин йухары дцшмяси-гейри-мцяййянлийи иля, 
Русийа игтисадиййатынын 15 илдян сонра неъя олаъаьы гейри-
мцяййянлийиндян фярглидир. Гыса десяк, айры-айрылыгда эютц-
рцлмцш тясадцфи щадисялярдян фяргли олраг, кцтляви тясадцфи 
кямиййятляр ещтимал ганунауйьунлугларына табе олурлар. 
Тутаг ки, ГГШ (гярар гябул едяn шяхс) бир нечя мцмкцн 
щялляря бахыр:  и=1,... , м. Шяраит гейри - мцяййяндир, йалныз 
мялумдур ки, nj ,,1 L=  вариантларындан бири мцмкцндцр. 
Яэяр и-ъи гярар гябул олунарса, шяраит j-дирся, онда фирма 
(ГГШ-ин рящбярлик етдийи) -эялири ялдя едяр. ijq )( ijqQ =  

матрисиня нятиъя матриси дейилир. ГГШ щансы гярары гябул ет-
мялидир? Бу шяраитдя рящбярин рискли  олмасындан чох шей 
асылыдыр. Бяс рисги  неъя гиймятляндирмяк олар? 

Тутаг ки, и-ъи гярарын веря биляъяйи рисги 
гиймятляндирмяк истяйирик. Бизя реал  шяраит мялум дейил, якс 
щалда биз ян чох эялир эятирян ян йахшы гярары гябул едярдик. 
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Башга сюзля, яэяр шяраит  j -са, онда  ijij qq max=  эялири 

тямин едян гярар гябул олунарды. Демяли, и-ъи гярарын гябулу 
иля, биз  эялирини дейил,  - эялирини ялдя етмяйя риск едирик. 

Беляликля, гябул едилмиш гярар 
iq ijq

ijjij qqr −=  гядяр аз эялир 

эютцрмяйя рисг едир. 
)( ijrR =  матриси рискляр матриси адланыр. 

Мисал 1. Тутаг ки, нятиъя матриси  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

8241
10358
12432
4825

Q

Рискляр матрисини тяртиб едяк. 
.12,8,5,8max 4321 ===== qqqqq iji
 

Беляликля рискляр матриси 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

4617
2500
0426
8033

R
 олар. 

 
Гейд едяк ки, биз илк дяфядир ки, рисклярин кямиййятъя 

гиймятляндирилмяси иля растлашдыг. Айдындыр ки, риск сащибкарлыг 
фяалиййятинин ян мцщцм категорийаларындан биридир. Мялум 
олдуьу кими сащибкарлар диэяр инсанлардан йахшы йашайырлар. 
Бу онларын рискинин нятиъясидир. Риск чох эениш анлайышдыр, биз 
эяляъякдя бу анлайыша гайыдаъаьыг. 

  
2. Там гейри-мцяййянлик шяраитиндя гярарларын гя-

булу. Ашаьыдакы гайда-зяманят бу мясялядя мцяййян 
орийентир ролуну ойнайа биляр. 
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Валд гайдасы (ифрат пессимизм гайдасы).  
i-ъи гярара бахаркян, фярз едяъяйик ки, яслиндя шяраит 

ян писдир, йяни ян аз эялир эятирян гярардыр: .min ijji aa =  Инди 

ян чох эялир  верян  гярарыны сечяк. Беляликля Валд 

гайдасы зяманят верир ки, -гярарыны веряк, беля ки, 

. Йухарыдакы мисалда олдуьу кими 

аларыг: 

0ia 0i

0i
)min(maxmax0 ijjiiii qaa ==

1,3,2,2 4321 ==== aaaa . Инди 2, 2, 3,1 ядядляриндян 

максимумуну тапаг. Бу – 3-дцр. Демяли Валд гайдасы 
зяманят верир ки 3-ъц гярары гябул едяк.  

 
Севиъ гайдасы (минимал риск гайдасы). 
Бу гайданы тятбиг едяркян рискляр матриси тящ-

лил едилир. i-ъи гярара бахараг фярз едяъяйик ки, яслиндя 
максимал рискли шяраит йараныр 

)( ijrR =

ijji rb max= . Инди ися ян кичик 

рискли - гярарыны сечяк, бурада - ян кичикдир. Беляликля, 

Севиъ гайдасы зяманят верир ки, еля  - гярарыны сечяк ки, 

 олсун. 

0i 0ib

0i
)max(minmin0

j
ijiiii rbb ==

Йухарыдакы мисала эюря: 7,5,6,8 4321 ==== bbbb . Инди 8, 6, 

5, 7 ядядляриндян минимумуну тапаг. Бу 5-дир. Демяли 
Валда гайдасы 3-ъц гярарын гябулуна зяманят верир. 

 
Гурвитс гайдасы ( яраитя уйьун юлчцлмцш пессимист 

вя оптимист йанашма).  
ш{ },max)1(min ijjijj

qq λλ −+  максиму-

муну тямин едян i гярары гябул едилир; бурада 10 ≤≤ λ . λ  - 
нин гиймяти субйектив нюгтейи-нязяриндян сечилир. Яэяр λ  
ващидя йахынлашарса, онда Гурвитс гайдасы Валд гайдасына  
йахынлашар, яэяр λ  сыфыра йахынлашарса, онда Гурвитс гайдасы 
«ъящрайы оптимизм» гайдасына йахынлашар (бунун ня 
олдуьуну юзцнцз дцшцнцн). 
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3. Гисмян гейри-мцяййянлик шяраитиндя гярарларын 
гябулу. Тутаг ки, бахылан схемада реал шяраитин j вари-
антында инкишаф етмясинин Pj ещтималы мялумдур. Беля вязий-
йят гисмян гейри-мцяййянлик адланыр. Беля шяраитдя неъя 
гярар гябул едяк? Ашаьыдакы гайдалардан бирини сечмяк 
олар. 
 

Эюзлянилян орта эялирин максимумлашдырылмасы гайдасы. 
i -ъи гярарын реаллашдырыъы фирманын эялири пайланма 

сырасы 
n

nii

p
q

p
q

L
1

1  олан тясадцфи  кямиййяти олар.  

рийази эюзлямяси эюзлянилян орта эялир олар вя ону 

iQ ][ iQM

iQ -ля  иша-

ря едирляр. Беляликля, бу гайда максимал орта эялир верян гя-
рарын едилмясини тювсийя едир. 

 
Эюзлянилян орта рискин минимумлашдырылмасы гайдасы. 

i-ъи гярарын реаллашдырылмасында фирманын риски 

n

mii

p
r

p
r
L

1

1  пайланма  сырасы олан тясадцфи  Ри  кямиййяти олар. 

][ iRM  рийази эюзлямяси эюзлянилн орта рискдир, ону  

- ля ишаря едирляр. Бу гайда эюзлянилян орта рискин 
минимумуну тювсийя  едир. Йухарыда эюстярилян ещтималлара 
уйьун орта рисги щесаблайаг. Онда  аларыг ки,  

iR

632,67,4,620 4321 ==== RRRR .Эюзлянилян мини-
мум орта риск 7/6–йа бярабяр олар, бу 3-ъц  гярара уйьун-
дур. 

Бязян там гейри-мцяййянликдя ашаьыдакы гайдадан 
истифадя  едирляр. 

Ейниимканлы Лаплас гайдасы. Бурада щесаб едирляр ки, 
бцтцн п ещтималлары бярабярдир. Бундан сонра йухарыда 
эюстярилян гайдалардан-тювсиййялярдян щяр щансы бири сечилир. 
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4. Рисг орта квадратик  сапма кими. Рискя башга 
бир йанашма. Эялири  тясадцфи кямиййяти ола щяр щансы ямя-
лиййата бахаг. Эюстярилдийи кими эюзлянилян орта эялир тясадцфи 

 кямиййятинин, рийази эюзлямясидир. 

Q

Q ][QDQ =σ  орта квад-
ратик сапма ися эялирин мцмкцн гиймятляринин орта эюзля-
нилян эялир ятрафында сяпялянмясинин юлчцсцдцр. Буну ися 
рискин юлчцсц кими гябул етмяк олар. Йада салаг ки,     

[ ]2)(][ QMMMQD −= . 

Мисал 1-дя 3-ъц бянддяки ещтималлара эюря  

эялирляринин  рисглярини тапаг. Пайланма сыралары, эюзлянилян 
орта эялир вя йени рискляр: 

iQ
ir

  5 2 8 4  
Q1: 1/2 1/6 1/6 1/6 

                                                                   
 

  
                                                                   

 
 

  
                                                                   

 
  
                                                                   

 
 
 

Эюзлянилян орта эялири вя рискляри мцстяви цзяриндя 
гейд едяк; бунун цчцн эялири qQ =  цфиги ох рисгляри ися 
шагули ох кими гябул едяк. (шякиля бахын). Дюрд нюгтя алдыг. 
(д, р) нюгтяси ня гядяр саь тяряфдя  
олса ямялиййат бир о гядяр эялирлидир,                                   
Нюгтя ня гядяр йухарыда олса,  
бир о гядяр ямялиййат рисклидир. 
Демяли саь вя ашаьы нюгтяни сечмяк  
лазымдыр. (д1, р1) нюгтяси (д, р) нюгтясиня 

2 3 4 12  
Q2: 1/2 1/6 1/6 1/6 

8 5 3 10  
Q3: 1/2 1/6 1/6 1/6 

1 4 2 8  
Q4: 1/2 1/6 1/6 1/6 

77,181, 11 ,4629 ≈≈= rQ
 

57,3,16,4625 22 ≈≈= rQ

30,2,7 13 ≈= rQ  

54,2,81,2617 44 ≈≈= rQ  

•
•

•

•

1

34

2

 

q

r 
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эюря цстцнлцк тяшкил едир, яэяр qq ≥′  вя rr ≥′  оларса. Бизим 
мисалда 1-ъи  ямялиййат      2- ъидян , 3-ъц 2-ъидян, 3-ъц ися 
4-ъцдян цстцндцр. Диэяр тяряфдян, 1-ъи вя 3-ъц  ямялиййатлар 
мцгайися олунмаздыр, 3-ъцдя эялир чох, рисг дя чохдур. 

Щяр бир нюгтяйя эюря цстцнлцйц олмайан нюгтя  Па-
ретойа нязярян оптимал нюгтя адланыр. Беля нюгтялярин 
чохлуьу ися Паретойа эюря оптимал чохлуг адланыр. Асанлыгла 
эюрмяк олар ки, яэяр бахылан ямялиййатлардан ян йахшысыны 
сечмяк лазымдырса, онда ону Паретойа нязярян оптимал 
чохлугдан сечмяк лазымдыр. 

 
5. Гярар гябулу цчцн Байес йанашмасы. Ашаьыдакы 

мисала бахаг. 
Мисал 2. Експеримент апаран шяхс тамамиля ейни шя-

килдя олан ики кися эюстярди вя деди ки, бу кисялярин бириндя 
80% аь вя 20% гящвяйи лобйа вар, диэриндя ися 80% гящвяйи  
вя 20 % аь лобйа вар. Биринъи кисяни аь кися, 2-ъи  кисяни ися 
гящвяйи адландыраг. Сонра о, кисяляри апарды вя бир кися иля 
гайытды вя тяклиф етди ки, эятирдийи кисянин щансы  олдуьуну 
тапаг, яэяр тапсаныз 10 доллар аларсыныз, тапмасаныз щеч бир 
шей алмайаъагсыныз. Асанлыгла эюрмяк олар ки, сизин удушу-
нуз В тясадцфидир вя онун пайланма  сырасы белядир:  

 
10 0 
1/2 1/2 

Бир ойунда орта удуш ( )02/110][ = ⋅ +VM  доллар = 5 доллар. 
Бир мцддят сонра експеримент апаран ойуну мцряккяб-
ляшдирди. О, тяклиф етди ки, бир лобйа эютцряк, онун рянэини 
эюряк вя бундан сонра щансы кися олдуьуну дейяк. Бунун 
цчцн о, яввялъядян 1 доллар юдямяйи хащиш етди. Сиз бу 
ойуна эедиб, 1 доллары юдяйяъяксинизми? Чалышаг щесабла-
йаг, 1 доллары юдямяк лазымдырмы? 

Инди биз гаршымызда олан кисянин щансы рянэли олмасыны 
тясадцфян дейил, чыхардыьымыз  лобйанын рянэиня уйьун дейя-
ъяйик (бу «щялледиъи гайда» адланыр). 
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Бу ещтимал ня гядяр олар? Айдындыр ки, бу ещтимал 
чыхардыьымыз лобйанын щансы рянэли олмасы ещтималына бяра-
бярдир. Ахырынъы ещтимал 0,8-я бярабярдир. Инди орта, эюзлянилян 
удуш 8 доллар олду. Нятиъя – 1доллар юдямяк лазымдыр. 

Бу мисалда гярар гябул едилмясинин Байес йанаш-
масынын мащиййяти эюстярилмишдир. Фярз едяк ки, иш адамы  ба-
зара йени перспективли ямтяянин чыхарылмасыны фикирляшир.  Ам-
ма о билмир ки, ямтяя сатылаъагмы? Шяраити юйрянмяк цчцн о, 
сынаг партийасыны  базара чыхарыр ки, эюрсцн ямтяя сатылармы. 
Бундан сонра шяраит мцяййянляшир вя даща  йахшы прогноз-
лашдырылыр. Бу шяраити дягигляшдирмяк цчцн бир сынаг да кечир-
мяк вя башга моментляри тящлил етмяк олар. Ади щяйатда биз 
тез-тез беля цсуллардан истифадя едирик. Мясялян, мешяйя эе-
дяркян щава щаггында мялуматы динляйирик вя йахуд 
щаванын неъя олаъаьыны билмяк цчцн  пянъярядян чюля 
бахырыг. Цмумиййятля Байес  йанашмасы беля сяслянир.  

Тутаг ки, биз шяраитин ещтимал прогнозу С-и билирик: 
. Беля прогнозу биляряк, эюзлянилян орта эялири 

Q - нц вя йахуд 
ii PHSP == )(

R -эюзлянилян орта риски тапа билярик. Ещти-
малларын пайланмасы { }iP -ни дягигляшдирян сынаг ямялиййаты 

кечирилмяси имканына бахаг. Ещтималларын йени пайланмасы 
 олар. Ещтималларын йени пайланмасына уйьун йени 

характеристикалар: эюзлянилян орта эялир Q, эюзлянилян орта риск 

{ }iP′

R′  вя с. Яэяр гярар гябул едн шяхс гярара  эялся ки, беля 
дягигляшдирмядя сынаг ямялийата  юзцнц доьрулдур, онда о, 
сынаьы  кечирир. Ещтималларын йени пайланмасы { }iP′  -и адятян 

Бейес дцстурлары иля тапырлар. 
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МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1. Малиййя ямялиййатларнын нятиъяляринин сыьорталан-
масы. Банк бир иллийя 8%-ля  10 милйон рубл кредит верир. Кредит, 
дяйяри 10 милйон рубл олан йашайыш  евини эиров гоймагла 
верилир. Риски азалтмаг цчцн банк бу ев цчцн 3% эиров 
мябляьини юдямякля А рубл сыьорта  полиси ялдя едир. Сыьорта 
ширкятиндя бу тип евлярин бир илдя  йанмасы 0,01 гиймятлян-
дирилир. 

А=5; 10; 20 милйон олдугда банкын I эялиринин пай-
ланма сырасыны вя банкын орта эялирини тапын. 

Щялли. Айдындыр ки,  SAI +−= 03,0 , бурада тясадцфи 
кямиййят С ашаьыдакы пайланма сырасына маликдир: 

 
Ев йанмыр Ев йаныр  

800 000 А – 10 000 000 

0,99 0,01 

 
Демяли, эюзлянилян орта эялир  

.69200002,0][03,0][ +−=+−= ASMAJM   

2. Нятиъя матрисиня бахаг  . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

457
364
823

Рисклярин матрисини тапын. 
Валд, Севидян, Гурвитс гайдалары 4/1=λ  олдугда 

щансы щялли тяклиф едир? Тутаг ки, нятиъя ещтималлары пай-
ланмасы (1/4, 1/4, 1/2 ) - дир. Еля щялли тапын ки, эюзлянилян орта 
эялири максимумлашдырсын, эюзлянилян орта рисги ися мини-
мумлашдырсын. Сынаг ямлиййаты  ещтималларын пайланмасыны 
дяйишир. Инди пайланма беля олар: (1/8, 1/8, 3/4). 

Сынаг ямялиййатынын нечяйя баша эялдикдя, ону ке-
чирмяк мягсядяуйьун олар (Критерийа олараг орта эюзлянилян 
эялири эютцрмяк лазымдыр)? 
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3. Тясадцфи  эялирля цч мцхтялиф ямялиййат апаран 
 
                                                                                                               -5 0 5 10  

Q1: 
0,1 0,2 0,5 0,2 

 
 
    : 

-5 0 5 10  
Q2: 0,3 0,2 0,1 0,4 

 
 
     : 

 
-5 0 5 10  

Q3: 0,3 0,2 0,1 0,4 
 
 
 
Бцтцн ямялийатлар цчцн эюзлянилян Q  эялирини, орта 

квадратик сапманы р щесаблайын. Бу характеристикалары ващид 
шякиля кючцрцн вя ямялиййатларын графики тясвирини алын.  

rQrQE −=10),(  дцстуру васитясиля ян йахшы вя ян 
пис ямялиййатлары тапын.  

 
    
 16.3. Кясилмяз тясадцфи кямиййятляр    

      вя онларын характеристикалары 
 

1. Кясилмяз тясадцфи кямиййятин тярифи. Дискрет 
тясадцфи В кямиййятинин мцмкцн гиймятляр чохлуьу щеса-
быдыр, буна эюря дя ону пайланма сырасы шяклиндя, йяни 

 ещтималлар дясти васитясиля тясвир етмяк мцм-
кцндцр, бурада х мцмкцн гиймятляр чохлуьундаки гиймят-
ляри алыр. 

{ )( xVP = }

Еля тясадцфи кямиййятляр дя вардыр ки, онларын мцмкцн 
гиймятляри щесаби дейилдир (ян азы нязяри планда), йяни он-
ларын мцмкцн гиймятляри щяр щансы интервалы тамамиля долду-
рур. Беля тясадцфи  кямиййятляри пайланма сырасы иля тясвир 
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етмяк мцмкцн дейилдир вя онлары тясвир етмяк  цчцн башга 
цсуллардан истифадя едирляр. 

)( xVP =  ещтималынын явязиня )( xVP <  ещтималындан 
истифадя едирляр, бурада  х  ихтийари ядяддир.  

Беляликля, бцтцн Р ядядляр чохлуьунда тяйин олунмуш 
 функсийасы анлайышына  эялирик вя бу функсийа  

х  нюгтясиндя 
)()( xVPxF <=

)( xVP <  ещтималыдыр. Ф(х) функсийасына В 
тясадцфи  кямиййятинин пайланма функсийасы дейилир. Пайлама 
функсийасы тясадцфи В кямиййятини тамамиля мцяййян едир, 
хцсуси щалда онун кюмяйи иля бизи марагландыран ихтийари 
ещтималы тапа билярик. Мясялян, бу  функсийанын тярифиня 
ясасян аларыг: )()( bFbVP =< . Беля ки, )( Va ≤  вя )( aV <  
щадисяляри гаршылыглы олдугларындан, 

 )(1)(1)( aFaVPVaP −=<−=≤  олар. 
)()()( bVaaVbV <≤<=< U  олдуьундан вя ахырынъы 

ики щадися уйушмайан олдуьундан, онда  
)()()( aFbFbVaP −=<≤  олар.   

 
Мисал 1. Пайланма функсийасы ашаьыдакы кими олан  С 

тясадцфи  кямиййятиня бахаг. 

  ( )
⎩
⎨
⎧

>−

≤
=

− .01
,00

xe
x

xF xλ

 Беля тясадцфи В кямиййяти λ  параметрли цстлц пайлан-
мыш тясадцфи кямиййят адланыр (шякил 1). 
            
                                       Бир нечя ещтималлары тапаг. 

         Йухарыда гейд етдийимиз  
                                  цмуми дцстурлардан 

                                                  аларыг:                                                  
( ) ( ) bebVPVbP λ−=<−=< 1
( ) ( ) ( ) ba eeaFbFbVaP λλ −− −=−=<≤  

 

F 

                                 1 
                                       x  
                Шякил 1.  
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2. Пайланма функсийасынын хассяляри. 
Тутаг ки, ( )xF  – тясадцфи   V  кямиййятинин пайланма 

функсийасыдыр. 
1) Пайланма функсийасы юз аргументинин  азалмайан 

функсийасыдыр, йяни ba ≤  олдугда ( ) ( )bFaF ≤  олар. Dоьрудан 
да, ( ) ( ) ( ) ( )bFb =  олар, беля ки, VFaVPaF <≤<= ( )aV <  щадисяси 
( )bV <  щадисясинин бир щиссясидир. 

2)  функсийасы истянилян нюгтядя солдан кясил-
мяздир. Мясялян, исбат едяк ки, 

( )xF
( ) ( )xFbF

bx 0
lim

−→
= . Тутаг ки, 

–я солдан йахынлашан щяр щансы ардыъыллыгдыр, онда { } ban

( ) ( ){ NnaVbV n }∈<∪=< : . Ещтималын щесаби аддитивлийиня эюря 

(бах 15.2 б.2) аларыг: ( ) ( ) ( ) ( )nnnn
aFaVPbVPbF

∞→∞→
=<=<= limlim . 

Бу бярабярлик истянилян { }na  ардыъыллыьы  цчцн доьру олдуьун-

дан,  функсийасы  нюгтясиндя солдан кясилмяз олар. 
Ейни гайда иля  ашаьыдакы ики хассяни дя исбат етмяк олар. 

( )xF b

3) ( ) ( ) 0lim ==∞−
∞→

nFF
n

.  

4) ( ) ( ) 1lim ==∞
∞→

nFF
n

.  

Мцщцм бир  тяклифи исбат едяк.  
Тяклиф 1. Яэяр пайланма функсийасы Ъ нюгтясиндя 

кясилмяз оларса, онда ( ) 0== cVP  олар. Беляликля, яэяр пай-
ланма функсийасы кясилмяз оларса, онда тясадцфи кямиййят 
айрылыгда  эютцрцлмцш щяр бир гиймятини сыфыр ещтималла алыр. 

Исбаты. ( )xF  функсийасынын кясилмязлийиндян аларыг: 
 ( ) ( )aFxF

ax
=

+→ 0
lim ( ) ( ) ( ) ( )aFbFbVaPcVP −=<≤≤=  истянилян ca ≤  

вя  олдуьундан, онда 0>b ( ) ( ) ( ) .0lim
0

=−≤=
+→

aFbFcVP
ax

. 

����� 2. ��������� �������� 
������������ ����� ���� � ��������  
����������� �����: 
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( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤<
−
−

≤

=

.1

,

,0

bx

bxa
bx
ax

ax

xF  

В тясадцфи кямиййяти [ ]ba,  парчасында мцнтязям 
пайланмыш тясадцфи кямиййят  адланыр (шякил 2).  

Нийя беля адланыр?  
Ъаваб цчцн эюстяряк         
ки, бу тясадцфи кямиййятин 
ещтималы неъя щесабланыр. 
( )xF  пайланма функсийасы  

кясилмяз олдуьундан,                                
ихтийари ещтимал ( )cVP =  сыфыр олар.                                         

                                       1 
  a      b                              x  
               Шякил 2.  

F 

Демяли, ихтийари ( ),dVcP <≤  ( ),dVcP ≤≤  

 ( ),dVcP ≤< ( )dVcP <<  ещтималлары бярабяр олар. 
( ),dVcP << dc  <  ещтималыны тапаг. 

Яэяр ad <  вя йа cb < , онда ( ) ( )bFaF =  вя демяли 
 олар. Инди тутаг ки, ( ) 0=<< dVcP bdac <<< , онда 

( ) ( ) ( )
ab
adaFdFdVcP

−
−

=−=<< . Йекунда да ашаьыдакы  няти-

ъяйя эялярик. 
Нятиъя. Тясадцфи   V  кямиййятинин [ ]dс,  парчасында 

гиймят алмасынын ещтималы [ ]dс,  парчасынын [ ]ba,  парчасын-
дакы пайына бярабярдир, башга сюзля десяк, эюстярилян ещти-
мал  кясишмя парчасынын узунлуьуна мцтянасиб 
олар. Ядяди мисалда буну эюстяряк. Тутаг ки, В тясадцфи  
кямиййяти  парчасында мцнтязям пайланмышдыр. Аша-
ьыдакы ещтималлары тапаг:    

[ ] [ badс ,, ∩ ]

][ 100,0

( ),600 <<VP      ( ),8020 <<VP      ( ),7010 <<− VP  
( ),1200 <<VP    ( ),160120 <<VP    ( ).5=VP  



 

 343

Йухарыдакы нятиъядян истифадя едяряк, аларыг: 

( )
10
6

100
60600 ==<<VP , ( ) ,

10
6

100
608020 ==<<VP

( ) ,
10
77010 =<<− VP  ( ) ,11200 =<<VP  ( ) 0160120 =<<VP . 

Ахырынъы ещтимал   ( ) 05 ==VP   олар. 
Мисал 3. Ойун зярини атдыгда йухары  цзя дцшян хал-

ларын сайынын пайланма функсийасынын графикини гураг. 
Тясадцфи  W  кямиййятинин пайланма сырасы ашаьыдакы 

шякилдя олар: 

1 2 3 4 5 6 

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 

Уйьун  график шякил 3-дя верилмишдир. 
 
 
                                                                                              

                   1/6                              1 
       1      2      3     4       5     6            x 

                       Шякил 3.   
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3. Кясилмяз тясадцфи кямиййятляр вя онларын 
хассяляри.  Яэяр еля мянфи олмайан ( )

ba
xf  

функсийасы варса ки, ихтийари <  цчцн 

 олсун. Онда В тясадцфи 

кямиййяти кясилмяз адланыр. 

( ) (∫=<<
a

dxxfbVaP )
b

( )xf  функсийасы  В 
тясадцфи   кямиййятинин ещтималынын сыхлыг 
функсийасы адланыр. 

Гейд едяк ки, ( ) 1=∞<<∞− VP  олдуьундан 
  олар. ( ) 1=∫

b

a

dxxf

Интегралын сярщядляри сонсуз олдуьундн о, 
гейри-мяхсуси интегралдыр (бах.11.1.б.1). Ещтималын 
сыхлыг функсийасы мцхтялиф  ещтималларын тапылмасы 
цчцн йахшы  васитя ролуну ойнайыр. Онун васитясиля 
щям дя пайланма функсийасыны тапмаг олур. Доьрудан 
да ( ) ( )bVPbF <=  олдуьундан ахырынъы ещтимал 

 -я бярабярдир. Беляликля, ашаьыдакы тяклиф 

доьрудур. 

( )∫
∞−

b

dxxf

Тяклиф 2. Пайланма функсийасы сыхлыг функсийасыны ин-

тегралламагла алыныр:  ( ) ( )∫
∞−

=
b

dxxfbF

Сыхлыг функсийасы тярифя эюря бцтцн ядяд охунда кясил-
мяз олдуьундан, интегралланандыр вя она эюря дя пайланма 
функсийасы да бцтцн ядяд охунда кясилмяздир. Демяли, аша-
ьыдакы тяклиф дя доьрудур. 

Тяклиф 3. Кясилмяз тясадцфи кямиййятин пайланма 
функсийасы щяр йердя кясилмяздир. Бурадан ися Ы тяклифя яса-
сян ашаьыдакы  тяклифи аларыг. 
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Тяклиф 4. Кясилмяз  тясадцфи кямиййят юзцнцн щяр бир 
айрыъа гиймятини сыфыр ещтималла алыр. 

Бу ися кясилмяз тясадцфи  кямиййятин дискрет тясадцфи 
кямиййятдян ясас фяргидир. Бурадан чыхыр ки, кясилмяз тяса-
дцфи кямиййят цчцн ( ) ( )vaPVaP <=≤ ,  

( ) ( )bVaPbVaP ≤≤=<<   вя с. Бунлардан сонралар истифадя 

едяъяйик. 

«Ещтималын сыхлыьы»  ады неъя алыныб?   

Бюйцк олмайан [ ]xxx Δ+,    интервалына бахаг. V– нин 

бу интервалда гиймят алмасынын ещтималы  

( ) ( ) (xFxxFxxVxP )−Δ+=Δ+<<    олар. 

Бу ещтималын интервалын узунлуьунун нисбятиня бахаг, 
йяни ващид узунлуьа уйьун олан орта ещтимала бахаг вя xΔ  
сыфыра йахынлашдыраг. Лимитдя пайланма функсийасынын тюрямя-

сини аларыг:    
( ) ( ) ( )xF

x
xFxxF

x
′=

Δ
−Δ+

→Δ 0
lim  

 Яэяр ( )xf  щямин нюгтедя кясилмяздирся, онда  бу 
тюрямя вар вя тюрямя бу щалда  -я бярабяр олар (бах 

10.2 б.5) 
( )xf

Беляликля, ашаьыдакы тяклиф доьрудур. 
 
Тяклиф 5. Сыхлыг функсийасынын ксилмяз олдуьу нюгтя-

лярдя пайланма функсийасынын тюрямяси щямин  нюгтядя сых-
лыг функсийасына бярабярдир. Адятян практикада сыхлыг функси-
йасы сонлу сайда нюгтяляр истисна олмагла щяр йердя кясил-
мяз олур. Демяли, сыхлыг функсийасы  вя пайланма функсийасы 
ашаьыдакы  тяклифля бири – бириня баьлыдыр. 

 
Тяклиф 6. Сыхлыг функсийасыны тапмаг цчцн пайланма 

функсийасыны диференсиалламаг лазымдыр: ( ) ( )xFxf ′= . 
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]

Пайланма функсийасыны тапмаг цчцн ися сыхлыг функси-

йасыны интегралламаг лазымдыр:   ( ) ( )∫
∞−

=
x

dttfxF

Мисал 4. Ашаьыдакы тясадцфи кямиййятлярин сыхлыг 
функсийаларыны тапын:  
а) [  парчасында мцнтязям пайланмыш; б) ba, λ  параметри иля 
цстлц пайланмыш тясадцфи  кямиййятляри. 

 
 
 
 
 
 
 
Щялли. Пайланма функсийаларынын (мисал 1,2) тюрямяля-

рини тапаг:  

а) ( ) [ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
−=

.,0

,,1

bax

bax
abxf   

б)    ( )
⎩
⎨
⎧

>
<

=
− .0

,00
xe
x

xf
xλλ

Бу сыхлыг функсийаларынын графикляри шякил 4, а вя 4, б –дя 
эюстярилмишдир. 

 
           4. Кясилмяз тясадцфи кямиййятин рийази эюзлямяси 
вя дисперсийасы. Кясилмяз тясадцфи  кямиййятин рийази эюзля-
мяси вя дисперсийасынын мязмуну дискрет тясадцфи  кямий-
йятдя олдуьу кимидир (бах. 16.1, б.2) ( )xf  сыхлыьы иля верилмиш 

кясилмяз V тясадцфи  кямиййятинин рийази  эюзлямяси  

[ ] ( )∫
+∞

∞−

= dxxxfVM  дцстуру иля тяйин едилир. 

V–нин дисперсийасы ися тамамиля дискрет тясадцфи кя-
миййятдя олдуьу кимидир, йяни  [ ] ( )[ ] [ ] 222

VV mVMmVMVD −=−=   

             )(1 ab −  
a b x

a)    f 

x

b)      F 

λ  

         Шякил 4.
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]

Мисал 5. В тясадцфи кямиййятинин рийази эюзлямясини вя 
дисперсийасыны тапын: 

а)  парчасында мцнтязям пайланмыш; б) [ ba, λ  па-
раметрли цстлц пайланмыш (1,2,4-ъц мисалларда бахын) тясадцфи  
кямиййятлярин. 

Щялли. а) [ ] ( )
( )

2
badx

ab
xVM

b

a

+
=

−
= ∫

 . 

 

 

 

 

Инди дисперсийаны щесаблайаг. 

[ ] ( ) ( )
( )
( )( )

( ),
333

1 223332
2 aabb

ab
abx

ab
dx

ab
xVM

b

a

b

a

++
=

−
−

=⋅
−

=
−

= ∫

( )
4

2
2 bamV

+
=   беляликля, [ ] ( )

12

2abVD −
=   

б) . Бу гейри – мяхсуси интегралдыр, 

демяли, .    интегралыны щисся 

– щисся интеграллайараг, аларыг: 

[ ] ∫
∞

−=
0

dxexVM xλλ

∫∫ −

∞→

∞
− =

A
x

A

x dxexdxex
00

lim λλ λλ ∫ −
A

xdxex
0

λλ

λλ
λ 11

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−− Ae A  демяли, 

[ ]
λ
1

=VM . 

Ейни гайда иля дисперсийаны щесаблайа билярик: [ ]
2

1
λ

=VD  . 

 5. Мцнтязям пайланма. Яэяр В тясадцфи кямиййя-
тинин ещтималынын сыхлыьы [ ]ba,  парчасында сабитдирся вя бу 



 

 

 

348 

парчадан кянарда сыфыра бярабярдирся, онда дейирляр ки, 
тясадцфи кямиййят [ ]ba,  парчасында мцнтязям пайланмышдыр. 
Ашаьыда ещтимал  пайланма вя сыхлыг функсийалары верилмишдир, 
бу функсийаларын графикляри ися 
 
шякил 5-дя эюстярилмишдир.  

[ ] ( )
2

baVM +
= , [ ] ( )

12

2abVD −
= . 

Сыхлыг функсийасы: 

( ) [ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
−=

.,0

,,1

bax

bax
abxf                            

Пайланма функсийасы: ( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤<
−
−

≤

=

.1

,

0

bx

bxa
ab
ax

ax

xF  

 Мисал 6.  Ъищазын  шкалалара бюлцнмясинин гиймяти 0,5 
атм.-дир. Оператор ъищазын эюстяриъисини чыхараркян йахын 
тяряфя гядяр йуварлаглашдырыр. Йуварлаглашманын сящвинин 
0,1 –дян чох олмасынын ещтималы неъя олар?  
 Ъаваб: 3/5  
 
 Мисал 7. Оьлан вя гыз разылашырлар ки,  саатын алтында 
12-дян 13-я гядяр эюрцшсцнляр, лакин щеч бири эялишинин аныны 
дягигляшдирмирляр. Щяр бири сюз верир ки, диэярини 15 дягигя 
эюзляйяъяк. Онларын эюрцшмя ещтималы неъя олар? Оьлан гызы 
10 дягигядир ки, эюзляйир. Галан вахтда онларын эюрцшмя 
ещтималы неъя олар? 
 Щялли. Тутаг ки, оьланын 
эялмя аныны х, гызын ки, ися й-дир. 

 н 

  1 

 
 
1/4 
 
         1/4             1         ч 
 

Шякил 6. 

Эюрцшмя шярти 41≤− yx -дир.  

Ващид квадратда (шякил 6)  
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Онларын эюрцшмя нюгтяляри  
чохлуьу штрихлянмишдир. 
Мясялянин шярти демяйя  
Имкан верир ки, оьланын вя  
гызын эялмя анлары [ ]1,0  парчасыыда мцнтязям пайланмышдыр, 
онларын эялмя нюгтяси ися ващид квадратда мцнтязям пай-
ланмышдыр. Демяли, онларын эюрцшмя ещтималы, эюрцшмя нюг-
тяляри чохлуьунун сащясиян бярабяр олар. Бу сащя 7/16-йя 
бярабярдир. Диэяр суалын щяллини мцстягил щялл етмяйя чалышын. 
Бу мисал эюстярир ки, мцнтязям пайланманы йалныз бирюлчцлц 
щалда дейил, диэяр щалларда да тяйин етмяк олар. Щяр щансы Д 
областыны сечяк вя тясадцфи З кямиййятини ашаьыдакы кими 
тяйин едяк: З йалныз Д областында гиймятляр алы рвя З-ин ε  
областында гиймятляр алмасынын ещтималы D∩ε  кясишмясинин 
сащясиня мцтянасиб олур. Беля тясадцфи кямиййятя Д облас-
тында мцнтязям пайланмыш тясадцфи кямиййят дейилир. Йуха-
рыдакы мисалда щяр ики эянъин эялмя нюгтяляри ващид квад-
ратда мцнтязям пайланмышдыр. 
 6. Цстлц пайланма. Бу мцщцм нюв тясадцфи кя-
миййят щаггындакы информасийаны системляшдиряк. 
 Тясадцфи ϑ  кямиййятинин ещтималынын сыхлыг функсийасы 
ф(х) вя пайланма  
функсийасы Ф(х) ашыьыда 
верилян кимидирся, бу 
функсийаларынграфикляри  
шякил7 дя одуьу 
кимидирся, онда  
дейирляр ки,  ϑ ,   λ  па- 
раметрли цстлу пайлан- 
мышдыр. 

[ ] [ ] 21,1 λλ == VDVM  
 

Сыхлыг функсийасы:               
⎩
⎨
⎧

>

≤
=

− .0
,00

)(
xe
x

xf
xλλ

        y 
              )(xf
                
  λ  1 
         
                                    )(xF
 
                                                        
X 

Шякил 7. 
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Пайланма функсийасы:       
⎩
⎨
⎧

>−

≤
=

− .01
,00

)(
xe

x
xF

xλ

 

 

Цстлц пайланманын характеристик хассяси:  

( )
( ) ( )bVPbaVP >=+>

>aV
 

Исбаты. Шярти ещтималын тярифиня ясасян:  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
>

>∩+>
=+>

> aVP
aVbaVPbaVP

aV

.   

Диэяр тяряфдян ( ) ( ) ( )baVaVbaV +>=>∩+>  , демяли 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )bVPe
e

e
aVP

baVPaVbaVP b

a

ba

>===
>
+>

=>∩+> −

−

+−
λ

λ

λ  

,буну да исбат етмяк тяляб олунурду. 

 

Мисал 8. Сящяр идманы орта щесабла бир саат 
давам едир. Бу дяфя бир саатда о гуртармады. Сящяр 
идманынын даща 15–дягигядян аз олмайараг давам 
етмясинин ещтималы ня гядяр олар? 

Щялли. Тутаг ки, V – сящяр идманынын давам едяъяйи 
тясадцфи  кямиййятдир. Ясас вар ки, онун цстлц пайланаъаьыны 
фярз едяк. Бир сааты ващид заман гябул едяк, онда 1=λ  

(беля ки, [ ]
λ
1

=VM  ). Цстлц пайланманын характеристик пай-

ланмасына ясасян: 
( )

8,0
4
1

4
11 4

1

1V
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +>

−

>
eVPVP . 

  
 Цстлц пайланма вя щадисялярин садя сели. 
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Тутаг ки, θ – тясадцфи заман анында баш верян ща-
дисяляр ардыъыллыьыдыр. Мясялян, биз улдузлу сяманы эеъя саат 
0-дан 3-я гядяр мцшащидя едирик вя  «улдузларын дцшмя-
сини» гейд едирик. Ялбятдя бир улдузун дцшмяси иля диэяринин 
дцшмяси арасында тясадцфи заман кечир. Тутаг ки, бу заман 
интервалы бир-бириндян асылы дейил вя ейни бир λ   параметри иля 
цстлц пайланмышдыр. Беля щадисяляр сели садя сел адланыр. 

Эюстярмяк олар ки, беля селин щадисяляринин сайы Пу-
ассон гануну иля пайланыр, онун параметри ися tλ – йя бяра-
бярдир, бурада t  – заман интервалнын узунлуьудур. 

Мисал 8. «Тяъили йардым» стансийасы тибби йардым ет-
мяк цчцн зянэляр гябул едир. Зянэляр орт щесабла 5 дяги-
гядян бир дахил олур. Йарым саатда: а) 3 зянэин; б) щеч ол-
мазса бир зянэин дахил олмасы ещтималы ня гядяр олар. 

Щялли. Стансийайа зянэ едянляр бир-бириндян асылы 
олмайараг щярякят едирляр. Бу вя диэяр сябябляр ясас верир 
ки, щадисяляр селинин садя олдуьуну фярз едяк. Бу да о 
демякир ки,  зянэлярин сайы  мцяййян заман интервалында 

Пуассон ганунуна уйьун пайланмышдыр: ( )
!k

aekyP
k

a ⋅== . 

Бизим мисалда заман интервалы йарым саатдыр, демяли,  
йарым саатда зянэлярин орта сайыдыр, йяни 6

a
=a . Инди та ылан 

ещтималы тапаг:  
 ах р

а) ( ) ;
11
1

31
63

3
6 =⋅== −eyP    б) ( ) ( ) 11010 6 ≈⋅==−=> −eyPyP  
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1. �������� �������� ��� ����� 

���������� �������� ������������. 
���� ���� ������ ��������� 5-� ������-
������ 25/3-� ������� ������, ���������� 
�� ����������� �����.  
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 �����. ���������� �������� �, � ���  
����� ����, ���� ��������� ���������  
��������� ������: 

⎩
⎨
⎧

=−

=+

3/2512)(
52/)(

2ab
ba

 

 �� ������� ���� ������ �=0, �=10 
������. 
  
 2. ����������  ���������� ������ 10,0 
—��� 10,2 ��� ����������� �� �� ����� 
��������� ������ ���� ����������. ����-
����� �����  ���� ����� ��  ���� ���� 
������ 10,16-��� ��� �����������. 
�������� ���� ������� ����� ������� 
��������? 
 3. ������� �� ���������  �������� 
���������� ���� �� ������� ���������� 
���� ��� ������� ����. ���� ������  
������ ���� ����� ��������, ���� 
������� ������� ��� ��� ����� ����. 
�������� ��� ��� ��� ���� ����� ����. 
��������� ���������� ����� ����� 
������ �������� ���� ����? 
  
 ��������. ���� ����� ��, ��� ������� 
������ ���������� ���� ���� ����� 
����� ��������. ����� ����������� 
�����-���������������� ������������� 
�������� ����. 
 

 
16.4 Информасийаларын илкин статистик ишлянилмяси 

 
 1. Информасийаларын илкин статистик ишлянилмясинин 
мягсяди. Мисал 1. Тикиш фабрикинин маркетинг шюбяси 100 
алыъынын анкетляшмясини щяйата кечирир. Анкетин суаллары ичя-
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рисиндя алыъыларн киши костйумларына олан тялябляри  вар. 
Анкетлярин ишлянмяси ашаьыдакы цстцнлцк пайланмасыны верир: 

d

1) Щазырланма йериня эюря:  Юлкя 
дахилиндя 

Хариъдя 

60 40 

 
 
 
2) Гиймятиня эюря АБШ долларын эюря:  

 
100 100-200 200-300 300-400 400 

17 38 37 6 2 
 

гара ачыг 
 

нейтрал 

40 20 
40 

3) Рянэиня эюря:  
 
 
 
4) Жилетиня эюря:  

 
 

Эюрдцйц кими истещсалын нювляри алыъыларын арзусундан 
асылыдыр. Маркетинг шюбяси фабрикин мцдириййятиня юз тяклифлярини 
веирляр. 

Мисал 2. Бюйцк автомобил заводу 5 ил яввял йени 
автомобил алан автомобил сащибляри араснда анкетлшмя апа-
рыр.  

Хцсуси щалда шюбяни автомобил сащибляринин нечя км 
эетдикляри дя марагландырыр. Информасийалар ишляндикдян сонра 
ашаьыдакы пайланма алыныр (1000 км вя анкетляшдирилянлярин 
%-и) 

Жилетли Жилетсиз 

28 72 

 
50 50-100 100-150 150-200 200-250 250-300 300 

2 6 16 32 30 12 2 
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Автомобил заводунун мцдириййятиндя бу мялуматлары 
чох ваъиб щесаб етдиляр– бу  мялуматлар мотор ресурсларынын 
вя мцхтялиф автомобилин бир чох деталларынын дягигляшмясиндя 
ясас рол ойнадылар. Гейд едяк ки, баш чохлуг – аз вя йа чох 
ейниъинсли обйектлярин бюйцк чохлуьудур вя щям дя обйект-
дян обйектя  тясадцфи дяйиширляр. Бу характеристикалар баш 
чохлугда неъя пайланмышдыр– бу чохлуьун юйрянмяйин ясас 
мягсядидя будур. Яэяр тядгиг олунан чохлуг кичик олсайды, 
онда онун елементляринин щяр биринин характеристикасыны эюс-
тярмякля садяъя олараг щяр елементи тясвир етмяк оларды.  

Лакин баш чохлуг чох бюйцкдцр (тярифя ясасян). Щятта 
щяр бир елементи тясвир етмяк мцмкцн олсайды беля (мцасир 
компцтерляр буну етмяйя имкан верир) , алынан нятиъяляри 
щяддиндян чох олдуьундан эюстярмяк практики олараг мцм-
кцн олмур. 

Инсан бейни бу щяъмдя информасийалары тящлил етмяк 
цчцн чох зяифдир. Информасийанын илкин статистик ишлянмяси дя 
мящз бу мягсядя хидмят едир – бу информасийалары 
компакт, баша  дцшцлян шякилдя ифадя етмяк. 

Мисал 1, 2 –дя анкетлярдян эютцрцлмцш информасийа 
илкин ишлянилдикдян сонра компакт, эюрцнян шякилдя верил-
мишдир. Бундан ялавя, щяр ики мисалда маркетинг шюбясинин 
фикириня эюря анкетляр чохлуьу баш чохлуьу адеквант тясвир 
едир. 
 2. Баш чохлуг вя ондан сечмя. Баш чохлуьун бц-
тцн елементлярини тядгиг етмяк мягсядяуйьун дейилдир вя 
йахуд ашаьыдакы сябяблярдян мцмкцн дейилдир: 

а) баш чохлуг чох бюйцк ола биляр; 
б) айрылыгда эютцрцлмцш, щятта бир елементин юйрянил-

мяси бюйцк чятинликля гаршылаша биляр; 
ъ) юйрянилмя просесиндя елементляр зяряр  чякя биляр-

ляр, бязян просесдя онлар мящв олурлар вя с. 
Бу сябяблярдян дя баш чохлугдан бир нечя  елементи 

сечирляр вя онлары юйрянирляр. Бу бир нечя елемент сечмя 
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адланыр. Йухарыда эюстярилян сябябдян сечмя чох да бюйцк 
ола билмяз. 

Лакин биз истяйирик ки, сечмяни юйряняркян алдыьымыз 
нятиъяляри бцтцн баш чохлуьа  эенишляндиряк, йяни сечмя баш 
чохлуьу  тямсил едя билмялидир. Башга сюзля десяк сечмя 
бизи марагландыран характеристикайа  эюря баш чохлуьун мо-
дели олмалыдыр. Бурада биз моделляшмянин цмуми принсипиал  
чятинлийи вя зиддиййяти иля растлашырыг – ашьыдакы ики зиддиййятли 
тяляб арасында компромис тапмалыйыг: тядгигатын щяъмини 
азалтмаг цчцн сечмя баш чохлуьу тямсил етдийиндян о, 
бюйцк олмалыдыр. Бу чох чятин проблемдир. Ещтимал нязя-
риййяси вя рийази статистика цсуллары  бу проблеми гисмян щялл 
етмяйя имкан верир. Сонралар бунун цзяриндя тяфсилаты иля 
дайанаъыьыг. Баш чохлуг аз вя йа чох биръинс обйектлярин 
чох бюйцк топлусудур, бизи бу обйектлярин  щяр щансы 
кямиййят яламяти марагландырыр. Баш чохлугдан сечмя ися–
бу обйектлярин кичик сырасыдыр ки, щямин обйектлярин яламятинин 
гиймяти эютцрцлцр вя бунунла да садяъя олараг ядядляр 
сырасы алыныр. 

Информасийанын илкин статистик ишлянмяси бюйцк олма-
йан ядядляр сырасынын   тядгигиня эятирилир. 

Тутаг ки, тясадцфи X  кямиййяти тядгиг  олунур. Биз 
бир-биринин ардынъа сынаглар апарараг, нятиъядя X  – ин щансы 
гиймятлярини аларыг. X – ин пайланма гануну бизя мялум 
дейилдир. Ону неъя тапаг? Айдындыр ки, башга имканымыз 
олмадыьындан биз ардыъыл сынаглар апармалыйыг вя щяр дяфя 
X – ин алдыьы гиймятляри гейд етмялийик вя чалышмалыйыг ки, бу 
гиймятляря эюря X –ин пайланма сырасыны щеч олмазса 
тягриби дя олса мцяййян едяк. Апарылан сынаглар нятиъясиндя 
тясадцфи X  кямиййятинин алаъаьы гиймятляр чохлуьуну фикрян 
дя олса тясяввцр едяк. Бу тядгиг едеъяйимиз баш чох-
луьудур. Беляликля, биз тясадцфи кямиййятин тядгигини биз 
уйьун баш чохлуьун тядгигиня эятирдик. Диэяр тяряфдян тутаг 
ки, щяр щансы баш чохлуг вар вя биз онун елементляринин щяр 
щансы  характеристикасы иля марагланырыг. Баш чохлуьун щяр Y
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щансы елементинин тядгиги, апарылан сынаг нятиъясиндя тядгиг 
олунан  характеристикасы щяр щансы гиймятинин тапылмасы ки-
ми баша дцшцля биляр. Демяли, биз баш чохлуьун тядгигини щяр 
щансы тясадцфи кямиййятин юйрянилмясиня  эятирдик. 

Y

Беляликля, мцяййян мянада тясадцфи  кямиййят вя 
баш чохлуг-ейни бир шейдир.   

 
 3. Сечмянин характеристикалары. Тядгиг етдийимиз 
тясадцфи кямиййяти X  иля ишаря едяк. Тутаг ки, 

– сечмядир, – онун елементляридир, 

–сечмянин щяъмидир. 

{ neeW ,...,1= } nee ,...,1

n
Сечмянин статистик ишлянмяси ашаьыдакы вариантларын 

тяртибиндян башланыр: 

а) сечмянин  елементляри азалтмайан истига-

мятдя дцзцлцр вя –сырасы алыныр. 
nee ,...,1

nee ,...,1

б) сечмянин ейни елементляри груплашдырылыр вя  

варианты алыныр (беляликля 
νxx ,...,1

ν – сечмянин вариантларынын сайыдыр). 
Сонракы ишлямя вариантларын сайындан асылыдыр. Яэяр вариант-
ларын сайы кичикдирся – 20 – 25 –дян чох дейился, онда дискрет 
вариасийа сырасы тяртиб олунур. 

 

 

Дискрет вариасийа сырасы (ДВС) беля  тяртиб едилир: 

1) вариантларын im  вя ν,...,1, ==
Λ

i
n

mP i
i   тезликляри ще-

сабланыр (айдындыр ки, nm =
i

i∑   вя 1=∑  ) ; 
i

iP

2) ашаьыдакы ъядвял гурулур вя бу ъядвяля  ДВС-ы 
дейирляр: 

xi x1 … xv 
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n
mP i

i =
Λ

 
1

Λ

P  … ν

Λ

P  

 
ДВС-я эюря тезликляр чохбуъаглысы  гурмаг олар, бу-

нун цчцн мцстяви цзяриндя координатлары  олан нюг-

тяляри  бирляшдиряряк сынаг хятт аларыг. 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ Λ

ii Px ,

ДВС-я эюря щям дя емпирик пайланма функсийасыны 
тяйин етмяк олар: 

             (1) ( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
=≤<++

≤

= −−

ΛΛΛ

v

iii

xz
vixzxPP

xz

xF
1

),...,2(...

,0

111

1

Яэяр вариантларын сайы чох оларса, онда интервал вариа-
сийа сырасы (ИВС) тяртиб олунур: 

1) вариантларын ашаьы сярщяди a  вя йухары сярщяди b  
еля тяйин едилир ки, [ ]ba,  парчасы бцтцн вариантлары юзцндя 

сахлайа билсин; адятян щесаб едирляр ки, 
ii

xa min= , 
ii

xb max=  

бязян ися a  вя b  – и мцнасиблик  нюгтейи –нязяриндян тяйин 
едирляр, лакин ii

xmin  вя ii
xmax –дян чох узаг олмамаг 

шяртиля. 
2) Груплашма интервалынын узунлуьуна бярабяр ν  

ядяди тапылыр, ν  ядяди сечмянин щяъминдян асылыдыр вя 8 – 10 
– дан кичик, 20 – 25 – дян ися бюйук олмамалыдыр, 
груплашма интервалы ( )

ν
abh −

= ; 

3) Интерваллар шкаласы мцяййян едилир 
,,..., 11 haaaa iii +== +  bhaa vv =+=+1   бу интевалларын ортасы 

гейд едилир . vyy ,...,1
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4) Щяр бир интервала дцшян сечмянин елементлри 

vmm ,...,1
 щесабланыр; бу ядядляр интервал тезликляри адланырлар 

n
mP i

i =
Λ

. 

5) Ашаьыдакы ъядвял гурулур: 
 

[ )1, +ii aa  

yi 

[ )21,aa  
y1 

… 
[ )1, +νν aa  

yv 

ip
Λ

 1

Λ

p  … 
ν

Λ

p  

 

бу ъядвял интервал вариасийа сырасыдыр.  

Гейд едяк ки, чох щалларда интервал вариасийа 
сырасы ъядвялин йалныз ахырынъы ики сятириня дейирляр: 

 
yi y1 … yv 

ip
Λ

 1

Λ

p  … 
ν

Λ

p  
   (2) 

 
Интервал вариасийа сырасына эюря тезликляр чохбуъаг-

лысыны гурмаг лазымдыр, бунун цчцн  нюгтялярини бир-

ляшдириб, мцстяви цзяриндя сыныг хятт алмаг лазымдыр. Интервал  
вариасийа сферасындан щям дя емпирик пайланма функсийасы 
тяйин едилир. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Λ

ii Py ,

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

=≤<++

≤

=

+

+−

ΛΛΛ

1

111

2

1
),...,2(...

,0

νaz
viazapp

az

zF iii
, 

Гейд едяк ки, емпирик пайланма функсийасыны (2) сыра-
сына ясасян дя тяйин етмяк олар: 
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( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

=≤<++

≤

= −−

ΛΛΛ

νyz
viyzypp

yz

zF iii

1
),...,2(...

,0

111

1

 

Сечмянин диэяр характеристикаларындан онун елемент-
ляринин орта гиймятини вя йахуд сечмя ортаны гейд едяк: 

           ( ) ,,..., 11

n

e

n
eeX

n

i
i

n

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

==
∑
=  

Яэяр вариантлар вя онларын тезликляри сырасы тяртиб едилиб-

ся , онда   ( ) ,,..., 111

n

mx

n
mxmxX

n

i
ii ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

==
∑
=νν  

вя йахуд да яэяр ДВС-ы гурулубса, онда   

∑
=

ΛΛΛ

=++=
ν

νν
1

11 ...
i

ii pxpxpxX . 

Ахырынъы ики цсул сечмя ортаны дягиг тапмаг 
имкан верир. Яэяр интервал вариасийа сырасы гуруларса, 
онда бу сырайа эюря сечмя ортанын тягриби гиймятини 

тапмаг олар: ∑
=

ΛΛΛ

=++≈
ν

νν
1

11 ...
i

ii pypypyX . 

Дисперсийанын аналогу олараг сечмя дисперсийа 
анлайышындан истифадя едрляр:  

( )
2

1

2

1

2

2

Xn

e

n

Xe
S

n

i
i

n

i
i

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
∑∑
== , 

вя йахуд вариантлар вя онларын тязликляри сырасы гурулубса, 
онда  
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( )
,21

2

1

2

2 X
n

xm

n

mXx
S i

iii
i

i

−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
∑∑
==

νν

 

вя йахуд да, яэяр дискрет вариасийа сырасы гурулубса, онда 

( ) 2

1

2

1

22 XPxPXxS
i

iii
i

i −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=−= ∑∑

=

ΛΛ

=

νν
 

Хцсуси щалда, яэяр интервал вариасийа сырасы 
тяртиб олунарса, онда сечмя дисперсийанын тягриби 
гиймятини тапмаг олар: 

( ) 2

1

2

1

22 XPyPXyS
i

iii
i

i −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=−≈ ∑∑

=

ΛΛ

=

νν
. 

Мисал 3. Мцшащидялярин нятиъяляриня эюря: 1, 7, 7, 2, 3, 
2, 5, 5, 4, 6, 3, 4, 3, 5, 6, 6, 5, 5, 4, 4 дискрет вариасийа сырасыны 
гурун, тезликляр чохбуъаглысыны, сечмя пайланма 
функсийасынын графикини чякин. Сечмя ортаны вя сечмя 
дисперсийаны ики цсулла щесаблайын. Доьруйа охшар баш 
чохлуьу вя тясадцфи кямиййяти дцшцнцб тапын. 

Щялли. Сечмянин щяъми п=20. Сечмянин елементлярини 
артан истигамятдя дцзяк: 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 5, 
6, 6, 6, 7, 7. 

Инди ися  вариантлары вя онларын тезлийини (мютяризядя) 
йазаг: 1(1), 2(2), 3(3), 4(4), 5(5),6(3), 7(2). Вариантлар чох 
олмадыьындан дискрет вариасийа сырасыны гураг:  

1 2 3 4 5 6 7 

1/20 2/20 3/20 4/20 5/20 6/20 7/20

 

Тезликляр чохбуъаглысыны гураг (шякил 1) 

 

                                               
ip̂                                              Сечмя ортаны тапаг: 

                                             X =(1+7+7+2+3+2+5+ 

         1    2     3     4   5    6     7  xi 
 

Шякил 1.
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                                                  +5+4+6+3+4+3+5+6+6+ 
                                                  +5+5+4)/20=4,15 

 
 
 

      
Башга цсул – ДВС-нын кюмяйи иля: 

X = (1·1+2·2+3·3+4·4+5·5+3·6+2·7) /20=4,1  
Сечмя дисперсийаны тапаг: 

С2=( 12+72+ ... +42) /20 –(4,1)2 = 431/20-16,81=4,74 
Башга цсул – ДВС-нын кюмяйи иля: 

С2= (1·12 +2·22 +...+ 2·72) /20 - (4,1)2 = 4,74 
Сечмя пайланма функсийасынын графикини гураг (шякил 2) 
 
 
 
                                
 
 
F̂

 
        
    
 

 
             

 
 

 1/20                                                                                       1 
 
     1          2            3          4           5         6          7           x    
 

Шякил 2. 

 

Мисал 4.  Мцшащидялярин нятиъяляриня эюря:  
5, 11, 22, 27, 98, 87, 73, 42, 46, 37, 52, 58, 61, 74, 18, 26, 44, 
45, 62, 63, 69, 81, 56, 58, 32, 35, 49, 51, 77, 39 – интервал 
вариасийа сырасыны, тезликляр чохбуъаглысыны, сечмя пайланма 
функсийасынын графикини гурун. Сечмя ортаны ики цсулла щесаб-
лайын. Доьруйа охшар баш чохлуьу  вя йахуд уйьун тясадуфи 
кямиййяти дцшцнцб тапын. 
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Щялли. Сечмянин щяъми н=30. Сечмянин елементлярини 
артан истигамтдя дцзяк: 
5, 11, 18, 22, 26, 27, 32, 35, 37, 39, 42, 44, 45, 46, 49, 51, 52, 56, 58, 
58, 61, 62, 63, 69, 73, 74, 77, 81, 87, 98. 

Интервал вариасийа сырасыны гураг:  
10,10,100,0 ==== νhba  эютцрмяк ялверишлидир. Интервал 

вариасийасы ашаьыдакы кими олар: 
 

[0 ,
10)  
5  

[10,
20)  
15 

[20,
30)  
25 

[30,
40)  
35 

[40,
50)  
45 

[50,
60)  
55 

[60,
70)  
65 

[70,
80)  
75 

[80,
90)  
85 

[90,1
100)  
95 

1
/3

0
 

2
/3

0
 

3
/3

0
 

4
/3

0
 

5
/3

0
 

5
/3

0
 

4
/3

0
 

3
/3

0
 

2
/3

0
 

1
/3

0
 

 
Тезликляр чохбуъаглысыны гураг (шякил 3) 
 
  
         
 i

p̂

 
 

        
 
                                           
 
 
  
 
 
Сечмя ортаны тапаг:  

  5      15      25      35    45         55     65   75    85    95    x 
 

Шякил 3.

 

X =(5+11+22+27+98+87+73+42+46+37+52+58+61+         
74+18+26+44+45+62+63+69+81+56+58+32+35+ 
+49+51+77+39)/30= 50,4  

Башга цсул – интервал вариасийа сырасындан истифадя етмякля:  
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X =(5·1+15·2+25·3+35·4+45·5+55·5+65·4+75·3+85·2+95·1)/30= 
=1520/30=50,6 
Сечмя пайланма функсийасынын графики шякил 4-дя эюстярил-
мишдир. 
                 
 
 
 
F

 
 
 
 
 
 
 

                                                                                           1 
                 1/30 
       5     15     25    35     45    55    65    75    85    95         x   
 

Шякил 4. 

ˆ  

��������� 
 

 1. 1996-�� ���� �������� 100 ����.����� 
������ (����� ����� �������� 1%), 50 ���� 
(15%), 20 ����. (30%), 10 ����. (20%), 5 ����. (14%) �� 
1 ����. (20%) ���������� ���. ����� 
����������� ������� ��������� 20 ����� 
��� ����: 1 ���� (4), 5 ����.(5), 10����. (5), 20 
����. (5), 50 ���� (1), 100����. ��� ���. 
�� ������������� ��������� �������. 
�������� ���������� 20 ����� ��� 
���������� 100 ����. �������� �������� 
���� ����? 

�����.  ���������  �������: 
8,0)100/11()100/11( 5,1)5/1(10020 ≈≈−=−= −⋅ eP  

 2. �������� ��, ����� 2 -�� 
���������� ��������� ����������� 
������� ������ �������� ��������� 
������ �����������. ����� ���������� 
���� � �� � ���� ����� �� ������  
����������, ������������� ����������, 
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�������� ������������ ����� �� 
�������� ��������� ��������� 
����������� ���� ��������. ������� 
�������� ������������� ��������� 
�����, ���� ������� ����� ����. 
 3. ����� ������� ������������� 
������ ������ ���������� 35-��� 50-� 
����� ���� ������� �������� 
�����������. �������� ���� ��, ��� �� 
�������� ��������� ������ ����������. 
������� ������� ��������� �������� 
�����. ������� ���������� ���������� 
�������� ������ ���� ������ �����. 
������� �������� ������������ �� ���� 
��������� �����. �� �������� 
���������� ����� ������ ���� ����? 
 4. �������� ������� ������� ����� 
������� �������� �����������. �� 
�������� ��������  ���� �������� 
��������� ������ ����������. �������� 
��������� �������� ������ ���� ������ 
�����, ������� ��������  ������������ 
�� ���� ��������� �����. �� �������� 
���������� ����� ������ �������? 

 
 
 
 

Мювзу 17.  
НОРМАЛ ГАНУН. ЛИМИТ ТЕОРЕМЛЯРИ  
ВЯ ОНЛАРЫН ТЯТБИГЛЯРИ 

 
17.1. Нормал ганун, бюйцк ядядляр 

гануну, лимит теоремляри 
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 1.Нормал ганун вя онун верилмяси параметрляри. 
Бу ганун ещтимал нязяриййяси вя рийази статистика 

нязяриййясиндя чох мцщцм рол ойнайыр. 

 Тясядцфи X  кямиййятинин ещтималынын сыхлыг 
функсийасы: ( ) ( )

( )
( )2

2

2

2
1 σ

πσ

ax

exf
−

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=  шякилиндя оларса, 

дейирляр ки, X тясадцфи кямиййяти    вя a σ  параметрляри 
иля нормал пайланмышдыр (нормал пайланманын сыхлыг 
функсийасынын графики  шякил 1-дя верилиб).              

 
                                         
 
                                                                                              

                         

                               a               x 

f(x)

Шякил 1. 

 
 
 
 
 
 
 
Эюрцндцйц кими нормал пайланмыш тясадцфи кямий-

йят кясилмяздир.  вя a σ  параметрляринин мянасыны 
айдынлашдыраг. Рийази эюзлямянин тярифиня ясасян  

[ ] ( ) ( )
( )
( )∫∫

∞+

∞−

−
−∞+

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== dxedxxxfxM

ax
2

2

2

2
1 σ

πσ
  

uax =−  явязлямяси бу интегралы ашаьыдакы ики  интегралын 
ъяминя  эятирир  

( )
( )∫

∞+

∞−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− dueu

u
2

2

2

2
σ

πσ
     вя      ( )

( )∫
∞+

∞−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
duea

u
2

2

2

2
σ

πσ
. 



 

 

 

366 

Биринъи интеграл сыфыра бярабярдир. Икинъи 

интеграл ися ( )
( )∫

∞+

∞−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
duea

u
2

2

2

2
1 σ

πσ
 -a бярабяр олар. Нязяря  

алсаг ки, 
( )

( )2

2

2

2
1 σ

πσ

u

e⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛  – нормал пайланманын сыхлыьыдыр 

вя онун параметрляри  0 вя σ – а бярабярдир, онда 

( )
( )∫

∞+

∞−

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ due
u

2

2

2

2
1 σ

πσ
 щямин сыхлыьын интегралыдыр вя демяли 

ващидя бярабярдир. Демяли рийази эюзлямя –йа 
бярабярдир. Ейни гайда иля дисперсийаны щесабласаг, 
аларыг:  демяли 

a

[ ] 2σ=xD [ ]xD=σ . Беляликля, σ  параметри 
тясадцфи X  кямиййятинин орта квадратик сапмасыдыр. 

Тясадцфи X  кямиййяти  вя a σ  параметрли нормал 
пайланмышдырса, ону ( )σ,aNX ∈  кими ишаря едирляр. 

Ещтималы щесаблайаркян, беля тясадцфи X   
кямиййяти ( )1,0NZ ∈  – я эятирилир. Доьрудан да, тутаг ки, 

 уйьун олараг – ин пайланма функсийасыдыр, 

онда 

zx FF , ZX ,

( ) ( )
( )
( )∫

∞−

−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

t au

x duetF ;
2

1 2

2

2σ

πσ
 ( ) yau

=
−
σ

 явязлямясинi 

едяряк, аларыг: ( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
σ

atFxF zx
. Буна эюря дя ихтийари 

βα <  цчцн аларыг:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=−=<<
σ

α
σ

βαββα aFaFFFxP zzxx
 

Беляликля, ( )1,0∈z  тясадцфи кямиййятинин  пай-
ланма функсийасыны биляряк, башга нормал пайланмыш тяса-
дцфи кямиййятин бцтцн мцмкцн ещтималларыны тапмаг олар. 

–дян даща чох эениш йайылмыш функсийа Лаплас 

zF

zF
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функсийасыдыр: ( ) ( )∫
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Φ

t u

duet
0

2

2

2
1
π

. Эюрцндцйц кими 

( ) ( ) 2
1

2
10 2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

∞−

−
t u

x dueF
π

 олдуьундан вя интегралалты функсийа 

ъцт олдуьу цчцн, ( ) ( )
2
1

−=Φ tFt x  олар. Беляликля, ( )σ,aNX ∈  

цчцн аларыг: ( ) ( ) ( ) .⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=<<
σ

α
σ

ββα aaxP  Демяли нормал 

пайланмыш тясадцфи кямиййятин бцтцн мцмкцн ещтималларынын  
тапылмасы Лаплас функсийасына эятирилди. Лаплас  функсийасы 
елементар функсийа дейилдир, лакин йахшы юйрянилмишдир. 

Ещтимал нязяриййясиня аид щяр бир дярсликдя бу функ-
сийанын гиймятляр ъядвяли вардыр. Лаплас функсийасы артан вя 

тяк функсийадыр, ( ) ( ) ( ) .
2
1,

2
1,00 =∞Φ−=∞−Φ=Φ  Шякил 2-дя бу 

функсийанын графики верилмишдир. Йадда сахламаг хейирлидир ки, 

 йяни ( ) 498,03 ≈Φ
2
1

 -я чох йахын гиймят. Бу факт «цч сиг-

ма» гайдасы  эятирир. 
        
 
        
   

       
       
            

                    
                    

 
 

               Ф(х) 
 
 
                                                     1/2  
 
 1/2                                                   х   
 
 
                                       Шякил1.             

 «Цч сигма» гайдасы.  Тутаг ки, Х тясадцфи кямиййяти 
  вя  a σ   параметрляри иля нормал  пайланмышдыр, онда 

 ( ) ( )997,0133 ≈≈+<<− σσ aXaP . 
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Доьрудан да 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )997,01323333 ≈≈Φ=−Φ−Φ=+<<− σσ aXaP . 

 
Мисал 1. Мцяййян ясаслар вар ки, тясадцфи сечилмиш 

тялябянин бойу нормал пайланма ганунуна табе олур, рийази 
эюзлямя олан  параметри тялябя континэетинин орта бойуна 
бярабярдир; тутаг ки, =174 см. 

a
a σ  параметри ися тягриби 

олараг тяйин едяк, тутаг ки, бцтцн тялябялярин бойу 156 см 
вя  192 см арасындадыр, онда «цч сигма» гайдасына эюря 
аларыг ки, σ =6. Беляликля, тялябянин бойу ( )6,174NT ∈ . 

, , ( )180>TP ( )190>TP ( )190160 << TP  ещтималларыны тапаг. 
Щялли. Ахтарылан ещтималлары тапмаг цчцн   

( ) ( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=<<
6
174

6
174 αββα TP  дцстуруну тятбиг етсяк 

аларыг: ( ) ( ) ( ) 16,034,0
2
1

6
174180

2
1180180 =−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ−=∞<<=< TPTP . 

( ) ( ) ( ) 996,0
2
1

6
16

6
174190190 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ=∞−Φ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=<TP . 

( ) ( ) ( ) 985,0
6

14
6

16
6

174160
6

174190190160 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=<<TP

 
 2. Бюйцк ядядляр гануну. Дар мянада «бюйцк 
ядядляр гануну» дедикдя бир сыра рийази теоремляр нязярдя 
тутулур ки, онлар да тясдиг едир ки, бюйцк сайда сынаглар апа-
рылдыгда орта характеристикаларын мцяййян сабит ядядя йахын-
лашдыьыны  щюкм едирляр. Эениш мянада ися бу ганун  щюкм 
едир ки, чох бюйцк сайда тясадцфи щадисялярин орта нятиъяляри 
тясадцфлийини итирирляр вя бюйцк дягигликля юнъядян мцяййян 
олунурлар. 

Бюйцк ядядляр ганунунун мцщцм теоремлярини исбат 
етмяк цчцн Чебышев бярабярсизлийи иля таныш олмаг зяруридир. 
 Чебышев бярабярсизлийи. 

Тутаг ки,  X  тясадцфи кямиййятидир вя онун рийази 
эюзлямяси , дисперсийасы ися – дир. Онда, ихтийари Xm XD 0>ε  
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цчцн тясадцфи X  кямиййятинин юз рийази эюзлямясиндян ε – 

дан чох сапмасынын ещтималы йухарыдан 
2ε
XD – иля мящдуд-

дур. ( )
2ε

ε X
x

DmxP ≤>−  

Исбаты. Садялик цчцн фярз едяк ки, тясадцфи X  кя-
миййяти дискретдир вя онун пайланма сырасы ашаьыдакы 

кимидир: ......
1

1

i

i

p
x

p
x  

Тярифя ясасян, [ ] ( )[ ] ( )∑ −=−=
i

ixix pmxmxMxD 22  

Бу ъямдя бязи топлананлары атсаг, бярабярсизлик 
аларыг: 

( ) ( )22

xi
mx

ixix mxpmxD
xi

−−≥ ∑
>− ε

– ы –ы иля явяз етсяк 

бярабярсизлийи даща да эцъляндирярик: 

2ε

∑
>−

≥
ε

ε
xi mx

ix pD 2  вя 

йа ∑
>−

≥
ε

ε
xi mx

ix pD 2 .  ∑
>− εxi mx

ip  ифадяси ( ε>− xmxP )  ещтималы 

олдуьундан демяли, ( )εε >−≥ xx mxpD 2 . Ахырынъы бярабяр-
сизлийи щяр ики тяряфини – а бюлсяк Чебышев 
бярабярсизлийини аларыг. Айдындыр ки, Чебышев 
бярабярсизлийини башга шякилдя дя йазмаг олар: 

2ε

( ) 2εε xx DmxP −>>− . 

Чебышев  бярабярсизлийиндян истифадя едяряк, онун 
ады иля баьлы теореми дя исбат етмяк олар. 

  
 Чебышев теореми. 

Тутаг ки, X  рийази эюзлямяси  вя дисперсийасы  
олан тясадцфи кямиййятдир.  асылы олмайан  сынаглардан 
ибарят серийа апараг вя бу серийаларда тясадцфи 

a d
n

X  
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кямиййятинин алдыьы гиймятлярин ядяди ортасыны  щесаб-

лайаг. Онда ихтийари 
nY

0>ε  цчцн   ∞→n ( ) 0→>− εaYP n  олар. 

Бу теореми изащ едяк. Гейд едяк ки, яэяр  
сынагдан ибарят серийалар кечирилярся, онда  кямиййяти 

серийадан серийайа дяйишяр, йяни  тясадцфи кямиййятдир. 

Демяли, – ин гиймяти мцтляг дейил ки, 

n
nY

nY

nY X – ин рийази эюз-

лямяси иля цст-цстя дцшсцн. Лакин, ня гядяр фяргляняъяк вя 
бу щал тез-тезми баш веряъяк? Чебышев теореми щюкм едир 
ки, тясадцфи X  кямиййятинин онун рийази эюзлямясиндян 
сапмасынын бюйцк  олмасынын ещтималы серийаларын узунлуьу 
артдыгъа сыфыра йахынлашыр. Демяли,  биз архайын олмаг цчцн ки, 
ядяди орта тягрибян рийази эюзлямяйя бярабярдир, онда 
сынагларын сайыны артырмалыйыг. 
  
 
 
 Чебышев теореминин исбаты. 

i –ъи сынагда X –ин алаъаьы гиймяти  иля ишаря едяк. 

Онда 

iX

( )
n

X
Y

n

i
i

n

∑
== 1 . Рийази эюзлямянин хассясиня эюря аларыг: 

[ ] [∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

i
in XM

n
YM

1

1 ]. Лакин бцтцн тясадцфи   кямиййятляри 

 тясадцфи 

iX

ni ,...,1= X  кямиййяти кими пайландыгларындан 

[ ] [ ] aXMXM i ==  вя демяли [ ] aYM n =  олар. Сынаглар асылы 

олмадыьындан, –ляр асылы олмайандырлар, онда дисперсийа-

нын хассясиня ясасян аларыг: 
iX

[ ] [ ]
n
dXD

n
YD

n

i
in =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

=1
2

1  

Инди Чебышев брабярсизлийини тятбиг едяк: 

 [ ]( ) [ ]
2ε

ε n
nn

YDYMYP ≤>−  вя йа [ ]( ) ( )2ε
ε

n
dYMYP nn ≤>− . 
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( ) 02 →
εn
d

 олдуьундан ( )∞→n  онда  ( ) 0→>− εaYP n
 

олар  олдугда. Чебышев теореминдян башга теорем 
алыныр. 

∞→n

 
 Бернулли теореми. Тутаг ки, A  щадисясинин ещтималы  
P – дир. –асылы олмайан сынаглардан ибарят серийалар апа-
раг, бу серийаларда 

n
A   щядисясинин баш вермя тезлийини nγ  

щесаблайаг. Онда ихтийари 0>ε  цчцн ( ) 0→>− εγ aP n  олар. 

Исбаты. A  щадисясиня эюря тясадцфи X  кямиййятини 
тяйин едяк. Яэяр A  баш верярся, онда X  ващидя бяра-
бярдир, баш вермязся онда сыфыра бярабярдир. Онда 

[ ] [ ] pqxDpxM == , . Чебышев теореминин исбатында тяйин 

етдийимиз тясадцфи  кямиййятини nY nγ – тезлийиндян башга бир 

шей дейилдир. Чебышев теореминя эюря аларыг:  
 ( ) 0→>− εγ aP n  яэяр  оларса. ∞→n
Бернулли теореми ещтимал нязяриййясиндя мяркязи тео-

ремлярдян биридир, бу теорем щадисянин тезлийи иля ещтималыны 
дягиг ялагяляндирир. Бу теореми изащ едяк. Гейд едяк ки, 
яэяр  сынагдан ибарят серийалар апарылырса, онда серийа-
ларда тезлик 

n
nγ  дяйишяъяк, йяни тезлик тясадцфи кямиййятдир. 

Демяли ону гиймят зярури дейил ки, щадисянин ещтималы иля цст 
– цстя дцшсцн. Бернулли теореми щюкм едир ки, бу серийаларын 
узунлуьу артдыгъа тясадцфи кямиййяти тезлийинин онун 
ещтималындан сапмасынын ещтималы  сыфыра йахынлашыр. Беляликля, 
биз ямин олмаг цчцн ки, тезлик тягриби ещтимала бярабярдир 
онда сынагларын сайыны артырмалыйыг. 
 
 3. Мяркязи лимит теореми вя онун нятиъяляри.  Бу 
теорем бюйцк сайда тясадцфи кямиййятлярин ъяминин лимит 
пайланмасыны мцяййян едир. 

 
������� ����� ������� (���): 
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����� ��, — ����� ������� �� 

���� ��������� �������� 
��������������, ���� 

nXX ,...,1

∞→n  — �� ����� 
�������� ������  �����-������ 

������ ������ ���������� ����������. 

∑
=

=
n

i
in XZ

1

���� ����� �����, ∞→n — �� α  �� β  
������� �������� ������ ������: 

( )
( ) ( ) ( )αββ
σ

α Φ−Φ→⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
<

−
<

n
nazP , бурада σ,a -рийази 

эюзлямя вя орта квадратик сапмадыр, Φ– Лаплас функ-
сийасыдыр. 

�� � �������� ��, �������� 

���������� - ( )
( )n

naz
σ
−  �������� ������ 

�����-������ ������ 0,1 ���������� 
������ ������ ����������. ���������, 
����� ����� ����� ������� �� ���� 
��������� �������� ������������� 
������ ������� ������ ������ 
��������� ����� ����� ����. 

 
 Муавр-Лапласын интеграл теореми. Тутаг ки, A  щади-
сясинин ещтималы P – дир. Асылы олмайан  сынагдан ибарят 
серийа апараг вя бу серийаларда 

n
A  щадисясинин баш вермя 

сайы K – ы щесаблайаг. Онда  бюйцк олдугда: n

( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
Φ−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
Φ≈≤≤

npq
npk

npq
npkkkkP 12

321  

����� ���� ���� ���� ��, K  ������� 
�����  ������� �� ���� ���������  
����� �������� ������������� ���� ��-
������� ���� �������, ������ ����� 
������� ����� ����������� �������� 
����� ��������. 

n
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����� 3. ����� ������������� 20% 
������ ������. �� ����� ����� 
���������� ������������� �������� ��, 
0,95 �������� ��� 50 ��������� ����� 
�������?  

�����. �����-�������� �������� 
����������� �������� ����: 

( ) 95,050,
5
11,

5
4

=≤=−== kppqp  

n  асылы олмайандыр, ону тапмаг лазымдыр. Башга тяряфдян, 

( ) ( ),
2
150 ukp Φ−=≤  бурада ( )

( )npq
npu −

=
50  

������, ( ) 45,0=Φ u  ������ 
������������� ���������� ����������� 
�������: 64,1−=u . ���������, 

25
464,150

5
4 nn

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − . 

�� ������� ���� ���� ������ ��, . 69≥n
 

��������� 
 

 1. �������� �������� �������� ���� 
«�� �����» ������� ���� �������? 
 �����. ������� ������������������ 
�������� ����: 
  ( ) ,)9(13 2

xxxx DmXP σσ −>≤−  

���� ( ) 9113 −≥≤− xxmXP σ  

   
������� ������:  ( ) 983 >≤− xxmXP σ  

 2. �������� � ��������� 
������������ �=2 �� 4=σ  ���� ������ 
������� ������������. 
 )3(),2(,)52(,)1( =<<<> xPxPxPxP  
�������������  �����. ������ �� 
�������� �������������� ����� �� 
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������� ������� ������������ �����. �� 
�������� ��������  ���� «�� �����» 
������� ���� ����? 

3. �������� �������� ���������� 
����� 500 ������, 100 ������ �� 50 ������ 
���� ��, ������� ������� �������� 10%-�, 
�������� ��� 60% ������ ����. ��� 
������� �������� �������� 100 ���� ��� 
�����. ��������� �� ����� ��� ������ 
�������� ��, ��� ����� 0,9 —��� ����� 
������� ��������� ������� �����. 

4. ��� ������� �������� ���� ���� 10 
��������� ���. ������� ��� �������� 
������ ���� ������� 10 ���. ������� �� 90% 
����� 10 ���.-��� ������ 1���.-��� ��� 
�����. ������� �������� ������� �) 12 
���.-��� ��� ����������; �) 9 ���.-��� �� 
���������; �)  8 �� 12 ���. �������� 
��������� ����������  �����. 

5. ���- ���������� ���� ���� 
������ ��������� ������ ��������� 

 ����� �������. ������ 
������ ������ ���� ����? ��� �������� 
����� �� ����� ����?(��� ������ ������� 
���������� 3 �� ����� ������� �������). 

)1,20( 1 ммммN =−σ

 
17.2. Бюйцк ядядляр гануну вя мяркязи 

лимит теореминин тятбигляри 
 

 1. Асылы олмайан факторларын тясиринин орталанмасы. 
����� ������� ������  ������ ���� 

��, ��� ����� �����  �������� 
����������� ���� ���������� �������� 
�������������� ��������� �� ����� 
������������ ������ ���������� ������ 
������ ����. 
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���� ��� ��������� �����. 
����� 1. ������ �������� ��������� 

�� �������� �� ����� ��� �������� �� �� 
���������� �� ����� ��� ���������� 
����� �����, ����� ��� ������� �� 
�������������� ��� ���������� ������� 
������ ���� ����. 

����� 2. ��� �������� ������� 
�������� ��������������� ������� 
�������� ��� ������� ��������  ���� 
����. 

����� 3. ����� ���� ��� ����� 
������� ������������ ������: 
������������ ������� ����� �������� 
�������������� �� ��� ��� �������, 
������ ���������� ��� ����� ���� �� ��� 
�����, ��������� �� ����������� ����� 
�� ���� �� �. �� ����� ������� 
���������������� �������� ����� 
���������������� ������� 
������������ ���� �� ��� ����� 
��������� ������� ��������� �������. 

����� 3 — �� ���������� ���������� 
������ ���������� ����������: «����� 
����������� ��� ������ �����». �� ����-
����� ���� ���—��������������� 
�����������. ���� ����������� 
��������� �� ��������. �� ��������� 
��������� �������: �������� ��, 
��������, ���— �������� ����� ������� 
����������� �������� ��, ��� 
�������������  ����� ������������� 
��������� �� �� �� ���  ���� �������. 
���� ���� ��, �� ������� �������� ����� 
����� ��������, ����� ������ ��� ����� 
���� �� ���� ����� �������, ����� 
����������� �������. 
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�� ��������� ������ ������� 
��������� �������� �������. 

������. ����� ��, — ����� 

�������, ���� ���������, ������  
���������  �� ���� ��������� ������� 

nXX ,...,1

a
σ  ���� �������� �������������. — 

������� ����� ���������. ����  
nY

[ ] [ ]
n

YaYM nn
σσ == ,    ����.  

������. �� �������� ������ ������ 
������� �� ������������� 
������������� �������� ������� 
��������� ������. 

���� ������� X  ����������� 
������� �������������� �������� 
������ ����, ���� ��������� ������� ��� 
������ ������ ����� �����, ���� 
��������� �������� ������.  

 
��������������� �������� ������. 
����� ������� �� �������� ������� 

�������� �������������� 
������������� ����������� ������ 
������� ���������, ���� ��� ������, 
���� ��������������� ������� 
������������� �� ������ ���������� 
�������. 

���� ��������� ���� ��� �������� 
����������� ������������������� 
�����. 

����� 4. ��� ����� �������, ������� 
������ ���� ���������� �����: 

 
-10 0 10 20 

Г1= 0,1 0,1 0,5 0,3 
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-10 0 10 20 
Г2= 0,1 0,2 0,3 0,4 

 
Орта эялири вя риски щесаблайаг:  

[ ] ;9,8,80,10 111 === σQDQ  [ ] 10,100,10 222 === σQDQ . 
Бу ямялиййатлардан щяр щансы бирини апармаг явязиня 

(щяр икисиня вясаит чатмыр), щяр ямялиййат пулун йарысыны 
гойаг, йяни 

21 5,05,0 QQQ ⋅+⋅=  ямялиййатыны апараг. Асан-

лыгла эюрмяк олар ки,  

[ ] [ ] [ ] ,45
4

180
44

,10 21 ==+==
QDQDQDQ  демяли, 

4,645 ≈=Qσ . Демяли эюзлянилян орта эялир яввялки кими 

галды, риск ися ямялиййатларын рисгляринин минимумундан да 
кичик олду. 
  
 2. Сыьорта щаггында анлайыш. Сыьортада изащата ещти-
йаъы олан бир сыра анлайышлар вар. 

Сыьорталы (вя йа сыьорталанан) – сыьорталанан шяхс. 
������������ — ��������� ������ 

������� ����. 
Сыьорта мябляьи – ямлакын, щяйатын, саьламлыьын вя с. 

сыьорталанмасына сярф олунан пул мябляьи. Бу мябляь сыьор-
та щалы мейдана эялдикдя сыьорталайан тяряфиндян сыьорталыйа 
юдянилир. Сыьорта мябляьи бир чох амиллярдян асылыдыр вя чох 
эениш юлчцдя дяйишир. Сыьорта мябляьинин верилмяси сыьорта 
юдяниши  адланыр. 

Сыьорта нязяриййяси фактики олараг бир аксиома 
ясасланыр.  

Аксиома. Орта мяъму (йяни бцтцн сыьорта мцгави-
ляляриня эюря) сыьорта юдяниши йекун сыьорта тарифи иля юдянилян 
мябляья бярабяр олмалыдыр. 

Садялик цчцн фярз едяк ки, баь евляринин  йаньындан 
сыьорталанмасы цчцн бир иллик кампанийа щяйата кечирилир. Сы-
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ьорта бцтцн йолдашлыг баьларында ейни бир  мябляьиня 
апарылыр. Нязярдя тутулур ки, сыьорта бир нечя онларла баь 
евляриндя  мцгавиля баьланмагла нятиъяляняъяк. Щансы  
нетто – тарифи тяйин етмяк лазымдыр?  Йеня садялик цчцн гябул 
едяк ки, бцтцн  сайда баь евляриндя сыьорта мцгавиляси  
баьланыр. Фярз едяк ки, бир илдя евлярин биринин йанма ещтималы 

S

n

p –я бярабярдир. Тясадцфи 1=iX  вя йа 0=iX кямиййятини  

тяйин едяк, йяни  - ъи ев бир илдя йанаъаг йа йох. Онда 
бцтцн  – ляр асылы  олмайандыр вя ейни пайланма сырасы иля 

пайлананлар.   

i
iX

0 1 

г п 

[ ] pXM i =  вя  [ ] pqXD i = . 

Бу йолдашлыг баьларында  бир илдя йанан евлярин сайы 

K  тясадцфи кямиййятдир. . Асанлыгла эюрмяк олар ки, ∑
=

=
n

i
ixK

1

[ ] [ ] npqnpqKDnpKM K === σ,, . Мяркязи лимит теореминя 

ясасян K  нормал пайланмышдыр.  
Мяъму сыьорта юдяниши , бурада  – сыьорта 

мябляьидир, 
KSW = S

[ ] [ ] SnpSKMWM ⋅=⋅= . Ейни мябляьи сыьор-
талайан бцтцн сыьорта олунанлардан алмалыдыр, демяли нетто – 
тариф ( )

( ) P
nS
npS

=  олар. Гейд едк ки, реал щяйатда сыьорталыйан  

кямиййятини билмир. О, йалныз мцхтялиф иллярдя йолдашлыг 
баьларында йанан евлярин статистикасыны билир, йяни  

сырасыны  билир. Она эюря дя 

P

iKK ,...,1

P  явязиня онун статистик гий-
мятини эютцрцр, хцсуси щалда  P  явязиня онун тезлийини 

( )
i

KKP i++
=

Λ ...1 – и эютцрцр. 

3. Сечмянин репрезентативлийинин тямини. Яэяр сеч-
мя баш чохлуьун хассялярини юйрянмяйя имкан йарадырса, 
онда дейирляр ки, сечмя репрезентативдир вя йахуд баш 
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чохлуьу тямсил едир. Сечмянин баш чохлуьу тямсил етмясини 
неъя тямин етмяк олар?  

Сечмянин репрезентативлийини тямин едян ян садя 
цсул тясадцфян сечилмиш елементин тядгиг едилмясиндян сон-
ра, йенидян баш чохлуьа гайтарылмасыдыр.  

Буну еля тяшкил етмяк олар ки, баш чохлуьун щяр бир 
елементинин сечмяйя дцшмяси имканы ейни олсун. Мясялян, 
буну тясадцфи ядядляр ъядвяли иля етмяк олар. Бизим 
заманда бу иши компцтер васитяси иля едирляр. Фярз едяк ки, 
баш чохлуг Н сайда елементдян ибарятдир. Онлары ардыъыл 
олараг натурал ядядлярля нюмряляйирляр. Тутаг ки, Н ядяди 
10м вя 10м+1 арасындадыр. Компцтери ишя салырлар вя ондан х 
ядядини алырлар, верэцлдян сонра м ишаря эютцрцрляр вя 
натурал Л ядядини алырлар. Яэяр NL ≤  оларса, онда Л нюмряли 
елементи сечмяйя айырырлар. Бу просеси лазыми сайда 
елементляр алмаг цчцн тякрар едирляр. Ялбяття, сечмя ня 
гядяр бюйцк олса, онун репрезентативлик шансы бир о гядяр 
чох олар. Лакин бир чох сябяблярдян сечмянин кичик щяъмли 
олмасы арзу едиляндир. Бу ики зиддиййятли тяляби неъя щяйата 
кечиряк? 

Тутаг ки, тядгигатын мягсяди баш чохлуг цзря орта 
гиймяти вя йа тясадцфян х кямиййятинин рийази эюзлямясини 
гиймятляндирмякдян ибарятдир. Мяркязи лимит теореминя 
ясасян щяъми  н олан сечмянин ядяди ортасындан   x   онун 
рийази эюзлямясинин сапмасыны гиймятляндирмяк олар, йяни 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=<

x
x

nm-xP
σ
εε 2 . Яэяр биз γ  ещтималы иля бу сапманын 

ε – да чох олмасыны тяминат вермяк истяйирикся, онда 

γ
σ
ε

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ

x

n2  олмалыдыр. 

Лаплас функсийасынын аргументинин гиймятини – ля 

ишаря едяк. Бу шяртля ки, аргументин бу гиймятиндя 
SU
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функсийанын гиймяти С олсун, онда, аларыг 
2
γσ

ε Un

x

= , бурадан 

2

2
2

2 ε
σ

γ
xUn = . 

Хцсуси щалда – γ  ещтималы иля тезлийин п ещтималындан 
сапмасынын ε – дан чох олмамасыны тямин едян сынагларын 
н сайындан сющбят эедяркян ашаьыдакы щярякят етмяк олар: 

2

2
2

2 ε
σ

γ
xUn =  дцстурунда xσ  мялум дейил. Лакин 

( )
4
112 ≤−= ppxσ .  Демяли, ( )2

2

2

4ε

γU
n ≤   . 

Сынагларын зярури сайы цчцн ( )2

2

2

4ε

γU
 – ифадясини эю-

тцрмяк олар.  
Яэяр  п   1/2 – дян хейли фярглянярся, онда бу дцстур 

лазым оалн н–и артырар. Яэяр xσ – и йухарыдан гиймятляндирмяк 

олса, онда бу  н ядядини азала биляр. 
 

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1. Тиъарятдя, кянд тясяррцфатында вя диэяр сащялярдя 
диверсификасийа принсипинин тятбигиня аид мисаллар эюстярин. 

2. Тятбиги рийазиййатда чох щалларда йашама С(х) 
функсийасы иля дейил, лх=л0С(х) кямиййяти иля ишляйирляр, бурада л0 
– бюйцк ядяддир вя бир гайда олараг ону 100 000 – я 
бярабяр эютцрцрляр. л х– кямиййятинин мянасыны изащ един. 
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Мювзу 18.  
ИНФОРМАСИЙАНЫН СТАТИСТИК  
ИШЛЯНМЯСИ 

 
18.1. Чохюлчцлц тясадцфи кямиййятляр. 

Тясадцфи кямиййятли функсийалар 
 

1. Чохюлчцлц тясадцфи кямиййятляр. Сынаг 
нятиъясиндя бир ядяддян ибарят дейил, ядядляр дястиндян 
ибарят гиймятляр алан вя алаъыьы гиймятляри яввялъядян 
мялум олмайан кямиййятляря чохюлчцлц тясадцфи кямий-
йятляр дейилир. Тясадцфи кямиййятин ала биляъяйи ядяддляр 
дясти онун мцмкцн гиймятляр чохлуьуну ямяля эятирирляр.  

Беляликля, конкрет ядядляр дястини яввялдян билмясяк 
дя, онун мцмцкцн гиймятляр чохлуьундан олдуьуну билирик. 

Садялик цчцн икиюлчцлц тясадцфи кямиййятляр цзяриндя 
ятрафлы дайанаг. Бирюлчцлц тясадцфи кямиййятлярдя олдуьу 
кими бурада да щям дискрет щям дя кясилмяз тясадцфи 
кямиййятляр вар. Дискрет икиюлчцлц тясадцфи кямиййятлярин 
мцмкцн гиймятляри щесабы сайдадыр, кясилмяз икиюлчцлц тя-
садцфи кямиййятлярдя ися бу гиймятляр чохлуьу мцряккяб 
гурулмушдур. Икиюлчцлц ( )YX ,=ξ  дискрет тясадцфи кямиййяти 
пайланма ъядвяли иля верилир, ъядвялдя X, Y  компанентляринин 

мцмкцн гиймятляри вя  ещтималлары ijP ( )ij yYxXP == ,  

верилир. Айдындыр Ки, бцтцн бу ещтималларын ъями ващидя 
бярабяр олар. 

 
 

Y
X x1 …. xj xn 

Y1 P11 …. P1i P1n 
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….. …. …. …. …. 

yi  ….. Pij  

….. …. …. …. …. 

ym Pn1 …. Pnj Pnm 

 
Мисал 1. Гызларын эюзляринин рянэиня вя сачларынын рян-

эиня эюря пайланмасына бахаг. 
 

Сачларынын 
рянэиня эюря 

Эюзляринин рянэиня эюря  

 Гонур эюй йашыл 
сары 0,06 0,34 0,17 
Гара 0,36 0,04 0,03 

 
Ъядвялдя эюстярилмиш ядядлярин мянасы айдындыр: 

гонур эюзлц сары сачлы гызлар бцтцн гызларын 6% – и, эюй эюзлц 
гызлар ися 34% – и тяшкил едирляр вя с. 

Ашаьыдакы ъядвял ися гызларын сачларынын рянэиня эюря 
пайланмасыны верир. 

Сары 0,57 

Гара 0,43 

Сачларын рянэиня эюря  
 

 
Эюзляринин рянэиня эюря пайланма ашаьыдакы 

ъядвялдя верилир. 
 
 

гонур эюй йашыл 

0,42 0,38 0,20 

Эюзлярин рянэиня эюря 
 

 
 
Шярти пайланма ганунуну тяртиб едяк. 
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Эюзляринин рянэиня сары гызлар 

гонур эюй йашыл 

6/57 34/57 17/57 

 
Сачларынын рянэиня эюря гонур эюзлц гызлар 

Сары 6/42 

Гара 36/42 

 
Цмуми щалда да беля щярякят етмяк лазымдыр. (X=a) 

щадисяси айдындыр ки, (X=a, Y=b) щадисяляринин ъямидир, 
бурада   b  Y – ин мцмкцн гиймятляриндян щяр щансы бири ола 
биляр. Бу щадисяляр ъцт-ъцт уйушмайандырлар, демяли, 
( ) ( )∑ ====

b
bYa,XPaXP , йяни бу ещтималы тапаркян мц-

вафиг сцтундакы бцтцн ещтималлары топламаг лазымдыр. 
 
Мисал 3. Тутаг ки, (X, Y) ашаьыдакы пайланма гануна 

маликдир: 
й          х -1 0 1 

0 0 0,1 0,5 
1 0,2 0,1 0,1 

 
 X, Y компонентляринин пайланма функсийаларына вя 0=y  
олдугда X компонентинин шярти пайланма функсийасыны тапын. 
X -ин  Y  - дян кичик гиймят  алмасынын ещтималыны тапын. 

Щялли. Компонентлярин пайланма ганунуну тапмаг 
цчцн  сцтунлара уйьун ещтималлары (X  цчцн) вя  сятирляря 
уйьун ещтималлары (Y  цчцн) топлайаг: 
  
       -1 0 1 
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0 1  
  Y: 

0,6 0,4

  Х : 0,2 0,2 0,2 

   
  олдугда X компонентинин шярти пайланма гануну- X 

–ин мцмкцн гиймятляри дясти иля 

0=y
)0( == yaXP  шярти ещти-

маллары олар. Бу ещтималлары  щесабламаг цчцн шярти ещтимал 
дцстурундан истифадя етмяк лазымдыр: 
 )0()0.()0( ====== yPyaxPyaXP  

Онда 0=y  шяртиндя  X  компонентинин пайланма 
сырасыны аларыг: 

-1 0 1        
Х/(Й=0): 

0 1/6 5/6 

  
)( YXP <  -и тапмаг цчцн ъядвялдя ( YX < ) шяртини юдяйян 

( ) ъцтлярини гейд едяк вя уйьун ещтималлары топлайаг, 
онда аларыг: 

YX ,
3.01.02.00)( =++=< YXP  

 
2. Коррелйасийа вя тясадцфи кямиййятлярин асылы 

олмамасы.  Йухарыйа биз икиюлчцлц тясадцфи ( ) == WH ,ξ  
бой,  чяки   кямиййятиня бахдыг. 

Бу тясадцфи кямиййятин компанентляри юзлярини бири – 
бириндян асылы олмайан кими апармырлар, лакин онларын биринин 
гиймятиня эюря диэяринин гиймятини цмумиййятля демяк 
олмур, амма дейя билярик ки, бюйцк бойа бюйцк чяки 
уйьундур вя тярсиня. Беля тясадцфи кямиййятляря, йяни бир 
компанентинин дяйишмясиня эюря диэяринин дуймаг мцм-
кцндцрся, онда дейирляр ки, бу тясадцфи кямиййятляр коррел-
йасийа олунмушлар (дягиг тяриф сонра вериляъяк). Йада салаг 
ки, тясадцфи   X,Y   кямиййятляри ихтийари   a, b  цчцн 
( ) ( ) ( )bYPaXPbYa,XP =⋅====  шяртини юдяйярся, онда 

онлар асылы олмайан адланырлар. 
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)

Асылы олмайан тясадцфи кямиййятляр системинин (X,Y) 
пайланма гануну садя гурулур – ъядвялдя ки,  Пиж   ядяди   
Пж=(п=хж)  вя   ги=з(Й=йи)  ядядляринин щасилидир. Икиюлчцлц 
тясадцфи ( YX ,=ξ   кямиййяти, щям дя ики тясадцфи Х,Й  
кямиййятляр системи кими баша дцшцлцр вя икиюлчцлц ( )yxf ,  
сыхлыг функсийасы иля верилир, ещтималы ися мцстявинин уйьун 
областында ( )yxf ,  сыхлыг функсийасынын интегралланмасы иля 
тапылыр. Яэяр  X, Y  асылы олмайандырса, онда икиюлчцлц сыхлыг 
компанентлярин сыхлыглары щасилиня бярабярдир: 

 ( ) ( ) ( )yfxfyxf yx ⋅=, . 

Яэяр X,Y тясадцфи кямиййятляринин коррелйасийа мо-
менти ( ) ( )[ ]yxXY mYmXMK −⋅−=  сыфыра бярабярдирся, онда 

онлар коррелйасийа олунмамыш, якс щалда ися коррелйасийа 
олунмуш  адланырлар.  

Рийази эюзлямянин тярифиня ясасян  
( ) ( )[ ] ( )[ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] .yxyxyx

yxyxyx

mmXYMmmXMmYMmXYM

mmXmYmXYNmYmXM

==⋅+−−=

=+−−=−⋅−
 

Коррелйасийа олунмамаг асылы олмамагдан зяиф 
шяртдир, буну ашаьыдакы тяклиф тясдиг едир. 

Тяклиф 1. Асылы олмайан тясадцфи кямиййятляр 
коррелйасийа олунмайандыр. Доьурдан да, тутаг ки,  X,Y  
асылы олмайандыр, онда рийази эюзлямянин хассяляриня яса-
сян , демяли, [ ] yxmmXYM = [ ] 0=−= yxxy mmXYMK . 

Яэяр коррелйасийа моменти мцсбят оларса, онда тя-
садцфи кямиййятляр мцсбят коррелйасийа олунмуш, мянфидирся 
онда мянфи коррелйасийа олунмуш адланырлар. 

Чох щалларда коорелйасийа моаенти явязиня коррелйа-

сийа ямсалындан ( )yx

xy
xy

K
K

σσ
= ,  истифадя етмяк ялверишли олур, 

бурада   вя  Xyx −σσ Y – ин орта квадратик сапмаларыдыр. 
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Тяклиф 2. Тутаг ки, deXY += , бурада – са-
битлярдир, Х, Й – ин  коррелйасийа ямсалы ващидя бярабяр олар, 
ишаряси ися   е  ямсалынын ишаряси иля ейни олар. 

de,

Исбаты.  
[ ] [ ] ( )

[ ] [ ]( ) ( )xxxxxxx

xxyxxy

eeDmXMedmemdmXeM

demmdxeXMmmXYMK

σσ==−=−−+=

=+−+=−=
2222

2

 

Диэяр тяряфдян, xy eDD = , демяли xeσσγ = . Беляликля, 

( ) 12

2

±===
x

x

yx

xy
xy e

eK
K

σ
σ

σσ
. 

Тярс тяклифдя дя доьрудур. 
 
Тяклиф 3. 1≤xyK  олар. 

Исбаты. YXZ xy σσ ±=  тясадцфи кямиййятиня бахаг. 

Онун дисперсийасыны щесаблайаг: 
[ ] [ ] [ ]

xyyxyx

yxxyyxxyxyyx

K

KYDKXDZD
xy

σσσσ

σσσσσσσσσσ

22

22
22

222222

±=

=+±=+±=
 

Дисперсийа мянфи олмадыьындан аларыг:  
022 22 ≥± xyyxyx Kσσσσ   вя йа  0≥± xyyx Kσσ , бурадан 

yxxyK σσ≤   вя демяли, 1≤xyK олар. 

3. Тясадцфли кямиййятли функсийалар. Тутаг ки, X  – 
тясадцфи кямиййят,  ( )xy ϕ=  – ися ади функсийадыр, онун тяйин 

областы X  тясадцфи кямиййятинин мцмкцн гиймятляр чохлу-
ьудур. Онда, ( )xy ϕ= – тясадцфи кямиййятдир. Бу функсийа юз 
гиймятлярини беля алыр: сынаг апарылыр вя сынаг  нятиъясиндя 
тясадцфи X  кямиййяти щяр щянсы x  гиймятини алыр. ϕ  функ-

сийасыны биляряк ( )xy ϕ= – и тапырын, бу ися Y  тясадцфи кямий-

йятинин гиймяти олур. Бурада цмуми проблем – тясадцфи X  
аргументинин пайланмасыны биляряк, ( )xy ϕ=  функсийасынын 

пайланма ганунуну тяйин етмякдян ибарятдир. Яэяр X  
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дискрет тясадцфи кямиййятдирся бу садяликля щялл олунур. X –
кясилмяз тясадцфи кямиййят олдугда ися мясяля чятинляшир. 
Исбатсыз ашаьыдакы теоремля кифайятляняк. 

Теорем. Тутаг ки, X  сыхлыьы ( )xf  олан кясилямяз 

тясадцфи кямиййятдир. ( )xϕ - монотон диференсиал функсийадыр, 

онда тясадцфи Y  кямиййятинин сыхлыг ( )xy ϕ=  функсийасы беля 
олар:    
                                ( ) ( )( ) ( )yyfyg ψψ=                    (1)

   
бурада ( )yψ  – ϕ – нин тярс функсийасыдыр. 

Мисал 2. Тутаг ки, λ−X  параметрли цстлц пай-
ланмадыр, , бурада  сабитдир. Эюстяряк ки, cXY = c Y – дя 
цстлц пайланмышдыр. X –ин сыхлыг функсийасы 

  олар. ( )
⎩
⎨
⎧

>

≤
=

− .0
,00

xe
x

xf
xλλ

( ) cXx =ϕ олдуьундан, онун 

тярс функсийасы ( )
c
yy =ψ  вя ( )

c
y 1
=′ψ     (1)    дцстурунда 

бунлары йазсаг, аларыг:    ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

.0

,00

ye
c

y
yg y

c
λλ  

 
Бу ися цстлц пайланманын сыхлыьыдыр. 

Тяклиф 4. Тутаг ки, ( )XY ϕ= , онда [ ] ( )∑=
i

ii PXYM ϕ . 

Яэяр тясадцфи кямиййят X  дискретдирся, вя 

, яэяр тясадцфи кямиййят кясилмяздирся 

вя  онун сыхлыг функсийасыдырса. 

[ ] ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dxxfxYM ϕ

( )xf
Мисал 8. Пландан артыг щяр фаиз цчцн 50 руб. Мцкафат, 

пландан ашаьы  щяр бир фаиз цчцн ися ямяк щаггы 30 руб. 
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кям верилир, лакин 100 рублдан чох олмамаг шярти иля. Яэяр 
планын йериня йетирилмяси прогнозу ашаьыдакы кимидирся:   
96 97 98 99 100 101 102 103 104 110 
0,01 0,22 0,03 0,2 0,2 0,2 0,1 0,1 0,08 0,04 

  
Эюзлянилян мцкафатын мигдарыны тапын. 
Планын йериня йетмяси мялумдурса, мцкафатын мигдары неъя 
олар? 

Щялли. Эюзлянилян мцкафатын мигдарыны тапаг. Мцка-
фатын мигдары Y -планын йериня йетмяси фаизинин функсийасыдыр. 

Планын йериня йетирилмися сятириня ашаьыдан Y - ин 
гиймятлярини йазаг: 
96 97 98 99 100 101 102 103 104 110 
0,01 0,22 0,03 0,2 0,2 0,2 0,1 0,1 0,08 0,04 
-100 -90 -60 -30 0 50 100 150 200 500 
 
Инди Y -ин рийази эюзлямясини щесаблайаг. Бунун цчцн Y -ин 
гиймятлярини уйьун ещтималлара вуруб, топлайаг. Онда аларыг: 
М[Y]=(-100 -180 –180 –60 + 1000 + 1000 + 1500 + 1600 + 
+2000)  /100=65,80 ман 

 
 

МЯСЯЛЯЛЯР 
1. Асылы олмайан X  вя Y  тясадцфи кямиййятляри аша-

ьыдакы пайланма сырасына маликдирляр: 
 

 

-1 0 2 
Х: 

0,1 0,2 0,7 

-1 1 
Й: 

0,4 0,6 

Тясадцфи YXZ ⋅=  вя YXV −=  кямиййятляринин 
пайланма сырасыны тяртиб един. 

Щялли: Ашаьыдакы ъядвяли тяртиб едяк. 
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X

   Y  
-1 0 2 

-1 0,04 0,08 0,28 

1 0,06 0,12 0,42 

 
( ba, ) ханасында ( ) ( )byPaXP −= x  ещтималыны 

йазаг;  асылы дейилляр. YX ,
Инди ися  тясадцфи кямиййятляринин гиймятлярини 

вурараг 

YX ,
Z  тясадцфи кямиййятинин гиймятлярини алырыг. Z – ин 

ейни гиймятлярин ещтималларыны топлайараг ашаьыдакы 
пайланма сырасыны аларыг: 

 
 

-2 -1 0 1 2 
З: 

0,28 0,06 0,2 0,04 0,42 

 
 

Ейни гайда иля  тясадцфи кямиййятинин пайланма 
сырасы тяртиб олунур. 

V

2. Заводун цч йени, бир – бириндян асылы олмайарг 
ишляйян сех вар. Айын яввялиндя щяр сех цчцн планын йериня 
йетирилмяси ещтимал прогнозу тяртиб олунмушдур. 

0,9 1,0 1,1

0,1 0,8 0,1

0,85 1,0 1,05 

0,1 0,8 0,1 

0,8 1,0 1,1 

0,05 0,9 0,05 

Бцтцн сехлярин планы йериня йетирмя ещтималы нечя олар? 
Мялумдур ки, Ы ики сех планы йериня йетириб. Бцтцн заводун 
планы йериня йетирмя ещтималы нечя олар? 
 

3. Банкын кредит шюбяси верилмиш кредитляри ики 
параметря эюря тящлил едир: мигдарына вя мцддятиня эюря. 
Ашаьыдакы ъядвял алыныр: 
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 Гысамцддятли Узунмцддятли 
Кичик 0,3 0,2 
Орта 0,2 0,05 
Бюйцк 0,2 0,05 

Бу параметрлярин асылы олмадыьыны йохлайын. Кредитлярин 
мигдарына эюря гысамцддятли вя узунмцддятли кредитлярин 
пайланма ганунуну тапын. Кредит кичик дейился, о узун-
муддятли олмасы ещтималыны тапын. 

 
4. Мцнтязям пайланмыш тясадцфи кямиййятдян асылы 

хятти функсийанын да мцнтязям пайландыьыны исбат един. 
 
 

 
 
 

18.2. Баш чохлуьун параметрляринин 
гиймятляндирилмяси 

 
1. Рийази статистиканын ясас мясяляси. Ещтимал ня-

зяриййясинин ашаьыдакы анлайышларына – щядисяляр вя онларын 
ещтималлары, там ещтимал дцстуру, Байес вя Бернулли 
дцстурлары, тясадцфи кямиййятляр вя онларын пайланма ганун-
лары, ядяди характеристикалары, вя с. истинад едяряк дягиг рийази 
цсулларла бир щадисянин ещтималыны диэярляринин ещтималларыны 
биляряк тяйин едя билярик, биз тясадцфи кямиййятин пайланма 
ганунуну диэярляринин пайланма ганунуну биляряк тапа 
билярик вя с. Беля мясяляляр дцз мясяляляр адланыр. Мясяля 
мяркязи лимит теореминдян чыхыр ки, ихтийари X  тясадцфи 
кямиййяти цчцн, асылы олмайан сынаглар кечирсяк вя X –ин 

алаъаьы гиймятлярин ядяди ортасыны –и щесабласаг эюрярик 

ки, сынагларын сайы – бюйцк ядяд олдугда, онда –орта 

ядяд гиймят дя тягриби олараг нормал ганунла пайланыр. 

nY
n nY
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Елмин бцтцн сащяляриндя дцз мясяля вар. Мясялян, електрик 
йцкцнц вя пайланмасыны биляряк, електрик сащясинин пайлан-
масыны биляряк, електрик сащясинин эярэинлийини щесабланмасы 
дцз мясялядир. Тярс мясяля ися белядир: електрик сащяси 
мялум олмайан щяр щансы електрик йцкляри васитясиля йараныб, 
сащяни биз юлчя билярик, тяляб олунур ки, бу сащяни йарадан 
електрик йцкляри щардадыр вя кямиййяти ня гядярдир? Инди ися 
тярс ещтимал мясяляси эюстяряк: щадисянин баш вермя 
тезлийиня эюря бу щадисянин ещтималыны тапмаг, щеч олмазса 
бу ещтималын йерляшдийи сярщядляри тапмаг. Беля тярс ещтимал 
мясялялярини рийази статистика щялл едир. Беляликля, ещтимал 
нязяриййяси (ЕЩ) вя рийази статистика (РС)– эцълц гаршылыглы 
ялагядя олан «гощум» елм сащяляридир: бир дцз мясяляляри 
щялл едир, диэяри ися тярс мясялялри. Ещтимал нязяриййяси рийази 
статистика цчцн фундаментдир. Тярс мясяляляри юйрянмяк 
чятин олдуьундан рийази статистиканы ещтимал нязяриййясиндян 
сонра юйрянирляр. Рийази статистиканын дюрд ясас мясяляси 
мцщцм ящмиййят кясб едир. 

А. Статистик информасийалары компакт, айдын, ялверишли 
формада ифадя етмяк. 

Б. Баш чохлуьун мялум олмайан параметрялринин 
тапылмасы вя йа гиймятляндирилмяси;  

Мясялян, баш чохлуьа эюря онун орта гиймятинин 
тапылмасы вя йа гиймятляндирилмяси вя йахуд тясадцфи 
кямиййятин рийази эюзлямясинин тапылмасы. 

Ъ. Щипотезлярин йохланылмасы, онларын гябул едилмяси 
вя йахуд рядд едилмяси. 

Ч. Тядгиг олунан тясадцфи кямиййятин мялум 
олмайан пайланма ганунунун тапылмасы. 

А. мясяляси бизя артыг танышдыр. Б вя Ч мясяляляриня 
бу бюлмядя бахаъайыг. 

 
2. Баш чохлуьун вя йа тясадцфи кямиййятин 

параметрляринин нюгтяви гиймятляндирилмяси. 
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Яввялки мювзуларда гейд етдийимиз кими баш чохлуг 
вя тясадцфи кямиййят гаршылыглы явяз олунан айнлайышлардыр вя 
онларын щансынын ишлянмяси ялверишлилик нюгтейи – нязяриндян 
диктя олунур. Чохюлчцлц тясадцфи кямиййятлярля танышлыгдан 
сонра ямин олуруг ки, тясадцфи кямиййят анлайышы даща ращат 
вя ялверишлидир. Беляликля, тутаг ки, тясадцфи X  кямиййяти тяд-
гиг едилир. Онда  щяъмли сечмя садяъя олараг  юлчцлц 
тясадцфи кямиййятин гиймятидир.  

n n

( nXXV ,...,1= ), бурада iX i − – ъи сынагда тясадцфи X  

кямиййятинин алдыьы гиймятдир. Сечмянин ихтийари функсийасы 

статистика адланыр. Мясялян, ядяди орта 
n

X
X

n

i
i

n

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=
∑
=1  

статистикадыр. Тутаг ки, θ  – тясадцфи X  кямиййятинин щяр 
щансы параметридир. Биз щеч олмаса тягриби олараг бу 

пеараметрин гиймятини тапмаг истяйирик. Бу мягсядля  
статистикасыны сечяк, бизим фикримизя эюря бу статистика тягриби 
олараг 

Λ

θ

θ  параметрини гиймятляндирмялидир. Буна эюря дя θ  

параетрини гиймятляндирян статистиканы  кими ишаря едирляр. 
Λ

θ
Гейд едяк ки, истянилян статистика тясадцфи 

кямиййятдир, беля ки, о сечмя иля мцяййян олунур. Щяъми  

олан сечмя иля мцяййян олунан статистиканын  кими ишаря 

едяъяйик. Айдындыр ки,  статистикасы мцяййян шяртляри юдя-
мялидир. Бу шяртляр ашаьыдакылардыр. 

n
Λ

nθ
Λ

θ

1) Мютябярлик: ∞→n  – да – статистика – гиймяти 
Λ

nθ
θ  параметриня йыьылмалыдыр. Йыьылмаг ещтимал мянада баша 

дцшцлцр: ∞→n – да 0→⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ >−
Λ

aP n θθ , ихтийари 0>ε  цчцн. 

Бу йыьылма ещтимал мянада йыьылма адланыр.  
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2) Гарышдырылмазлыг: ; бу бярабярлик кафи гя-

дяр бюйцк бцтцн -ляр цчцн доьру олмалыдыр. 

θθ =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ΛM

n
Ямин олаг ки, ядяди орта рицази эюзлямянин мютябярли 

вя гарышдырылмайан гиймятидир.  
Тутаг ки, X –рийази эюзлямяси  олан тядгиг 

олунан тясадцфи кямиййятдир. Онда  сынагда ядяди орта 

беля олар: 

a
n

n

X
X

n

i
i

n

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=
∑
=1 . 

 Мютябярлийи исбат етмяк цчцн эюстярмяк лазымдыр 

ки, ихтийари 0>ε  цчцн ∞→n –да 0→⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ >−
Λ

εaXP  олур. Бу 

ися Чебышев тюряминдя эюстярилмишдир. Гарышдырылмазлыьа 

эялдикдя ися билирик ки, [ ]
[ ]

( ) a
n

na
n

XM

n

X
MXM

n

i
i

n

i
i

==
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=
∑∑
== 11 . 

Бурадан щям дя алырыг ки, щадисянин баш вермяси тезлийи 
онун баш вермяси ещтималынын мютябярли вя гарышдырылмаз 
гиймятидир. Гейд едяк ки, орта гиймят беля десяк рийази 
эюзлямяни явяз етдийиндян, сечмя дисперсийайа 

( )
n

XX
S

n

i
i ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
∑
=1

2

2  – дисперсийанын гиймяти кими бахмаг 

олар. 

xD

X – рийази эюзлямянин мютябярли гиймяти олдуьундан, 

-дисперсийанын мютябярли гиймяти олар. Бу гиймят 
гарышдырылмаз дейилдир, беля ки, исбат етмяк олар ки, 

2S

[ ] ( )
n
nD

SM x 12 −
= . Бу сябябядян – ны 

2S
( )1−n

n  – я вуруб 
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«дцзялдирляр» . 
( )

( )
11

1

2

2
2

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
−

=
∑
=

n

XX

n
nSS

n

i
i

 Бу гиймят ися 

дисперсийанын гарышдырылмаз гиймяти олур. 
Мисал 1. Тутаг ки, X – ин пайланма сырасы ашаьыдакы 

кимидир:  
0 1 2 

1/2 1/3 1/6 

.  
Эюрцндцйц кими мцмцкцн гиймятляр чохлуьу цч 

елементдян ибарятдир. { }nXXW ,...,1=  сечмясиндя тяйин 

олунан статистикалара бахаг: а) ; б)Wm min= WM max= ;    
в)  «W -дя олан мцхтялиф ядядяляриин сайы». S

Бу статистикалар X тясадцфи кямиййятинин уйьун ха-
рактеристикаларынын мютябярли вя гарышдырылмаз гиймятляридирми? 

Щялли.  статистикасынын пайланма сырасы:  m
0 1 2 

1-(1/2)н (1/2)н -
(1/6)н 

(1/6)н 

Доьурдан да ( ) ( )( )
n

nxPmP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=>−==

2
11010  

( ) ( )( )
n

nxPmP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛====

6
122 . Бцтцн диэяр ещтималлар ( )1=mP  

олар. ( ) 1
2
110 →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−==

n

mP  ( ∞→n  олдугда) олдуьундан 

−m X – ин мцмцкцн гиймятляринин минимумунун, йяни 0 
ядядинин мютябярли гиймяти олар. Ихтийари щяъмли сечмя цчцн 

 олдуьундан  гарышдырылмаз гиймят дейилдир. 
Галан ики ятатистика аналожи олараг тядгиг едилир. 

[ ] 0>mM m
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3. Максимум щягигятя уйьун цсул.  Бу цсул гейри 
–мцяййян параметрин гиймятляндирилмяси цчцн яввялъя 
щягигятя уйьун функсийа мцяййянляшдирирляр. Тутаг ки, X – 
тядгиг олунан тясадцфи кямиййятдир. X –ин п йланма гануну а
щяр щансы α  п ля мялумдур

 кямиййяти

араметриня гядяр дягиглик n – 
сайда асыла олмайан сынаглар апарылдыгда юлчцлц тясадцфи 

{ }XW ,...,1=  алыныр, бурада 

. 
 n  

nX −iX X – ин i – ъи 

сынагда алдыьы гиймятдир. Асылы олмайан n  сайда сынаглар 
апараг вя ( )naaW ,...,1=  сечмясини алаг. Яэяр X  д

 сечмянин

искрет 

тясадйфи кямиййятдирся, онда алынан  ещтималы, 
ещтималлар щасилиня бярабяр олар ( ) ( )αα ,...,1 naXPaXP == . 

Яэяр X   онун сыхлыьы кясилмяздирся вя ( )α,xf -д са, онда 
n  юлчцлц тясадцфи 

ыр
{ }nXXW ,...,1=  сыхлыг

сийасынын

кямиййятинин  функ-

 ( )n1 aaW ,...,=  нюгтясиндя гиймяти, сыхлыгларын 

щасилиня бярабяр олар ( ) ( )αα ,...,1 nafaf . ( )αα ,,...,1 naa , функ-

сийасы щягигятя уйьун функсийа адланыр, X – дискрет тясадцфи 
миййят олдугда бу унксийа ещтималларын щасилиня, кясил-

мяз олдугда ися сыхлыг функсийаларынын щясилиня бяра р олар. 
кя  ф

бя
α –параметринин еля 0α – гиймятини тапаг ки, щягигятя 

уйьун функсийа максимум гиймяти α   гиймят алсын Бу . 0α
парам

 баш вермяси 
тезлийи 

я
м

етринин ясил щягиги гиймятидир. Дедикляримиздян 
ашаьыдакы нятиъяйя эялмяк олар. 

Нятиъя. Серийа сынагларда щадисянин
бу щадисянин баш вермяси ещтималынын максимал 

щягигят  уйьун цсулла гиймятляндирилмясидир. 
4. Интервал гий ятляндирмя. Тясадцфи кямиййят олан 

ихтийари θ  статистика гиймятляндирилян θ  параметринин йалныз 
тягриби гиймяти ола биляр. Демяли, о йалныз щяр щан ы 
нюгтядяки гиймят ола биляр. Беля бир суал чыхыр: еля 

с
Δ  интервалы 

эюстярмяк олармы ки, яввялдян верилмиш, ващид йахын я γ  
ещтималла бизя мялум олмайан θ  параметринин щягиги гий-
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 мятини юзцндя сахласын? Яввялъядян верилмиш γ  ещтималы 

етибарлы ещтимал, Δ –интервалы ися етибарлы интервал адланыр. 
Цмуми мцлащизяляря эюря сечмя васитясиля мцяййян 
олунан л я етибар ы интервал щям узунлуьуна щям д  йериня эюря 
тясадцфи олаъаг. 

Яэяр θ  параметринин щяр щансы етибарлы 
Λ

θ  гиймтяи вар-
са, онда сечмянин щяъми артдыгъа буна уйьун конструк-
сийа о ал лунан етибарлы интерв чох эцман ки, бу гиймятидя 
юртяр. Етибарлы интервалын тапылмасыны бир мисалла эюстяряк. 

Мисал 2. Тясадцфи X  кямиййятин рийази эюзлямяси 
цчцн конструкс  олунмуш етибарлы интервал, нормал ганунла 
пайланмыш, мялум олмайан a  рийази эюзлямяйя вя мялум 

орта квадратик 2σ  сапмайа маликдир. Етиб ы 

ийа

арл γ  ещтималыны 
веряк. Мяркязи лимит теореминя ясасян (бах бюлмя 17, 1 

б.3) кафи гядяр я бюйцк n  цчцн X  тягриби олараг дяди орта 
нормал ганунла пайланар, онда аларыг:  

( ) γσ
=Φ=⎟⎟

⎞
⎜⎜
⎛

<− uuaXP 2 . плас функсийасынын гий-
⎠⎝ n

Ла

мятляр ъядвялиндян тапарыг: еля 
2
γu -ни ки, 

22

γ
γ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ u  олсун. 

Демяли, 
n

u
aX

σγ
2<− . Бура ы  дан алар г ки, 

n

u
Xa

n

u
X

σσ γγ
22 +<<− ,  бу ися цчцн етибарлы 

интервалд р. 

арылимайыб. 0,95 

a  

ы
 

МЯСЯЛЯЛЯР 
 

1. Тясадцфи олараг банкын вердийи 400 кредит сечилир вя 
тящлил олунур. Мялум олур ки, 80 кредит гайт
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инамла  кр нцн 
а

 банкын вердийи бцтцн едит кцллцсц гайтарыл-
мамасы ещтималынын етибарлы интервалыны т пын. 

2. Тясадцфи кямиййят [ ]b,0 а b -

сында мцнтязям пйланмышдыр. Щяъми n  олан W  сечмясиня 
эюря тяйин олунан статистиканын а) Wm min= ; б) WM max

 , (бурад ) парча0>

= . 
йланма функсийасыны, сыхлыг функсийасыны тапын вя бу функ-

сийаларын тягриби графиклярини гу
Па

ру  н. Бу статистикалар тясадцфи
X  кя

гу  л

ынын 
сечмя

ед

миййятинин уйьун характеристикаларынын мютябярли вя 
гарышдырылмаз гиймятляридирми? 

3. Анбарда ейни гутуда аь, гырмызы вя гара телефонлар 
вар; щяр бир рянэдян олан телефонлар тягрибян бцтцн 
телефонларын 1/3 – дцр. Нечя минимал ту эютцрмяк азымдыр 
ки, 0,9 – дан бюйцк ещтималла бцтцн рянэдян олан телефонлар 
орада олсун? «Мцхтялиф рянэли телефонларын сай

синин» пайланма статистикасыны тапын. Бу статистика 3 
сабитинин мютябярли вя гарышдырылмаз гиймяти ола билярми? 

4. Исбат ин ки, серийа сынагларда тясадцфи X  кя-
миййятинин алдыьы орта гиймят максимал щягигятя охшар 
цсулла тапылмыш X – ин рийази эюзлямясидир. Нязярдя тутулур 
ки, X  нормал вя йахуд цстлц ганунла пайланмышдыр. 

5. Тутаг ки, тядгиг олунан тясадцфи X  кямиййяти 
кясилмяздир, онда онун гиймятляри (сечмя) васитясиля ин -
тервал вариасийа тярти
щесабланан орта

 сырасы б олунур. Мялумудур ки, бу сыра иля 
  nX  сечмя ортадан цмумиййятля фярглидир. 

X  nX – тясадцфи кямиййятинин рийази эюзлямясинин 

мютябяр вя гарышдырылмаз гиймяти олармы? 

 
18.3.

1. Т

ли 
 

 Тясадцфи кямиййятляр арасындакы асылылыглар 
 
ясадцфи кямиййятляр арасындакы асылылыгларын 

нювляри.  ( )xy ϕ= , бурада ϕ  ади ядяд функсийасы оларса, 

онда тясадцфи кямиййятляри функсионал асылы адланырлар. YX ,  
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ню  
Бир мисал эюстяряк; тутаг ки, пул дяйишмя мянтягясиндя 
вбяти мцштярийя верилян тясадцфи доллар мябляьи X – дир, 

Y – ися лынан рублла пул мябляьидир. Бу щалда kXYа = , 
бурада k ларын курсудур. Бу чох сярт асылылыгдыр. Башга 
тяряфдян, YX ,  асылы олмадыгда, онлар арасын а щеч бир асы-

лылыгдан данышмаг ламз, беля ки, тясадцфи 

– дол
д

 о Y  кямиййятинин 
шярти пайланмасы X –ин гиймятляриндян асылы олараг дяйишмир. 
Демяли, функсионал асылылыг вя асылы олмамаг – тясадцфи 
мийй

 гиймяти 
дяйишд

н яни к

ийа  сыфыра

кя ятляр арасындакы асылылыьын ики кянар полйусудур. 
Яэяр YX ,  тясадцфи кямиййятляри арасында асылы олма-

маг йохдурса, онда онлар арасында статистик асылылгдан 
данышмаг олар – бу о заман олур ки, бир кямиййятин

икдя диэяринин пайланмасы дяйишир. 
Бюлмя 18.1 – б. 2 – дя тясадцфи YX ,  кямиййятляри 

арасында коррелйа  асылылыгдан данышмышдыг – й оррел-

йасийа моменти XYK  вя йа коррелйас лы K  

бярабяр де  Исб олунмушдур ки, 

сио

ямса XY

йил. ат 1≤XYK  вя 1=XYK  

бярабярлийи X  вя Y  арасында хятти функсионал асылылыг олду-
ьуну 

Башга бир нюв асылылыгла таныш олаг. Яэяр 

эюстярир.  

⎥⎦⎢⎣ X
a – дан асылы олараг дяйишярся, онда 

⎤⎡ = aYM   

X  вя Y  арасында ы 
рессив асылылыгдан данышмаг олар, бу щалда , 

к
дейирляр кирег Y  

X – дян регрессив асылыдыр, асылылыьын юзц ися Y – ин X – я 
регрессийасы адланыр. Бу асылылыьы да чох вахт коррелйасион 
адландырырлар. 

Мисал 1. Ики щалда бахаг: а) тутаг ки, ( )YX , -мцстяви 
цзяриндя верилмиш дцзбуъаглыда мцнтязям пайланмыш, ики 
юлчцлц тяса иййятдир, нда YX ,  асылы дейилляр; б) 

тутаг ки, ( )YX , -мцстяви цзяриндя верилмиш даирядя 

дцфи кям о

мцнтязям пайланмыш, ики юлчцлц тясадцфи кямиййятдир, онда 
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YX ,  асылыдырлар, лакин коорелйасийа олунмайыблар вя онлар 
арасында регрессив асылылыг йохдур. 

 
Мисал 2. Регрессив асылылыг белядир: а) инсанын бойу вя 

чякиси арасында – бойу узун олан инсанларын орта чякиси дя 
чохдур; б) бир щектарын мящсулдарлыьы иля бура верилян кцбря 
арасында: ня гядяр чох кцбря верилярся, орта мящсулдарлыг 
бир о гядяр чох олар; ъ) автомобилин сатыш гиймяти иля онун 
«йашы» арасында: «йашы» ня гядяр чох оларса, сатыш гиймяти 
бир о гядяр аз олар. 

2. Коррелйасийа нисбяти. Бу нисбят статистик асылылыьын 
эюстяриъисидир. Тутаг ки, тясадцфи Y  кямиййяти ясасян X  
факторундан вя галыг факторундан (бир гайда олараг чох 
кичик) асылыдыр. Галыг факторуну ε  иля ишаря едяк, бу фактор 
X – я тясир етмир, йалныз Y – я тясир едир. Тясадцфи Y  
кямиййятинин дяйишмясинин характеристикасы онун 
дисперсийасыдыр [ ] ( )[ ]2

YmYMYD −= .  

Бу кямиййятя щям X  фактору, щям дя ε  галыьы юз 
тясирлярини эюстярир. Бунларын тясири ня гядяр олар? Ишаряляри 
мцряккябляшдирмяк цчцн тясадцфи Z  кямиййятинин орта 

гиймятини, йяни онун рийази эюзлямясини Z – ля ишаря едяк. 
X  факторунун гейд олунмуш гиймятиндя, мясялян aX =  

олдугда 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ =−==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =

2

a
X
YMa

X
YMa

X
YD    a

X
Y

= –нын 

шярти пайланмасы ε  галыьынын X – ин бу гиймятиндя Y – я 

тясирини характеризя едир. Онун орта ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ = a

X
YD  гиймяти ися 

цмумиликдя ε  галыьынын Y – я тясирини характеризя едир вя 

 кими ишаря едилир. [ qqalıYD , ]
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Рийази эюзлямя Ya
X
YM −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =  тясадцфи кямиййятинин 

 олдугда гиймятляринин груплашма мяркязидир. Ейни 

заманда 

aX =
[ ] YYM − -ин цмуми груплашма мяркязидир. Буна 

эюря дя груплашма мяркязляринин цмуми мяркязя нязярян 

сяпялянмяси дисперсийа [ ]
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ = YMa

X
YM  мцяййян едир. 

Бу кямиййят Y – ин гиймятляринин X  факторундан 
асылы олараг дяйишмясини мцяййян едир вя беля ишаря олунур, 

. Исбат етмяк олар ки, [ ., fakYD ] [ ] [ ] [ ]qqalıYDfakYDYD ,., += . 
[ ]
[ ]YD
fakYD .,  вя йа 

[ ]
[ ]YD

qqalıYD ,1−
– ны 2

XYρ  –  ля ишаря едяк. 

Айдындыр ки, 2
XYρ –тясадцфиY  кямиййятинин гиймятляри-

нин вариасийасы X  факторунун гиймятляринин вариасийасындакы 
пайыны эюстярир. 2

XYρ  кямиййяти детерминасийа ямсалы, 

2
XYXY ρρ = – ися коррелйасийа нисбяти адланыр. 

1) 10 ≤≤ XYρ ; 

2) Y – ин X – дян биргиймятли функсионал асылылыьы 
цчцн зярури вя кафи шярт 1=XYρ  олар. 

Доьурдан да, яэяр 1=XYρ  оларса, онда 

0=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ = a

X
YD  олар, 0≥⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ = a

X
YD  олдуьундан, демяли 

0=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ = a

X
YD  олар истянилян  цчцн. Бу да юз нювбясиндя о 

демякдир ки, 

a

X  факторунун истянилян гиймятиндя Y  сабитдир, 
йяни Y , X – дян асылы функсийадыр. Диэяр тяряфдян, яэяр 
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Y , X – дян асылы функсийадырыса, онда 0=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ = a

X
YD  вя 

демяли 1=XYρ  олар. 

3) Y – ин X – дян регрессив асылылыьынын олмамасы 
цчцн 0=XYρ  шярти зярури вя кафи олар. Доьурдан да, яэяр 

0=XYρ  оларса, онда [ ]YMa
X
YM =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ =  йяни ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ = a

X
YM  

сабитдир, демяли Y – ин X – дян регрессив асылылыьы йохдур. 
Асылылыгла тярсин дя эюстярмяк олар; 

4) XYρ  ващидя ня гядяр йахын олса, бир о гядяр Y – 

ин X –дян статистик асылылыьы бир гиймятли функсионал асылылыьа 
йахын олар вя тярсиня Y –ин X –дян асылылыьы биргиймятли функ-
сионал асылылыьа ня гядяр йахын олса, бир о гядяр XYρ  ващидя 

йахын олар. 
Практикада бир гайда олараг  тясадцфи кямиййя-

тляринин бирэя пайланмасы мялум олмур вя бцтцн параметрляр 
явязиня онларын сечмя гиймятляриндян истифадя едирляр. 

YX ,

Тутаг ки, икиюлчцлц ( )YX ,  тясадцфи кямиййятин  асылы 
олмайан мцшащидяси вар. Бу мцшащидялярин нятиъялярини йяни 

 ядядляр ъцтлцйцнц  икиюлчцлц коррелйасийа ъядвялиня 

йазаг. Ъядвял беля тяртиб олунур: 

n

( ii yx , )
X  факторунун мцшащидя 

олунан  гиймятлярини  групунда груплашдыраг, мц-

шащидя олунан  гиймятлярини ися  групунда груп-

лашдыраг. Сонра 

nxx ,...,1 V
nyy ,...,1 q

qjvimij ,...,1,,...,1 ==  ядядлярини щесаблайаг. 

 
         i       1          2      …              

v 
 

J 
       X 
Y x1 x2 … xv ∑=

ii
jij mm  

1 y1 m11 m12 ... m1v m1 
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y2 2 
. 
. 
. 
q 

. 

. 

. 
yq 

m21 

. 

. 

. 
mq1 

m22 … 
. 
. 
. 

mq2 

… 
… 
… 

m2v 

. 

. 

. 
mqv 

m2 

. 

. 

. 
mq 

∑∑
( )

2
i

i

j
ijij

S
y

mmn ∑ −=

( )

2
1

1

1

S
y

m

 ( )

2
2

2

2

S
y

m

 
… 
… 
… 

( )

2
v

v

v

S
y

m

 ∑=

==

i
i

i j
ij

n

mm

 
 

Сечмянин аналогу олан 
2

XY

Λ

ρ  детерминасийа ямсалыны 

дцзялдяк.  – ин сечмя аналогу [ ]YD ( )
∑

−
=

j

jj
y n

myy
S

2

2 – дир, 

бурада ∑=
j

j

n
m

y – цмуми ортадыр. iXX =  олдугда шярти 

дисперсийанын сечмя аналогу груплашмыш сечмя дисперсийа-

дыр 
( )( )

∑
−

=
j i

ji
i

j
i n

myy
S 2 , олар, бурада ( ) ( )

∑=
j i

jiji

n
my

y  – груплаш-

мыш  ортадыр, [ ]qqalıYD ,  –ын аналогу ися ∑==
i

ii
iqalıa n

nSSS
2

22  

олар. Бурада ися [ ]., fakYD  – ун сечмя аналогуну тяйин 

етмяк олар,  вя нятиъядя детерминасийа 

ямсалынын вя сечмя коррелйасийа нисбятинин сечмя 

аналогларыны тяйин едирик: 

222
qalIqyfaktor SSS −=

2

2

22

, XYXY
y

faktor
XY S

S ΛΛΛ

== ρρρ  

−xyρ
)

нисби коррелйасийа мцнасибятиня аналожи олан щюкм 

доьрудур (бах йухарыда «1»-«4»). 
 Мисал 3.  (Х, Й) тясадцфи кямиййятляр системи пай-
ланма гануну иля верилмишдир. Х вя Й арасында детерминаси-
йа асылылыьыны тапын. 



 

 403

 Щялли. 
   Х 
Й 

-1  1 Й-ин пайланма сырасыны, онун рийази 
эюзлямясини вя дисперсийасыны 
тапаг: -2 0,4 0 

0 0,1 0,1 

2 0 0,4 

 
 
Й

-2 0 2 

 0,4 0,2 0,4 

  
[ ] [ ] 2,3,0 == YDYM . Инди  шярти пайланма ганунуну 

тапаг:  
-2 0 2  

Й/Х=-1 0 0,2 0,8 

-2 0 2  
Й/Х= -1 0,8 0,2 0 

    
Рийази эюзлямя: [ ] [ ] 6,11/,6,11/ ==−=−= XYMXYM   вя 
дисперсийа: 
[ ] [ ] 64,0)1(1/)1(,64,01/ ===+−==−= XPXYDXPXYD  

Беляликля, детерминасийа  ямсалы:  
[ ] [ ] ,5/42,3/64,01,1 =−=− YDqaliqYD  коррелйасийа нисбяти 

XY /ρ  - ин ващидя йахылыьы эюстярир ки, Y-ин Х-дян асылылыьы 

функсионалдыр. Доьурдан да ъядвялдян эюрцнцр ки,  Х-ин 
верилмиш гиймятиндя бюйцк ещтималла XY 2=  бярабярлийи 
доьрудур. 

3. Бирфакторлу хятти регрессийа. Ики тясадцфи 
кямиййятляр системиня ( )YX ,  бахаг. 

( ) ( )[ ]2, bXaYMbaF −−=  – ны минимумуну тямин едяк 

( )xbxay ϕ=+=  хятти асылылыьыны сечяк.  

1
( ) [ ]
[ ] [ ] [ ]+−−=

=+++−−=

XYbMYaMYM
XbabXabXYaYYMbaF

22
222,

2

2222

 

[ ] [ ]222 2 XMbXabMa +++    ( )baF ,  – ни  вя – я эюря дифе-
ренсиаллайаг вя хцсуси тюрямяляри сыфыра бярабяр едяк, онда 
ашаьыдакы тянликляр системини аларыг 

a b
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[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]⎩

⎨
⎧

=+

=+

XYMXbMXaM
XMXbMa

2

,
 

Бу системи щялл едяряк, аларыг: 

 [ ] [ ]
X

XY

X

XY

D
KXMYMa

D
Kb −== ,  , демяли ахтардыьымыз 

хятти асылылыг  ( ) [ ] [ ] =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

X

XY

X

XY

D
xK

D
KXMYMxy ϕ  

[ ] [ ]( )
X

XY

D
KxMxYM −+=  олар. Нязяря алсаг ки, коррелйасийа 

моменти yxXYXY kK σσ, – я бярабярдир, бу асылылыьы башга 

шякилдя дя йазмаг олар: ( )
x

y
xyxy kmxmy
σ
σ

−+= . Беляликля,  

( ) ( )
x

y
xyxy kmxmx
σ
σ

ϕ −+= . Бу  цчцн ba, ( )baF ,  ( )xϕ  

йахынлашмасынын хятасы адланыр вя 
( )( )[ ] ( )XYy KxYM −===− 1... 22 σϕ –я бярабярдир. Еляъя дя 

регрессийанын хятасыны тапмаг олар:  
( )( )[ ]( )[ ] ( )YXXYy KxYMM 2222 ... −==− ρσϕ . Бурадан ики 

нятиъя чыхыр: 

1) XYK – ин ващидя йахынлашмасы иля йахынлашмасынын 

хятасы азалыр, вя йа икиюлчцлц тясадцфи ( )YX ,  кямиййятинин 

гиймтляри ( )
x

y
xyxy kmxmy
σ
σ

−+=  тянлийи иля верилмиш дцз хятт 

ятрафында даща сых консентрасийа олунур. 
Бу щюкмцн тярси дя доьрудур. Бу о демякдир ки, 

 тясадцфи кямиййятляр арасындакы хятти функсионал 
асылылыьын сявиййясини эюстярир. 

XYK
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2) XYK – ин XYρ –я йахынлашмасы иля регрессийа хя-

тасы азалыр, йяни мялум олмайан регрессийа функсийасы хятти 
функсийайа йахынлашыр. Бунун тярси дя доьрудур. Бу имкан 
верир ки, ( )22

YXXY K−ρ  фяргиня регрессийа функсийасынын хятти 

функсийадан ня гядяр сапмасынын юлчцсц кими бахаг. 

Практикада тясадцфи ( )YX ,  кямиййятляринин бирликдя пай-
ланмасы мялум олмур, йалныз мцшащидялярин нятиъяляри 

мялум олур, йяни ( )YX ,  тясадцфи кямиййятляринин сечмя ъцт 

гиймятляри  мялум олур. Бцтцн бахылан характеристикалар 

онларын сечмя аналоглары иля явяз олунур. Беля ки, 

( yx, )
−ba, и 

тяйин етмяк цчцн тянликляр системини аларыг: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

YXXbXa

YXba
2

,
                              (1)

     
Бу системи щялл едяряк, аларыг: 

( )
( )( ) 2222

X

XY

X

XY

S
KXY

S
K

XX
YXXYb

ΛΛ

−=+
−

−
= , демяли регрессийа дцз 

хяттинин тянлийи  
 2ˆ)( xxy SKXxYy −+=  олар. 

Бурада ,  иля коррелйасийа моментинин вя Х-ин 

дисперсийасынын сечмя  аналоглары ишаря едилмишдир. Нязяря 

алсаг ки,  коррелйасийа моментинин сечмя аналогу 

 -я бярабярдир, бурада -коррелйасийа ямсалынын 

сечмя аналогудур, онда бу асылылыьы баш формада да йаза 
билярик:  

xyK̂ 2
xS

xyK̂

xyK̂ yx SS xyK̂

xyxy SSKXxYy ˆ)( −+=  
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����� 4. (9,6), (10,4), (12,7), (5,3) ��������� 
���� ����� ���������� ��������������� 
������������ �����. ���������� 
��������� ���������� �������� 
��������� ���� ���� �� ���������� ��� 
������� �����. ����������  ��� �����  (X, 
Y) ����������� �������? �������� 
( )( ii xy ϕ− ) ������� �������� ( 4,3,2,1=i ) �� 

��������� ���� ������ ������� ������? 
 
 
 
 
 
 
 
 

�����.   XYXYX ,,, 2 - �   �����. 

1 3 
 
    4               2 
 

                                  x 
••••

121095

y 

4/193,4/350,5,94)512109( 2 ====+++= XYXYX   
������, 2/1;2/1 == ab  ����. 

���������� ������� 2/)1( += xy  ����. 
���������� ��������� �� ���������� 
������� ��������� ���������� ������ 
����. ����� ��������� ���������: ����, 
���������� ��� ����� ������ 
���������� �������� �����; ����, �� 
��������� ���� ������ ������ ������� 
����. 

 
 
 

��������� 
 

1. (X,Y) �������� ����������� ������� 
���������� ( 411,2 ± ) �� ( 412,4 ± ) 
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���������������� �������� 
������������. X �� Y  �������� 
������������ ���������  �����. 

��������. �� ����� ν+= 2xY  ����, 
���� ��, ν,X  ����� ����������  �� )4,2(−X  

����������, ν  ���  )41,41(−  ���������� 
�������� ������������. 

2. ��� ���� ��������������� 
������� ������ �� ���� �������� 
�������. ������ ������������� ����� 4-
�� �������� ������� ������ �������. 
 
 
 

 

Мювзу 19.  
МАЛИЙЙЯ  БАЗАРЫНЫН  ТЯЩЛИЛИНИН       
СТАТИСТИК ЦСУЛЛАРЫ 

 
19.1. Малиййя базарынын вя онун тяркиб 
щиссяляринин цмуми  характеристикасы 

 
 1.Малиййя базары щаггында сазиш. Малиййя базарын-
да онун иштиракчылары малиййя васитяляринин кюмяйи иля малиййя 
ямялиййатлары апарырлар. Башланьыъ вя сон вязиййятдя пулла 
гиймятляндирилян ямялиййатлар малиййя ямялиййатлары адланыр, 
бу ямялиййатларын кечирилмясиндя мягсяд эялири максимал-
лашдырмагдан ибарятдир. Эяляъякдя ямялиййат дедикдя, 
йалныз малиййя ямялиййаты нязярдя тутаъаьыг. Малиййя васитя-
ляри–малиййя ющдяъилийи иля баьлы олан ихтийари сяняд вя йа 
топлусу.  

Бир чох ямялиййатларын нятиъялярини яввялдян щямчинин 
ямялиййатларын диэяр характеристикаларыны демяк олмур, мяся-
лян эялир вя эялирлилик. Лакин практики иш буну тяляб едир. Бу 
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вязиййятдян чыхыш цчцн базар щаггында мцяййян мцга-
виляляр баьлайырлар ки, бу да щеч олмаса мцяййян елми 
тящлилляря шяраит йарадыр. Ясасян цч фярзиййя цзяриндя дайа-
нырлар. 

Фярзиййя 1. «Эизли» параметрляри (психоложи мотивляри) 
нязяря алмырлар. Базарын ихтийары иштиракчысы юзц цчцн ян 
бюйцк эялир ялдя етмяйя чалышыр. Щяр базар иштиракчысы юз 
рягибинин аъыьына фяалиййят эюстярмир, бунунла да  обйективлик 
нюгтейи-нязяриндян узаг олур. Бу фярзиййя елми цсулларла 
базары тящлил етмяк цчцн приниспиал ясас тяшкил едир.  

Фярзиййя 2. Дягиг абстрак нюгтейи-нязяриндян ба-
зарын вязиййяти сонсуз сайда чохдур вя онлар бцтцн деталлары 
иля тякрар олунмаздыр, лакин буэцнки, тядгиг олунан вязиййят 
цчцн йахын аналожи вязиййят тапмаг олур, истяр кечмишдя вя 
истярся дя башга  йердя. Бу цмид  етмяйя шяраит йарадыр ки, 
вязиййятин ахыны тапылмыш аналожи вязиййятя уйьун олсун. Бу 
чцр тящлил цсулу аналог ахтармаг адланыр. Бу фярзиййя ясас 
верир ки, базарын  мцхтялиф эюстяриъилярини тясадцфи кямиййят 
кими моделляшдиряк. Бу фярзиййя щям дя нязяри-ещтимал цсул-
ларындан истифадя етмяйя йол ачыр. 

Фярзиййя 3. Тящлил олунан малиййя васитяляри щаггында 
мцяййян информасийаларын топланмасы зяруридир. Индики за-
манда буну етмяк еля дя чятин дейилдир. Щазырда бцтцн 
дцнйада мялуматлар базасы чох эениш  йайылыб вя йахшы тяр-
тиб олунмуш тялябя чох сайда лазымлы информасийаны ялдя 
етмяк олар. Бу информасийалар бизи марагландыран эюстя-
риъилярин лазымлы  дягигликля гиймятлярини алмаг цчцн статистик 
ишлямяляря  кифайят едир. 

 
 2. Етибарлылыг, ямялиййятларын вя васитялярин рисклили-
йи. Бу терминляр чохмяналыдыр. Онларын изащына аид мисаллар 
эюстяряк. 

Ямялиййатын етибарлылыьы онун уьурла гуртармасыны ещти-
малы кими. 
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Яэяр мялум олса ки, ямялиййат кечириля билмяз вя йа 
ахыра чатдырыла билмяз, онда онун етибарлылыьы щаггында йяни 
онун кечирилмясинин шансы щаггында суал чыхыр. Яэяр ямя-
лиййат  юзцнцн ясас хассяляриня эюря типик, тякрарланандырса, 
онда дягиг суал мейдана чыхыр: ямялиййатын етибарлылыьы ня 
гядярдир, йяни онун кечирилмясинин ещтималы ня гядярдир? 

Мясялян мцгавиля баьламаьын ещтималы неъядир? Бу-
рада да етибарлыг дедик дя айырмаг лазымдыр  тарихи вя прог-
нозлашдырылан етибарлыглары. Биринъиси артыг щяйата кечирилмиш 
ямялиййатлар щаггында информасийа верир, икинъиси ися дяйишил-
миш шяраитдя експертлярин ряйиня ясасланыр. 

Мисал 1. Баь  сащяляринин, коттежлярин алгы-сатгысы иля 
мяшьул олан фирма базарда артыг 10 илдир ишляйир. Бу фирмада 
мцштяринин мцраъиятиндян башлайараг йекун нятиъяйя гядяр 
бцтцн мярщяляляр гейдя алыныр. Алгы-сатгы типикляшдирилир. Алгы-
сатгы мярщялялри дягиг гейд олунур вя щяр мярщялядян сонра 
аэент борълудур ки, мялуматлар базасына мцраъият етсин вя 
сящвлярдян озцнц сыьорталасын. Беля тящлил заманы о, мялу-
матлар базасындан файдалы мялуматлар ялдя едя биляр. Гейд 
едяк ки, охшар проблемляр сыьорта аэентликляриндя, мянзил 
дяйишмя бцроларында вя диэяр сащялярдя дя вар. 

 
 Габагъадан эюрцнян ямялиййатларын етибарлылыьы. 

Етибарлылыьын беля баша дцшцлмяси, онун мцяййян ас-
пектляринин интуитив, гейри-формал анламы иля ялагядардыр. 
Детерминасийа олунмуш просесляр созсцз истянилян мянада 
етибарлыдыр, бу ися ян йцксяк тяртибли етибарлылыгдыр. Диэяр тяряф-
дян истянилян  тясадцфи просес юзцндя етибарсызлыг елемент-
ляри сахлайыр. Лакин тясадцфи просесин бизя мараглы харак-
теристикалары, мясялян эялир яввялъядян дягиг дейиля билярся 
бу бизи тамамиля кифайятляндирир. Беля мцлащизя сыьорта ишиндя  
эениш истифадя олунур, беля ки, бурада бюйцк ядядляр гануну 
тятбиг олуна билир. Мясялян, конрет автомобилин талеийини яв-
вялъядян демяк мцмкцн олмаса да, чох сайда автомо-
биллярин нячясинин даьылмасыны бюйцк дягигликля демяк олур, 
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бу ися юз нювбясиндя сыьорта ширкятляринин фяалиййятинин  план-
лашмасына имкан йарадыр. 

 
 Ямялиййатларын вя васитялярин рисглилийи.  Бир гайда ола-
раг малиййя ямялиййтлары рисгли олур, йяни бу ямялиййатлардан 
эялян эялири яввялъядян демяк олмур. Гейд едяк ки, рисг о 
заман баш верир ки, гярар гябул едиляъяк шяраит там айдын 
олмур вя йахуд щадисялярин эяляъяк инкишафы мялум олмур. 
Рискин ики фактордан-тясядцфликдян вя шяраити билмямякдян 
асылылыьы ашаьыдакы шякилдя  графики олараг эюстярилмишдир. 

 
 

Билмямяк Тясадцфлик

Риск

  
 
 
 
 
Билмямяйи арадан галдырмаг цчцн бюйцк вясаит сярф олунур 
вя бу бюйцк ямяк тяляб едир. Дейяк ки, банк сферасында иш-
ляйянляр чохсайлы информасийасыз, прогнозсуз нормал ишляйя  
билмирляр. Билмямяйи арадан галдырмаг базары, игтисадиййаты 
даща стабил едир ки, бу да бцтцн  дцнйада йцксяк гий-
мятляндирилир. Бцтцн малиййя ямялиййатларынын нятиъяляри тяса-
дцфидир. Гейри-мцяййянлийи арадан галдырмаг иштиракчыларын 
юзлярини неъя апармасыны прогнозлашдырмаьа имкан йарадыр, 
онларын щярякятлярини шяртляшдирир, шяхси мотивляри арадан гал-
дырыр. Гейри-мцяййянликляри арадан галдырмагла базары даща 
стабил едир, бу ися щазырда бцтцн дцнйада чох гиймятлян-
дирилир. Беляликля, мцасир тенденсийа гейри-мцяййянликляри йох 
етмякдян ибарятдир, бунун цчцн гярар гябул едян шяхс бц-
тцн информасийа системини, бу системини ишлянмясини вя гярар 
гябул етмяйи ялдя едир. Гейри-мцяййянликдян йаранан риск 
бцтцн щалларда азалыр вя чох щалларда онлары нязяря алма-
маг олар. Лакин тясадцфлцк галыр. Малиййя ямялиййатлары цчцн 
демяк олар ки, бцтцн щалларда тясадцфлцк галыр (кифайятдир де-
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йяк ки, эялирин реал юлчцсц инфилйасийадан асылыдыр, буну ися яв-
вялдян демяк олмур, беля ки, инфилйасийа бир чох тясадцфи фак-
торлардан асылыдыр). Бу сябябдян дя бир чох мцщцм суаллар 
мейдана чыхыр: 1) эюзлянилян орта эялир ня гядярдир? 2) ве-
риляндян аз олмайан эялир эютцрмяйин ещтималы ня гядярдир? 
3) верилмиш  ямялиййатын рисги неъядир? 4) Бир нечя мцхтялиф  
эялири вя рисг олан ямялиййатлардан щансыны сечяк? 5)верилмиш 
ядяддян кичик олмайан ещтималла щяр щансы эялир ялдя етмяк 
цчцн ня етмяк лазымдыр? Малиййя ямялиййатлар кечирян за-
ман беля суаллар диггят мяркязиндя  олурлар. Нязяри олараг 
тясадцфи Q эялиринин пайланмасыны биляряк, бу суаллара ъаваб 
вермяк еля дя мцряккяб дейилдир. 

Мисал 2. Тутаг ки, тясадцфи Q эялиринин пайланмасы 
белядир: 
  -10 10 20 30 40 

0,1 0,3 0,1 0,4 0,1 
 
 

Бу щалда гойулан суалларын ъаваблары  беля олар: 1) ри-
йази эюзлямяни   щесабламаг  лазымдыр, о 20-я бярабярдир; 
2) пайланма F функсийасыны гураг вя онда эялирин  верилмиш 
ядяддян кичик олмамасынын ещтималы )(1)( bFbQP −=≥  

олар; 3) бу суалын ъавабы бу шяраитдя бизим рисги неъя баша 
дцшмяйимиздян асылыдыр, тябии олараг рисги орта квадратик 
сапма кими эютцрмяк олар: 14≈Qσ ; 4) бу суала ъаваб вер-

мяк цчцн шяраити даща эениш изащ етмялийик (бурада байес 
дцстурлары кюмяк едя биляр). 

 
 3. Гиймятли каьызларын статистик характеристикалары. 
Малиййя базарында чох сайда  гиймятли каьызлар тядавцлдя 
олур. Гиймятли каьыз щяр щансы Q0 эялирин газанылмасына 
имкан йарадыр.  Цмуми щалда гиймятли каьыз сащиби щяр щансы  
тясадцфи Q эялирини газаныр. Гиймятли каьызларын ян мцщцм ики 
характеристикасы вар: сямярялилик (вя йа эюзлянилян орта 
сямярялилик) Е вя рисглилик р. 
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Сямярялилик щяр щансы эялирин, мянфяятин вя йа эялирлили-
йин цмумиляшмиш эюстяриъисидир. Сямярялилик о заман тятбиг 
едилир ки, онун конкретлийини дягигляшдирмяйя ещтийаъ олмур. 
Адятян сямярялилик тясадцфи кямиййят щесаб олунур вя Е иля 
ишаря едилир. Онун эюзлянилян орта гиймяти  рийази эюзлямядир 

. EmEM =][
Малиййя базарыны тядгиг едяркян адятян дисперсийаны 

В вариасийасы адландырырлар вя р рисглилийини адятян мцмкцн 
гиймятлярин орта гиймят ятрафында сяпялянмя юлчцсц иля  ей-
ниляшдирирляр. Чох щалларда рисглилийи орта квадратик  сапма иля 
ейниляшдирирляр. Беляликля:  

[ ] [ ]22 )(,)(][ EE mEMVrmEMEDV −==−== . 

 Яэяр гиймятли каьызларын гиймятляринин сямярялилийинин 

 сечмяси верилярся, онда ),,( 1 neew L= neE
n

i
i ⎟⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑

=1

 - 

эюзлянилян орта сямярялилийин етибарлы вя гарышдырылмаз гиймяти 
олар. Дисперсийанын вя рисглилийин етибарлы вя гарышдырылмаз гий-
мятя ашаьыдакы кими олар:  

)1()(~~

,)1()(~

1

2

1

2

−⎟
⎠
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⎝
⎛ −==

−⎟
⎠
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i
i
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Щюкм едяндя ки, сямярялилик тясадцфи кямиййятдир, 
баша дцшцлцр ки, онун пайланмасы демяк олар ки, щеч вахт 
мялум олмур. Она эюря дя онун лазым олан пайланмасынын 
параметрлярини щесабламаг олмур. 

 
Мисал 3. Сямярялялийин гиймятляр сырасы мялумдур: (0, 

5, 6, 7, 4, 8, 3, 4, 6, 1, 2, 5, 6, 9, 6, 7, 3, 5, 7, 6). Рисглилийин 
орта гиймятини  тапын. 

Щялли. Йухарыдакы дцстурлардан истифадя едяряк аларыг:  

( ) .4,2~,1910219210)5(~
.520)6750(

22 ≈==++++−=

=++++=

VrV

E

L

L
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 Гайда. Сямярялилк вя рисглилик арасында дцз регрес-
сив асылылыг вар–бюйцк сямяряли ямялиййатларын (эялири чох 
олан) бир гайда олараг бюйцк рисги олур. 

 
��������� 

 
1. ��������� ����������� ����� �� 

������� ����������� �� �� ���������� 
�������� ������� ����: 

�) ��� ����� �� ���� ������-���� 
�������� ���������� �������� ������� 
�����������; 

�) ��� �� ���������� ��������� 
�������� ������� �����������; 

�) ����������������� 
������������� �������������� (�� ��-
��� �� ���� ������� ������������� 
��������); 

�) ��� ����������� ������ ������ 
���������� ���� ���������, ���� 
�������� ����� ���������� ������, 
����� ���� ������� ������ ����� ������ 
������ ��������; 

�) ���������� ��������������� 
������� �� ��������� ����� ���������� 
����� �������� ������� ���� �� ������� 
���� ��� ��������: ��������� �� �� 
�������� — ��������; 

�) ��������� ������� �������� 
����� ���������, ������ �������; ������ 
�������� �����; 

�) �������� �� �����, ������ 
���������� �� �������� ��������� 
�������. 

 
 

19.2. Гиймятли каьызлар портфели 
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         вя онун характеристикалары 
  
 1. Портфел йанашмасынын мащиййяти. Малиййя база-
рында бир гайда олараг чох сайда гиймятли каьызлар тяда-
вцлдя олур: дювлят гиймятли каьызлары, хцсуси  фирмаларын акси-
йалары, векселляр вя с. Йухарыда эюстярмишдик ки, сямярялилик 
вя рисглилк мцхтялиф олур. Дювлят гиймятли каьызлары ян етибарлы 
олур, лакин онлар да рискли олур, беля ки, дювлят сийасяти дяйишя 
биляр. Яэяр базарын иштиракчыларынын сярбяст пуллары варса, 
онлары «ъорабда» сахламаг мягсядя уйьун дейилдир, онлары 
банка апарыб ялавя фаизляр алмаг вя йахуд гиймятли каьызлар  
алыб ялавя эялир эютцрмяк лазымдыр. 

Щансы банка апармаг лазымдыр? Щансы гиймятли ка-
ьызлары алмаг? Бюйцк эялирли гиймятли каьызлар адятян бюйцк  
рискли олурлар. Бу мясялянин щялли базар иштиракчысынын рисгя 
мцнасибятиндян асылыдыр. Лакин игтисад елми мцяййян бу мя-
сялянин щялли цчцн мцяййян зяманятляр веря биляр. Базар 
иштиракчысынын гиймятли каьызларын алынмасына сярф едяъяйи 
капиталын  пайланмасынын цмуми мясялясиня бахаг.  

Тутаг ки, Хи гиймятли каьызлар алмаг цчцн айрылан ка-
питалын i - ъи нюв гиймятли каьыза сярф олунан щиссясидир. Еи - и-
ъи гиймяти каьызын тясадцфи сямярялилийидир. 

Тутаг ки, iimσ  - эюзлянилян сямярялялик  вя бу сямя-

рялилийин орта квадратик сапмасыдыр, йяни -сямярялилийин ри-

йази эюзлямяси вя 

im

iii V=σ  бурада  -вариасийа вя йа 

дисперсийадыр.  иля и-ъи вя j - ъи нюв гиймятли каьызын коррел-

йасийа моментидир . и -ъи нюв гиймятли каьызын риск-

лилийини орта квадратик 

iiV

iiV
)( jiK

iii V=σ  сапмасы  иля ейниляшдиряъя-

йик. Базарын иштиракчысынын сярянъамында олан гиймятли каьыз-
ларын дястиня  онун портфели дейилир. Портфелин сямярялилийи цму-
миййятля десяк тясадцфи кямиййятдир. Ону Ер - иля ишаря едяк, 
онда бу сямярялилийин эюзлянилян гиймяти 
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,][ ∑=
i

iipp mxEMm  портфелин дисперсийасы  ∑=
ji

ijiip VxxED
,

][  

олар. iii V=σ   и - ъи гиймятли  каьызын рискинин гиймяти олду-

ьундан , онда  ][ pp ED=σ  - и портфелин рисги адландырмаг 

олар. Адятян  -и  иля ишаря едирляр. Беляликля, биз порт-

фелин сямярялилийини вя рисклийини онун тяшкил едян гиймятли ка-
ьызларын сямярялилийи вя онларын коррелйасийа моментляри васи-
тясиля ифадя етдик. 

][ pED pV

 
 2. Мцхтялиф  гиймятли каьызларын коррелйасынын тя-
сири.  Фярз едяк ки, мцхтялиф нюв гиймятли каьызлар юзлярини асы-
лы олмайан апарырлар, даща дягиг десяк, онлар коррелйасийа 
олунмайандырлар, йяни 0=jiV ,  яэяр  ji ≠  Онда  ∑=

i
ijip VxV     

вя   .∑=
i

jiip Vxσ . 

Тутаг ки, бу гиймятли каьызлара ейни мигдарда пул 
гойулуб, йяни бцтцн и=1,..., п цчцн ,1 nxi =  онда 

nmm
i

ip ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑  - портфелин рисги nVV

i
iipp ∑==σ . Тутаг ки, 

iσσ max=  онда np σσ ≤ . Бурадан беля бир нятиъя алыныр. 

Нятиъя. Коррелйасийа олунмуш гиймятли каьызларда 
онларын портфелдяки нювляринин сайы п артдыгъа, портфелин риски 
мящдуд олур вя ∞→n  сыфыра йахынлашыр. Бу нятиъя портфелин 
диверсификасийа (мцхтялифлик) еффекти адланыр вя малиййя  база-
рында ян ясас гайда адланыр. Бу гайда ашаьыдакы аталар сю-
зцндя дя юз яксини тапыб: «бцтцн йумурталары бир ъявяряня 
йыьма».  

Мисал 1. Фярз едяк ки, инвестор дюрд нюв коррексийа 
олунмамыш гиймятли каьызларла портфелини гурмаг имканына 
маликдир. Сямярялилик вя рисклилик ашаьыдакы ъядвялдя верил-
мишдир. 

и 1 2 3 4 
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Еи 3 5 8 10 

iσ  2 4 6 8 

 
Бу каьызлардан ейни пай  олмагла бир нечя вариантда 

портфел дцзялдяк: 
а) портфел йалныз 1-ъи вя 2-ъи нюв каьызлардан дцзялиб: 

онда 
;23,2242;42)53( 22 ≈+==+= ppm σ  

б) портфел йалныз 1-ъи, 2-ъи вя 3-ъц нюв каьызлардан дц-
зялиб; онда 

;3,53)853( ≈++=pm ;5,23642 222 ≈++=pσ  

ъ) портфел бцтцн дюрд нюв каьызлардан дцзялиб; онда 
.73,248642;5,64)10853( 2222 ≈+++==+++= ppm σ  

Эюрцндцйц кими бюйцк сайда гиймятли каьызлардан 
ибарят портфелин рисги чох кичик олур, сямярялилийи ися артыр. 
Гиймятли каьызларын нювляри арасындакы коррелйасийа асылылыьынын 
портфелин характеристикаларына неъя тясир  етдийиня бахаг. 
Коррелйасийа портфелин сямярялилийиня тясир етмир, лакин 
коррелйасийа портфелин вариасийасына, дисперсийасына вя йа 
рискиня тясир едир, беля ки,  .

,
∑=

ji
jijip VxV  

)( jiij Vk σσ=  - коррелйасийа ямсалына бахаг. Онда 

ij
ji

jjiip kxxV ∑=
,

))(( σσ  олар. Коррелйасийанын тясирини баша 

дцшмяк цчцн ашаьыдакы ики щала бахаг. 
Биринъи щал - там дцз коррелйасийа, йяни 1=ijk  бу о де-

мякдир ки, и-ъи фактор дяйишдикдя  j-ъи фактор да дяйишяр вя бу 
дяйишмя мцтянасиб олур. Онда 

∑∑ ==
i

ii
ji

jjiip xxxV 2

,
)())(( σσσ . Яэяр пуллары бярабяр пайларла 

сярф етсяк, йяни nxi /1=  онда 2nV
i

ip ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑σ  вя портфелин 
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риски n
i

ip ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑σσ  олар. Яэяр σσο ≤≤ i  оларса, онда 

σσο ≤≤ p
 олар. 

Беляликля, там дцз коррелйасийа заманы портфелин ди-
версифаксийасы щеч бир сямяря вермир-бу щалда портфелин рисги 
портфели тяшкил едян гиймятли каьызларын ядяди ортасына  бяра-
бяр олар вя гиймятли каьызларын сайы артыгда сыфыра йахынлаш-
маз.Инди ися там тярс коррелйасийа шяраитиня  бахаг, йяни 

 яэяр ,1−=ijk ji ≠  оларса. 

Вязиййяти айдын щисс етмяк цчцн ики нюв гиймятли ка-
ьыздан тяшкил едилмиш портфеля бахмаг кифайятдир – 2=n . Он-
да, ( )2

22112211
2
2

2
2

2
1

2
1 2 xxxxxxVp σσσσσσ −=−+=   олар вя яэяр 

2112 σσxx =  оларса, онда 0=pV  олар. Бурадан мараглы няти-

ъя алмаг олур.  
Нятиъя. Там тярс коррелйасийа заманы мцхтялиф нюв 

гиймятли каьызлара сярф олунан вясаитин еля пайланмасы варки, 
рисг тамамиля сыфыра бярабярдир 

 
 3.Оптимал портфел. Щяр бир гиймятли каьызлар портфелинин  
сащиби суал гаршысында галыр: ня едяк ки, сямярялилик чох, рисг 
ися аз олсун. Лакин «ики довшаны бирдян тутмаг мцмкцн ол-
мадыьындан» сямярялиликля рисг арасында мцяййян сечим ет-
мяк зяруряти мейдана чыхыр. Бу сечим сонра гярар гябул 
едян шяхсин сямярялилийя вя рисгя мцнасибятиндян асылы олур. 
Оптимал портфелин рийази формалашмасына кечяк. Бу форма-
лашманы 1951-ъи иля Н. Марковитз тяклиф етмиш вя сонралар бу 
ишя эюря Нобел мцкафаты алмышдыр.  

Тутаг ки,  i – ъи нюв гиймятли каьыза сярф олунан ка-

питалын пайыдыр. Онда ашаьыдакы  мясяляни аларыг. 
ix

Мясяля: Портфелин верилмиш гиймятя бярабяр  сямя-

рялилийини тямин едян , йяни  
pm

∑ =
i

ii mpmx   портфелин сямярялилик 
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вариасийасыны ∑=
ji

jiiip VxxV
,

 минимумлашдыран хи - ни тапын. хи  - 

пай олдуьундан онларын ъями ващидя бярабяр олар:  
. ∑ =

i
ix 1

Бу мясялянин щяллини (оптимал) х* - ла ишаря едяк. Яэяр 
х*>0 оларса, онда бу  о демякдир ки, наьд капиталын   

щиссясини и - ъи нюв гиймятли каьыза сярф етмяк лазымдыр. Яэяр 
х*<0  оларса, онда бу о демякдир ки, «short sale» (ашаьыда 
изащ олунаъаг) ямялийатыны кечирмяк лазымдыр. Яэяр беля 
ямялиййаты кечирмяк мцмкцн дейился, онда  мящду-

диййятини гоймаг лазымдыр. Гиймятли каьызларын нювляринин 
сайындан асылы олараг ики щала бахаг. 

*
iх

0≥ix

1) Ики нов гиймятли каьыз олдугда йухарыдакы мясяля 
беля олур:  

.1
,

,min2

21

2211

2
22

2
2122111

2
1

=+
=+

→++

xx
mpmxmx

VxVxxVx
 

Мцяййянлик цчцн, тутаг ки, . Ахырынъы ики тян-

ликдян  - и тяйин едярик:   
21 mm >

21 , xx
.)()(,)()( 121

*
2212

*
1 mmmmxmmmmx pp −−=−−=  

Эюрцрцк ки, яэяр портфелин тяляб олунан сямярялилийи 
гиймятли каьыз нювляринин сямярялилийи арасында оларса, онда 
щяр ики пай  мцсбят олар. Яэяр  оларса, онда 

 олар. Демяли бу щалда «short sale» ямялиййаты апар-

маг лазымдыр. Бу ямялиййат нядир?  

*
2

*
1 , хх 1mmp >

0*
2 <х

Портфели формалашдыран инвестор бир нечя  вахтдан сон-
ра 2-ъи нюв гиймятли каьызы  базара чыхармаьы ющдясиня эютц-
рцр. Буна эюря о, индидян онларын пул еквивалентини алыр. Бу 
пула  о, биринъи нюв гиймятли каьыз алыр вя эялир ялдя едир. Би-
ринъи нюв гиймятли каьыз даща  сямяряли олдуьундан инвестор 
удушда олур. Беляликля, о, щеч бир шейдян пул газаныр.  
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2) Гиймятли каьызларын нювляри цч олдугда мясяля  
мцряккябляшир. Она эюря дя цмуми характерли нятиъялярля 
кифайятляняк.  

а) тяляб олунан сямярялилик артдыгъа  щяр нюв гиймятли 
каьыза гойулан вясаит хятти  олараг дяйишир яэяр «short sale» 
ямялиййатыны мцмкцндцрся беля ямялиййат мцмкцн ол-
мазса, онда вясаит щисся-щисся хятти дяйишир. Даща сямяряли 
вясаитляр артыр вя бунлар даща  рисгли гиймятли каьызлардыр, аз 
сямяряли  вясаитляр вя даща аз рисгли вясаитляр азалыр. 

б) оптимал портфелин рисглилик юлчцсц тяляб олунан ся-
мярялилийин артмасы иля артыр. Боръ эютцрцлмцш капиталла фор-
малашан портфелдян истифадя етмяк имканы варса, онда истя-
нилян сямярялилик тяляб етмяк олар, лакин бу щалда рисг гейри-
мящдуд артаъыг. Яэяр боръ эютцрмяк мцмкцн дейился,  он-
да портфелин лимит сямярялилийи бцтцн гиймятли каьызларын ян 
бюйцк сямярялилийи иля цст-цстя дцшяр. 

4. ������� ���������� ������� 
�������. ������������� �� ������ 
���������������� ��� ���� �� ����� 
����� ������� �����������  �. ����� 
(�������� �, ����� �������� �������� ��-
������) ������� �������� ��, ���� 
������� ������� �������� �����, ����  
������� ������� �������� ����� 
��������� �� ���� ������������� ����� 
����. 

����� ��,  - ������� ���������� 

������������,  - ��� �������� 

��������� �������. ���� ���� ��,  - 

���������� ���� ����������� �� 

0m

0x

rm

rr σν , -
���������������. ��������� ������ ���-
������� ��������������� ���-�, ���� 
��������� ������ ��������� ����� 
��������� ( 01 x− ) ������� �����������. 

���� ����� ��������� ���������� 
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������������ tp mxmxm )1( 000 −+= , ��������� 

����������� rp x νν 2
0)1( −=  �� ��������� 

����� rp x σσ )1( 0−=  ����. -� ��� ������ 

������: 
0x

rrpp mmmm σσ σ )(0 −+= , ���� 

��������� ���������� ������������ 
���� ��������� ����� ��������. ������� 
������� ���������� �����. ������ 
�������� ��������� 1-��� n -� ����� 
����������. 

1
1,

0 =+∑
=

n

i
ixx  

�.����� ���������� ������� �� 
��������� ����� ������� �����. ����� ��, 
�- ������ ���������� �������, 

 i -��  ��� ������ ��������� 

�������� ��������� x ���� �� �� ����� 
���������� ���������������, 

)()( ii mMxX ==

ni ,,1L= . 
����� ��, I ������ �����-����������, ���� 
������������� ��������, ����  -������� 

������� ������� 

*
ix

     )(
)()( 0

1

0
1

0

0* ImMV
ImMVImM

mm
X T

p −
−⋅−

−
= −

−  

            (2) 
������  ���������� ��������. 

������ ��������� ���� �����, ���� ����� 
������������� ������� �������� �� 
����� ���� ������, �� ����� ����� 
������� ���� �� ����������� ����� 
��������. 

VV −−1

)( 0
1 ImMV −−  -������ n ���� ����� 

���������. ��������� ���� �� ������ 
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��������� ��������������  ����� ��-

������. 
pm

���� ���� �� ��������� ������ 
���������� ���������  -��� ����� 

��������. ����� 

pm
*X  ���������� 

���������������� ����  -��� ��������, 

���� ������� 

pm
*X  ���������� ���-

����������  - ������� ��� ��������� 

�����, ������� ��������� ���� ��� 
������. 

pm

 
����� 2. �� ��� �������� �������� 

������ �������� ������������� ������� 
�������  �������������: ������������  2 
���� ������� �� ���������� 
������������ 4 �� 10 ���� 4,2 21 == σσ  
������ �����������. 

������� ��������� ������ 
������� ���� �����������? 

�����.  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

160
04

,
10
4

,20 VMm

���������  ������������� 

�����.  ���������� ������� ����� (��� 
�.5 ����� 1.3.) 

pm
V

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

16/10
04/11V  

.5
2/1
2/1

)8,2()()(

,
2/1
2/1

8
2

16/10
04/1

)(

0
1
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0
1

=⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
=−−

⎟⎟
⎠
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⎝

⎛
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���������, ������ ���������� 
��� ������� 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2/1
2/1

5)2(*
pmX  

������ �������� ���� ���������� 
������� ��� ���� 10)2( −pm  - � ����������. 

������, 5)2(10 −−= pmx  ����. 

 
��������� 

 
1. ��� ��� �������� �������� 

��������  ������������� ������� 
������� �������������: ������������ 2 
���� ������� �� ���������� 
������������ 10, ����� 5 ���� ������. 
��������� ���������� ��������������� 
���� ��������� ����������� �����. 

�����. �� �������� ������� 
������� �������������� ���������� ��� 
(1) ���������: 

1

,102

min,5

10

10

1

=+

=+

→=

xx

mxx

x

p

pσ

 

�������, 8)2(,8)10( 10 −=−= pp mxmx  

������, 58282 1 pp xm σ+=+=  

 
2. ������� ������� 

�������������� ���������� ������� 
�������� ������� �����  ������� ���� 
����. 

�����. (2) ����������� �������� 
����. �������� ���������� ������ 
���������� ������� �� ����� �������� 
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������ ����, ���� ����� �� �������� 
������ ����:      
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19.3. Малиййя базарынын апарыъы факторлар  цсулу 
 

1. Апарыъы факторларын малиййя  базарынын тяркибиня 
тясири. Малиййя базарынын тящлилинин мягсяди-инвесторлар цчцн 
тяклифляр щазырламагдан ибарятдир: щансы нюв гиймятли каьыз-
лара капитал гоймаг олар вя щансы мигдарда. Йухарыда биз  
гиймятли каьызлар портфелинин оптималлыьы цчцн  мясялянин щялли-
ня бахмышдыг, лакин бу формал характер дашыйырды, беля ки, 
фярз етмишдик ки, капитал гойулушунун сямярялилийи ещтимал ха-
рактеристикалы тясадцфи кямиййятдир. 

Фактики олараг тяляб олунур ки, рийази эюзлямя вектору-
ну вя сямярялилик  матрисини билмяк лазымдыр. Бу кямиййятляри  
щарадан эютцряк? Онлары неъя тапаг? Инкишаф етмиш юлкя-
лярдя гиймятли каьызларын биржа курслары щаггында мялуматлар 
регулйар олараг чап олунур, щяр шейдян яввял апарыъы шир-
кятлярин аксийалары. Беляликля, кафи гядяр узун мцддят цчцн 
курсларын тарихини вя юдянилян дивидентляри ардыъыл олараг тящлил 
етмяк олар. Тутаг ки, Е сямярялилийинин гиймятляри  

ядяди сырасыны тяшкил едир. Рийази статистика цсулларыны тядбиг  
),,( 1 nее L
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едиб Е ортаны тапарыг: ∑=
i

i neE . Инди дисперсийанын вя йа 

вариасийанын гарышдырылмайан гиймятини  тапмаг олар. 
,)1()(~ 2∑ −−=

i
i nEeV , сонра ися онлары рийази эюзля-

мянин вя дисперсийа вя йа вариасийанын тягриби гиймятляри 
кими истифадя едя билярик. 

Реал рягямляр белядир. АБШ биржаларында аксийалары 
йцксяк олан апарыъы ширкятлярин сайы н=500 -дцр вя бу 
ширкятляр базарын ясас щиссясини тяшкил едирляр. 

Статистик тящлил цчцн мянасы олан щяр рцблцк мцвяг-
гяти сыранын узунлуьу Т=100 рцбдцр. Беляликля, нТ=5000, ла-
кин н=500 - ц гиймятляндирмяк лазымдыр вя н(н-1)/2>100000, 
йяни мялуматымыз олдуьундан даща чох сайда кямиййятляри 
гиймятляндирмяк лазымдыр, буна эюря дя  гиймятляндирмянин 
дягиглийи йахшы ола билмяз. 

Бу сябябдян дя орта гиймяти вя вариасийаны гиймят-
ляндирмяк цчцн статистик цсул йарамыр. Чыхыш йолу кцрсларын вя 
гиймятли каьызларын башга характеристикаларынын  малиййя 
базарынын апарыъы факторларындан асылылыьынын тящлилиндян иба-
рятдир. Апарыъы фактор нядир?  Гейд етдийимиз кими игтисади щя-
йатда щяр шей гаршылыглы ялагядядир, бунлар ися практики олараг 
бцтцн эюстяриъиляря  тясир едир. Мясялян, йахын шярг нефтинин 
гиймятиин сявиййяси АБШ-ын бцтцн бюйцк  ширкятляринин 
аксийаларынын катировкаларына тясир едир, беля ки, бу нефт  АБШ-н 
енержи тялябатынын там йарысыны тямин едир. Яэяр нефтин гиймяти 
артарса, онда автомобилляр цчцн бензин бащалашаъаг, 
бензиня тяляб азалаъаг, беля ки, йанаъаьа  олан сярфиййат 
онларын майа дяйяринин ясас компонентидир. Тябиятини мцяй-
йян  етмядян беля апарыъы факторлардан  бириня бахаг. Ону Ф 
иля ишаря едяк вя щесаб едяк ки, бцтцн капитал гойулушу 
ондан асылыдыр. Ян садя асылылыг хятти олдуьундан  щепотезя 
гябул едяк ки, гейд етдийимиз гиймятли  каьызын смярялялийи Е 
апарыъы факторлар дан хятти асылыдыр:  bFaE += .  сабитлярини 
неъя тапаг? 

ba,
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Бу мясяляйя артыг бюлмя 18.3 б.3-дя бахылмышдыр. 
Нязяри нюгтейи-нязярдян Е - ин Ф - дян асылылыьы  беля 
эюрцнцр: FEEEFE bmmaVVb −== , . 

Практикада ися уйьун гиймятляндирмядян истифадя ет-
мяк лазым эялир вя онда аларыг:  FbEaVVb EEFE −== ,ˆˆ , 

бурада EFEFVFE −=ˆ  вя 22ˆ EEVEE −=  (бах п.3, бюлмя 
18.3) 

Яэяр апарыъы факторун верилмиш гиймятли  каьыза тясири 
щаггында щипотез доьрудурса, онда bFaE +=  дцз хят-
тиндян бцтцн йухары вя  ашаьы сапмалар доьрудан да тяса-
дцфидир вя яэяр эяляъякдя йени шяраит йаранарса, ЕФ ъцтлц-
йцнцн йени гиймяти оларса, онда уйьун нюгтя эюстярилян дцз 
хяттин ятрафында йерляшяр. 

Яэяр апарыъы Ф фактору уьурлу сечилибся, онда онун 
тясири иля сямярялилийин бцтцн тясадцфи ениб-галхмасы Еи тяйин 
олуна билир. Яэяр щяр бир гиймятли каьыз цчцн онун Еи ся-
мярялилийи иля апарыъы Ф факторлары арасындакы асылылыг тапыларса, 
онда  оптимал портфелин формалашмасы цчцн  бцтцн лазым олан 
кямиййятляри асанлыгла тапмаг олар. Доьрудан да 

. FFjiijiiFFiiiiiii VbbVVVbVmbam =+=+= ,, 2

  
 2. Базарын сямярялилийи апарыъы  фактор кими.  Апарыъы 
Ф фактору олараг малиййя базарынын юзцнцн  сямярялилийини 
эютцрмяк ян мягсядяуйьундур. Бу базарда тядавцлдя 
олан бцтцн гиймятли каьызларын  сямяряликляринин юлчцлмцш 
ъямидир. Беляликля, бцтцн гиймятли каьызларын сямярялилийи 
асылыдыр iiii eFbaEF ++=: . Адятян би щярифи явязиня β -дян 

истифадя  едирляр вя бу ямсал беля дя адланыр «базара 
нисбятян и –нюв бета гиймятли каьызы», вя йа гысса олараг «и-
ъи яманятин бемасы». Бу кямиййят верилмиш гиймятли каьызын 
талеиня базарын тясирини мцяййян едир: яэяр 0>iβ  оларса, 

онда и - ъи нюв каьызын  сямярялилийи базара уйьун дяйишяр, 
0<β  оларса онда каьызын сямярялилийи базарын бцтювлцкдя 
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сямярялилийинин там яксиня олур. Инди гейд едяк ки, щяр бир 
гиймятли каьызын сямярялилийинин  вариасийасы ijV

iiFFi V νβ +2  - я 

бярабяр олар, йяни ики топланандан ибарятдир: базардан асылы 
олмайан iiν  вя вариасийанын «базар» щиссясиндян  - 

дян. Онларын нисбяти 
FEi V2β

22 RV iiFEi −νβ  иля ишаря олунур вя  Р - 

sguared адланыр. Бу нисбят базара чыхарылан гиймятли каьызын 
рискини характеризя едир.  

 Р- sguared – и бюйцк олан каьызлар мцяййян  
мянада даща йахшы  сайылыр беля ки, онларын щярякятини 
яввялъядян билмяк олур. Гиймятли каьызларын сямярялилийини 
рисгсиз яманятин сямярялилийиндян  - дан истифадя едяряк 

щесабламаг ялверишли олур. Беляликля,  
0m

iFii mmmm αβ +−=− )( 00 , бурада 00 mma iii −+= βα . 

Гиймятли каьызын орта сямярялилийинин рисгсиз сямярялиликдян 
 артымы  рисг цчцн мцкафат адланыр. Беляликля,  рисг цчцн 

мцкафат бцтцн базар цчцн рисглярин мцкафатлары ъями иля хятти 
асылыдыр.  

0m

 3. Идеал рягабятли базарда оптимал портфел.     Беля 
малиййя базары дедикдя баша дцшцлцр ки, бцтцн иштиракчылар 
ейни информасийайа маликдирляр вя онун ясасянда ян йахшы 
оптимал гярарлар гябул едирляр.  Хцсуси щалда щяр бир иштиракчы 
юз гиймятли  каьызларынын оптимал портфелини дцзялтмяйя  
чалышыр. Тобин нязяриййясиня ясасян оптимал портфелин рисгли 
щиссясинин структуру ейнидир вя инвесторун рисгя 
мцнасибятиндян асылы дейил.  
 Она эюря дя щамы истяйир ки, юз рискиня эюря порт-
фелини формалашдырсын. Лакин сатылан гиймятли каьызларын струк-
туру беля олмайа да биляр. Онда тяляб бюйцк олан гиймятли 
каьызларын гиймятляри артаъаг вя аз тяляб олан каьызларын 
гиймятляри ися азалаьаг. Сонда  таразлыг йаранаъаг, йяни 
оптимал портфелин  рисгли щиссяси бцтцн базарын рисгли щиссяси  
кими олаъаг. Беляликля, бцтцн базар цчцн ашаьыдакы мцна-
сибят доьру олаъаг: )( 00 mmmm Fii −+= β  бурада  - бц-Fm
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тцн базарын орта сямярялилийидир. Демяли верилмиш гиймятли ка-
ьызла ялагядар рискин мцкафаты, бцтцн базарын рисги иля 
ялагядар мцкафатла мцтянасибдир вя мцтянасиблик ямсалы 
верилмиш гиймятли  каьызын «бета»-сыдыр. Бу мцнасибяти  таразлы 
базарын ясас тянлийи адландырмаг гябул едилмишдир. Ону 
графики шякилдя истифадя етмяк дя ялверишлидир.    
 

 
 
                                                                             0>iα  

0tg F mm −=θ
 

 
 
 
 

0  

 
 
 
Шякилдя цфуги охда «бета» кямиййятинин гиймятляри, 

шагули охда ися гиймятли каьызларын эюзлянилян орта сямя-
рялилийи гейд едилмишдир. Дцз хятт гиймятли каьызлар базарынын 
хятти  адланыр. Нязяриййяйя эюря истянилян гиймятли  каьызын 
нюгтяси (сямярялилик, бета) бу дцз хяттин цзяриндя йерляш-
мялидир. Реаллыгда ися  гиймятли каьызлар тянлийиня даща бир 
топланан α  ялавя олунур. Яэяр 0>iα  оларса, онда щесаб 

олунур ки, базар бу нюв гиймятли каьызы гиймятляндирмир, яэяр  
0>iα  оларса онда щямин каьыза  олдуьундан артыг гиймят-

ляндирир. Бу сябябдян дя малиййя тящлилинин нятиъяси олараг 
практики тяклиф гябул едилир: инвестор юз портфелини щяр шейдян 
яввял гиймятляндирилмямиш каьызларла  формалашдырмалыдыр.  

Мисал 1. Ъядвялдя бир нечя квартал цчцн аксийаларын 
курсу Е вя базарын сямярялилийи эюстярилмишдир. Аксийаларын  
курсунун базарын сямярялилийиндян асылылыьыны тапын. 
Аксийаларын характеристикаларыны: 2,,, Rβαν  

iβ  

                  im θ  <iα

 
mi 
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Щялли. Рийази эюзлямя, дисперсийа Е, Ф вя с. гиймят-
лярини тапаг: 

∑

∑

∑

=

=

=

=−−=

=−=

=−===

10

1

10

1

2

10

1

2

.10/810)10)(15(ˆ

,10/810)10(ˆ

,10/1210)15(ˆ,10,15

i
iiEE

i
iEF

i
iEE

feK

fV

eVFE

 

Демяли,   1)10/8()10/8(ˆˆ === EEEF VKb   
Беляликля,  Е – нин  Ф – дян хятти асылылыг тянлийи беля 

олар: Е=%+Ф. Беляликля, галыг ениб-галмасы тясадцфи кямий-
йяти  e  беля олар: Е-(5+Ф). e - цчцн гиймятляр сырасы 
дцзялдяряк бу галыьын вариасийасыны тапмаг чох садядир:   

 
 
 

0 -1 0 0 1 1 -1 0 0 0 

Тябии ки, орта гиймят сыфыра бярабярдир вя она эюря дя  

2)10/4()10/8(ˆˆ
,5445,1,10/4ˆ

22

00

===

=+−=+−====

eeFE

ee

VVR

mmabV

β

βαβ
. 

0>α  олдуьундан бу гиймятли каьыз  базар тяряфиндян 
гиймятляндирилмямишдир. Беляликля, идеал рягабятли базарда 
оптимал портфелин рисгли каьызларынын структуру, бцтцн базарын 
структуру иля ейнидир. Демяли базара инанмаг лазымдыр вя 
портфелин рисгли щиссясини базарынкы  кими формалашдырмаг ла-
зымдыр. Дейяк ки, базардакы бцтцн рисгли каьызларын ичярисиндя 
ИBМ ширкятинин аксийалары 1,5% тяшкил едирся, онда инвестор 
юз капиталынын рисгли каьызлара айрылмыш щиссясинин 1,5%-и ИBМ 
ширкятинин аксийаларына  сярф етмялидир. Лакин капиталы рисгли  вя 
рисксиз щиссяляря неъя бюлмяйи нязяриййя дейя билмир, бу бю-
лцм инвесторун рисгя мейилли олмасындан асылыдыр. Юз портфе-
линин сямярялилийини артырмаг цчцн инвестор рисгли каьызларын 
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⎞
⎟
⎠

сайыны артырмалыдыр вя онлар арасында оптимал мцтянасиблийи 
сахламалыдыр. 
 

Я л а в я  1 .  
1№-Ли НЯЗАРЯТ ИШИ    (1-3 мювзуларына аид) 
 
Диггят! Щесабламалары йа ади кясрлярля, йа да верэцл-

дян сонра бир рягям дягигликля апармалы. 
 

1. БИР ВАРИАНТ ЦЧЦН ВЕРИЛЯНЛЯР ВЯ ТАПШЫРЫГЛАРЫН МЯТНИ 
 

Тапшырыг 1. Цч ямтяя фязасында гиймятляр вектору  P  
вя эялири  Q  олан бцдъя чохлуьуна бахын. Бу чохлуьу вя 
онун сярщядини ади вя вектор бярабярсизликляри вя 
бярабярликляри васитясиля тясвир един, будъя чохлуьуну вя 
онун сярщядини графики олараг эюстярин. Ъавабда бцдъя 
чохлуьунун щяъмини ядядля алын.  

Верилянляр: P=(2, 5, 6),   Q=30. 
Тапшырыг 2. Хяръ нормалары матриси A мянфяятин хцсу-

си чяки векторлары C  вя ресурс ещтийатлары B олан оптимал 
планлашдырма мясялясиня бахын.  

Верилянляр: . ( )
3 1 6

A= , C = 2 2 , B =
1 2 6
⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

1. Бу мясяляни графики цсулла щялл един, оптимал планы, 
максимал мянфяяти, ресурс галыьыны тапын. Щансы ресурслар 
истещсалын «зяиф йерини» тяшкил едир? 

2. Икили мясяляни тяртиб един вя ону щялл един, бунун 
цчцн ЫЫ икили теоремдян истифадя един вя нязяря алын ки, п.1.- 
дяки илкин мясялянин ъавабыны билирсиниз. 

3. Ашаьыдакы векторларын вя матрислярин щасиллярини 
тапын (бу щасиллярдя игтисади мяна ахтармайын!); 

 (бурада  T символу 
транспониря ямялиййатыны эюстярир). 

T T T T T TCA, AB, CB, BC, AC ,B A, B C ,C B
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Тапшырыг 3. D тялябинин вя S  тяклифинин P  гиймятиндян 
асылылыьы верилмишдир. Таразлы гиймят шяраитиндя эялирин таразлы 
гиймятини тапын. 

Максимал эялири вя бу эялири  тямин едян гиймяти тапын.  
Верилянляр: D=400 -5p, S=100+5p. 
Тапшырыг 4. (Леонтев модели). Гейри истещсал истещ-

лакынын C  вектору вя сащялярарасы  A  баланс матриси верил-
мишдир. Бу истещлак векторуну тямин едян бурахылыш векто-
руну тапын. 

Верилянляр: 

1
1 3 6,
3

2 4

1

C = A=
1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Тапшырыг 5. (Нейман модели). Техноложи просесин  
A,B  матрисляри, P гиймят вектору вя  S   илкин ещтийатлар век-

тору верилмишдир: техноложи просесин еля  интенсивлийини та-

пын ки, бир истещсал тсиклиндя мящсул бурахылышынын мянфяятини 
максимумлашдырсын вя щямин максимум мянфяяти тапын. 

1 2,z z

Верилянляр:  

( )
5 2 5 5 14

, , 1 5 ,
4 10 5 15 28

A= B P S =⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠
. 

 
2. НЯЗАРЯТ ИШЛЯРИНИН МЯСЯЛЯЛЯРИНИН ЩЯЛЛИ 
 

Тапшырыг 1. Гиймятляр вектору ( )1 2 3, ,P p p p=  ямтяя-

ляр дясти ( )1 2 3, ,X x x x= . Бцдъя чохлуьу  B  бу чохлуг истещ-

лакчынын   P  гиймяти иля  Q мигдар пула ала биляъяйи бцтцн  X   
ямтяя дястляринин чохлуьудур (нязярдя тутулур ки, бцтцн 
пулларын хярълянмяси зярури дейилдир). Бцдъя чохлуьуну беля 
тявир етмяк олар (ямтяяляр дясти - бу сцтун векторудур, лакин 
типографик нюгтейи-нязяриндян ону сятир вектору кими йазырыг): 

а) ади бярабярсизликлярля 
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1 1 2 2 3 3

1 2 3

,
, , 0;

p x p x p x Q
x x x

+ + ≤
≥

 

б) вектор бярабярсизликлярля 
,

0.
P X Q
X
⋅ ≤
≥

 

Бцдъя чохлуьунун сярщяди - бу онун щиссясидир,  Q   
дягигликли ямтяяляр дястинин чохлуьудур. Бцдъя чохлуьунун 
сярщядини беля тясвир олунур: 

а) ади бярабярликля              б) вектор бярабярликляри иля  

1 1 2 2 3 3

1 2 3

,
, , 0;

p x p x p x Q
x x x

+ + =
≥

                     ,
0.

P X Q
X
⋅ =
≥

 

Цч ямтяя щалында бцдъя чохлуьу цч цзлц пирамида 
шяклиндя олур, онун бир тяпяси координат башланьыъы, цчц ися 

1 2 3

, ,Q Q Q
p p p

 нюгтяляри олар. Бцдъя чохлуьунун сярщяди ися бу 

пирамиданын отураъаьы олар, нязярдя тутулур ки, пирамиданын 
тяпяси координат башланьыъындадыр. Бцдъя чохлуьунун щяъми 

ися 
1 2

1 1, , , ,
3 2

Q Q
p p

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠3

Q
p ⎟  олар ки, бизим щалда   V=75   

олар. 
Тапшырыг 2. 1. Бу мясялянин графики щялли п.3. бюлмя 

3.1.- дя верилмишдир; 2. Икили мясяляни п.2. бюлмя 3.2.- дя олан 
гайда иля тяртиб едяк: 

( )1 2 1 2

1 2 1

1 2 2

1 2

, 2 2 max,

3 6,

2 6,
, 0

S x x x x

x x y

x x y
x x

= + →

0

0

+ ≤ ≥

+ ≤ ≥

≥
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( )1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

, 6 6 mi
3 2,

2 2,
, 0

N y y y y
y y

y y
x x

= + →

+ ≥
+ ≥

≥

n,

 

2. икили теоремдян истифадя етмякля, икили мясялянин 
щяллиня вя башланьыъ мясялянин ъавабына п.3., бюлмя 3.2.- 
дя бахмаг олар. Биз йалныз ъаваблары веририк:  

1 2 min
2 4 3, ,
5 5

y y N= = =
6 .
5

 

3. Йалныз ъаваблары эюстяряк: 

( ) ( ) ( )

( )

24 12 12
8,6 , , 24 , , 24,18 ,

18 12 12

8 12 12
24 , ,

6 12 12

T

T T T T T

CA AB CB BC B A

B C AC C B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
Тапшырыг 3. Таразлыг нюгтяси тяляб вя тяклифин бяра-

бярлийи иля характеризя олунур:  D(p)=S(p),  йяни  
. Таразлыг гиймятиндя мядахил 

 олар. 

400 5 100 5 30p p p− = + → =

( ) ( )50 30 30 7500R D= × =

   P  гиймятиндя  ися  мядахил  ( ) ( ) ( ){ }min ,R p p D p P S p= ⋅ ×  

олар. Ашаьыдакы шякилдя P-дян асылы олараг мядахилин графики 
эюстярилмишдир. Эюрцндцйц кими максимум   p=40   олдугда 
олур вя 8000- я бярабярдир.  

 
 
   
 
 
  
 
 
 

p·D(p) 

p·S(p)

8000

 30          40                800 
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Тапшырыг 4,5. Бу мясялялярин щяллиня п.1. бюлмя 3.3.- 
дя (Леонтев модели) вя п.3. бюлмя 3.3. - дя (Нейман 
модели) щямчинин мясяля 1 вя 2 п.3., бюлмя 3.3.- дя бахын. 

 
 
 

3. Нязарят ишляри цчцн тапшырыгларын йедди варианты 
 

Тапшырыглар цчцн верилянляр 

ва
р-
тын

 
  №

-с
и 

I II III IV V 
 

1. 
42

)2,3,7(
=
=

Q
P

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

10
7
11

1,4
42
23
11

B

C

A
 

 

pS
pD

10100
10100

+=
−=

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4/18/1
5/15/2

5,0
1

A

C

 ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1510
55

20
20

1,1
104
25

B

S

P

A

 

2. 

24
)4,3,1(

=
=

Q
P

 
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

20
12
12

1,5
42
32
12

B

C

A

 

pS
pD

10200
10800

+=
−=

 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4/14/1
4/13/1

2
1

A

C

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

155
55

28
14

5,1
104
25

B

S

P

A
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3. 

60
)4,2,5(

=
=

Q
P

 
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

15
8

16
6,1
33
21
01

B

C

A

 

pS
pD

10100
20900

+=
−=

 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4/13/1
6/13/1

3
1

A

C

 

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2020
610

18
22

2,1
1212
57

B

S

P

A

 

4. 

60
)4,3,2(

=
=

Q
P

 
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

10
7
12

1,5
41
32
12

B

C

A pS
pD

1070
20400

+=
−=

 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4/14/1
4/12/1

1
3

A

C

 

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

43
32

30
30

6,2
12
21

B

S

P

A

 

5. 

120
)4,8,5(

=
=

Q
P

 
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

10
7
11

1,5
12
23
11

B

C

A pS
pD

8120
8600

+=
=

 

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3/13/1
5/15/2

5
1

A

C

 

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

43
32

12
9

3,2
13
21

B

S

P

A

 

6. 

36
)6,9,4(

=
=

Q
P

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

20
16
8

1,3
23
01
11

B

C

A pS
pD

5100
5400

+=
−=

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

5/25/1
8/14/1

2
1

A

C

 

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

44
23

12
9

3,2
31
12

B

S

P

A
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7. 

120
)5,8,3(

=
=

Q
P

 
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

20
18
6

1,3
42
10
11

B

C

A

 

pS
pD

550
5500

+=
−=

 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3/14/1
8/14/1

2
4

A

C
 ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1015
55

20
20

1,1
410
52

B

S

P

A

 
 
 

Я л а в я  2 .  
2№-ЛИ НЯЗАРЯТ ИШИ (4-6 мювзуларына аид) 
 
Диггят! Щесабламалары йа ади кясрлярля, йа да верэцл-

дян сонра бир рягям дягигликля апармалы. 
 
 
 

1. БИР ВАРИАНТ ЦЧЦН ВЕРИЛЯНЛЯР ВЯ ТАПШЫРЫГЛАРЫН МЯТНИ 
Тапшырыг 1. Функсийа юз графикинин бир нечя нюгтяляри 

иля верилиб, графикн гоншу нюгтяляри дцз хятт парчалары иля бир-
ляшдирилиб. 

Тапшырыьын мязмуну: 
1) бу функсийанын графикини чякин; 
2) гоншу нюгтяляр арасында бу функсийаны дцстурларла 

веряряк, ону тясвир един; 
3) функсийанын тяйин областыны вя гиймятляр чохлуьуну та-

пын; 
4) бу функсийа артандырмы,монотондурму, мящдуддур-

му, ъцтдцрмц, дюврцдцрмц, габарыгдырмы? 
5) бу функсийанын тюрямясини тапын вя тюрямянин 

графикини чякин; 
6) функсийанын критик нюгтялярини, екстремумларыны, сырала-

рыны, ян бюйцк вя ян кичик гиймятлярини тапын. 
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Верилянляр: ( ) ( ) ( ) ( )0,0 , 2, 2 , 5, 1 , 7,1 .−  

Тапшырыг 2. 2y x x= −  параболасы верилмишдир. Еля йени 
парабола сечин ки, верилмиш параболадан саьда олсун вя 
голлары ашаьыйа йюнялмиш олсун вя абсиси  d>1  нюгтяляриндя 
щамар (тюрямяси кясилмяз олан) шякилдя диэяр нюгтяляр 
кечсин. Бу ики параболанын щиссяляри йени функсийа тяшкил едир. 
Бу йени функсийанын тюрямясини тапын вя графикини гурун. 

Верилянляр: d=2.  
Тапшырыг 3. Тутаг ки, фирманын истещсал функсийасы 

( )y f x= -дир (ясас фондларын щяъми  x  вя мящсул бурахылышы  y  

дяйяр гиймяти иля верилиб). Ясас фондларын щяъми b-йя бя-
рабярдир. Фонд веримини орта вя лимит гиймятлярини, мящсул 
бурахылышынын фондлара эюря еластиклийини тапын. 

Мясяляни щялл едяряк фирманын оптимал юлчцлярини тапын, 
ресурслара тяляб функсийасыны вя мящсула тяклиф функсийасыны 
тапын. Бахдыьымыз моментдя мящсулун гиймятинин ресурс-
ларын гиймятиндян ики дяфя чох олдуьуну щесаб един. 

Верилянляр: ( ) 50 , 64.F x x b= =   

Тапшырыг 4. Амбара сементи Q тонлуг баржа иля эяти-
рирляр. Фактура хяръляри  K - йа бярабярдир. Сахлама хяръляри 
бир суткада бир тон цчцн h   сентдир. Щяр сутка амбар M т 
семент бурахылыр. Амбарда галан семент ещтийатынын 
замандан асылы дяйишмясинин графикини чякин. Ващид заман-
да орта фактура хяръини, сахлама хяръини вя хярълярин ъямини 
тапын. 

Уилсон дцстуруна ясасян оптимал семент партийасынын 
юлчцсцнц тапын. 

Верилянляр: Q=2000, K=3000, h=20, M=100. 
Тапшырыг 5. Функсийанын тядгиги планына ямял едяряк, 

ашаьыдакы функсийаларын графикини гурун: ( ) ( ), .y f x z F x= =  

Верилянляр: ( ) ( ) ( )
2

2

69 8;
1

.xf x x x F x
x

= − + − =
−
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2. НЯЗАРЯТ ИШИ МЯСЯЛЯЛЯРИНИН ЩЯЛЛИ 

Тапшырыг 1. Тядгиг олунан функсийаны ( )y f x=  иля 

ишаря едяк. 
1) ( )f x -ин графики шякил 1- дя верилмишдир; 

2) ( )0 0,x y  вя ( )1 1,x y  нюгтяляриндян кечян дцз 

хяттин тянлийи  ( )
( )

( )
( )

0

1 0 1 0

0x x y y
x y y

−
=

− −

6 5 7;x x

−  олар (бах п.1, бюлмя 2.1). 
x

 
 
 
 
 
 
  
                           

 
 
 
 
 
 
 
 

Она эюря дя ( )
0 2,

4 2 5,
x x

y f x x x
≤ ≤⎧

⎪= = − + ≤ ≤⎨  
⎪ − ≤ ≤⎩

3) ( ) [ ] ( ) [ ]0,7 ,D f R f= = −1,2 ;  

4) Функсийа артан, монотон, ъцт, дюврц, габарыг 
дейилдир; мящдуд функсийадыр; 

5) Функсийанын тюрямяси щисся-щисся сабитдир, 0 вя 7 
сярщяд нюгтяляриндя бир тяряфли тюрямяси вар, 2,5 нюгтя-
ляриндя тюрямя йохдур, бу нюгтяляр ЫЫ нюв кясилмя нюгтя-

Шякил 1. 

   2                                           7    x 
        -1

y 

1

5 

   y 
1
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ляридир-бир тяряфли тюрямяляр бярабяр дейилляр. ( )f x′ -ин графики 

шякил 2- дя верилмишдир; 
 
 
 
 
 
 
 
 

6) Бющран нюгтяляри-2,5-дир; Ики максимуму вар; бир 2 
нюгтясиндя 2-я бярабярдир, икинъи 7 нюгтясиндя 1-я 
бярабярдир; минимуму 5 нюгтясиндя -1-я бярабярдир; цч сыфыры 
вар - бири 0 нюгтясиндя, диэяри 4 нюгтясиндя, цчцнъц ися 6 
нюгтясиндядир. Ян бюйцк гиймятини 2 нюгтясиндя алыр вя 2-я 
бярабярдир, ян кичик гиймятини ися 5 нюгтясиндя алыр вя -1-я 
бярабярдир.  
 Тапшырыг 2. Яэяр d>1 оларса, онда икинъи параболаны 

2y x bx= − + + c

,

.

 шяклиндя ахтармаг олар. Ики тянликдян ибарят 
систем аларыг: 

2 2 ,
2 1 2 .
d d d bd c

d d b
⎧ − = − + +
⎨

− = − +⎩
 

Бу системи щялл едяряк аларыг:  йяни 
бизим щалда верилянляри нязяря алсаг тапарыг: 

24 1, 2b d c d= − = −

b=7,  c=˜ 8.   Беляликля, ики параболадан аларыг: 

( )
2

2

2,
7 8 2

x x x
f x

x x x

⎧ − ≤⎪= ⎨
− + − ≥⎪⎩

 

Бу функсийанын тюрямяси ( )
2 1 2
2 7 2

x x
f x

x x
−⎧′ = ⎨

,
.

≤
− + ≥⎩

 олар. 

 

Икинъи тюрямяси ися ( )
2
2 2

x
f x

x
≤⎧′′ = ⎨

2,
.− ≥⎩
 олар. 
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Онларын графики шякил 3-дя уйьун олараг a, b - дя эюс-

тярилмишдир. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

Тапшырыг 3. Орта фонд верилян 
( ) 6,25

y b
b

= - я бяра-

бярдир. Лимит фонд верими ися ( ) ( )
50 3,125

2
F b

b
′ = =  бярабяр-

дир. Фондлара эюря бурахылышын еластиклийи  

                    а)                                                 b)                      
                                                                           )(xf ′ )(xf ′′  
 
 

3 2 
 
                                                                                                       x 
                      -1          1/2              2         7/2     x                              
                  2 
                                                              -2 

 
                     

Шякил 3.
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( )
( )

3,125 1
6, 25 2

F b
y b

b

′
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 олар. Фирманын мясялясини щялл 

едяк (бах п.3, бюлмя 6.1):  ( ) pF x
v

′ =  вя йа 
( )

50
2

p
vx

= . 

Беляликля, цмуми щалда тяляб функсийасы 
2

*
2625 va

p
=  

олар вя эюстярилян нисбятдя  олар. Нящайят тяклиф 

функсийасы цмуми щалда 

* 2500a =
* *50 1250 vy a

p
= =  олар вя эюс-

тярилян нисбятдя  олар. * 2500y =
Тапшырыг 4. Охшар мясяля п.2 бюлмя 6.1- дя ятрафлы 

бахылмышдыр. 
Тапшырыг 5. Йалныз икинъи функсийаны F(x) функсийасыны 

тядгиг едяк вя графикини гураг: 
1) функсийанын тяйин областы;  1x ≠ ± ; 
2) функсийа цмуми шякилдядир; 
3) ики кясилмя нюгтяси вар: 1 21, 1x x= − =  вя щяр икиси 

икинъи нювдцр; 
4) ики шагули асимптоту вар: 1, 1x x= − =  вя ики маили 

асимптоту вар солтяряфли 0y =  вя саь тяряфли 0y = ; 
5) Ox   оху иля бир кясишмя нюгтяси вар 0x = ; 
6) 1x = ± - дян фяргли нюгтялярдя 

( ) ( )
( )

2

2 0>  олар, демяли цч артма интегрвалы вар: 
2

6 6

1

x
F x

x

+
′ =

−

( ) ( ) ( ), 1 , 1,1 , 1,−∞ − − ∞  екстремумлары йохдур; 

7) биринъи тюрямя ъидди мцсбят олдуьундан, яйилмя 
нюгтяси йохдур. Функсийанын графикини гураг (шякил 4). 
 

y 
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                                                                          Шякил 4. 
 
 
 
 
 

3.Нязарят ишляринин йедди варианты 
 

Тапшырыглар цчцн верилянляр 

ва
р-
тын

 
  №

-с
и 

I II III IV V 
 

1. 

)0,6(,)6,4(
)1,2(,)1,0( −

 

2 

27
10 3 x  

50
10

0001
0001

=
=
=
=

M
h
K
Q

 
2

2

)1(2)(
2)(

+=

−=

xxF
xxxf  

2. 

)1,5(,)1,3(
)2,1(,)0,0(

−
 3 

100
50 x  

50
10

0002
0002

=
=
=
=

M
h
K
Q

)1(4)(
1)(

2

2

+=

+−=

xxF
xxxf  

3. 

)2,5(,)0,4(
)0,2(,)1,0( −

 

4 

81
30 4 x  

100
20
3000

0004

=
=
=
=

M
h
K
Q

 
)1()(

2)(
2

2

+=

+−=

xxxF
xxxf  
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4. 

)0,6(,)3,4(
)0,2(,)2,0( −

 

5 

8
40 32x  
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Я л а в я  3 .  
 

3№-ЛИ НЯЗАРЯТ ИШИ  (7-9 мювзуларына аид) 
Ишдя вариант №1 эюстяришлярля (башга вариантлар цчцн 

дя) вя щялляри иля верилмишдир вя щямчинин №2-5 вариантлары 
цчцн дя. 

Диггят! Щесабламалары йа ади кясрлярля, йа да верэулдян 
сонра бир рягям дягигликля апармалы. 

 
 

1. ВАРИАНТ №1 ЦЧЦН ТАПШЫРЫГЛАРЫН  МЯТНИ 
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Вариант №1 
 

 Тапшырыг 1. ( )22 1z x y= ⋅ +  функсийасы цчцн: 

а) бир нечя сявиййя хятлярини гурун; 
б) 1-ъи вя 2-ъи тяртиб хцсуси тюрямяляри цмуми шякилдя вя 
(1,1) нюгтясиндя тапын (гарышыг тюрямялярин бярабярлийиня 
ямин олун); 
ъ) цмуми шякилдя вя (2,3) нюгтясиндя градийенти тапын; 
ч) цмуми шякилдя вя (3,5) нюгтясиндя диференсиалы тапын; 
д) (0,0) нюгтясиндя (1,4) вектору истигамятиндя тюрямяни 
тапын; 
е) тутаг ки, 22 , 1x t y t= = − ; цмуми шякилдя вя t=1  олдугда 

- и тапын. tz′
Тапшырыг 2. 1 2,U x x=  файдалылыг функсийасы цчцн: 

а) бир нечя етинасызлыг яйрисини гурун; 
б) цмуми шякилдя вя (1,1) нюгтясиндя файдалылыг лимитини тапын; 
ъ) ямтяяляря эюря цмуми шякилдя вя (2,3) нюгтясиндя 
файдалылыг еластиклийини тапын; 
ч) цмуми шякилдя вя 40 эялирля, (4,1) гиймятлярля тяляб нюг-
тясини тапын. 

Тапшырыг 3. Тутаг ки, истещсал функсийасы Кобба-Дуг-
лас функсийасыдыр. Мящсул истещсалыны  a   фаиз артырмаг цчцн 
фондлары b  фаиз артырмаг лазымдыр вя йа ишчилярин сайыны c   фаиз 
артырмаг лазымдыр. Щазыркы  заманда бир ишчи бир айда  M 
рубллуг    мящсул истещсал едир, бцтцн ишчилярин сайы ися  L- дир. 
Ясас фондларын гиймяти  K   рублдур. Истещсал функсийасыны йа-
зын, орта вя лимит ямяк мящсулдарлыьыны тапын, мящсул бу-
рахылышынын ямяйя вя фондлара эюря еластиклийини тапын. 

Верилянляр: a=3, b=6, c=9, M=106, L=1000, K=1010. 
Тапшырыг 4. 2 2 2 4z x y x y= + + +  функсийасынын екстре-

мумуну тапын вя онун максимум вя йа минимум олдуьу-
ну эюстярин. 
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Тапшырыг 5. Ики критерийалы мясяля цчцн биринъи критерийа-
йа эюря оптимал щяллини тапын: 

                   Верилянляр: a=2, b=3. 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max,
max,
8,

8 24,
, 0

x bx
ax x
x ax
x bx
x x

+ →
+ →
+ ≤
+ ≤

≥
 
 

2. 1№-ли вариантын эюстяришляри, щялли вя ъаваблары 
 

 Тапшырыг 1. Щялли: а) п.2, бюлмя 7.1.-я бах;   f(x) 

функсийасынын  c сявиййя хятти ( ){ }:xU X f x c= =  нюгтяляри 

чохлуьудур. ( )22 1z x y= +  функсийасы цчцн 0 вя 1 сявиййя 

хятлярини тапаг. Билирик ки, 2 1 0x y + = , йяни 2

1y
x

= −  (бу функ-

сийанын графики шякил 1, а- да эюстярилмишдир). 

1 сявиййя хятти ( )22 1x y +  чохлуьудур, йяни ики 

чохлуьун ъямидир: ( )2 0V x y =  вя ( )2 2W x y = − . V  чохлуьу 

Ox вя Oy координат охларынын ъямидир; W чохлуьу ися 

2

2y
x

= −  (шякил 1,б) функсийасынын графикидир; 

 
а)                                             б)    

 
 
 
 
 
 

Шякил 1. 

x

y 

x

y
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. 

 
б) Хцсуси тюрямяляри тапаг:  

( )2 2 22 1 2 4 4 ,xy (xz x y xy x y′ = + = + )2 2 42 1 2 2yz x y x x y x′ = + = + 2;

y
4

(1,1) нюгтясиндя онлар уйьун олараг 8 вя 4-я бярабярдир; 
икинъи тяртиб хцсуси тюрямяляри тапаг:  2 212 4 ,xxz x y′′ = +

 3 38 4 , 8 4 , 2xy yx yyz x y x z x y x z x′′ ′′ ′′= + = + = (гарышыг тюрямяляр до-

ьурдан да бярабярдир); 
(1,1) нюгтясиндя 2- ъи тюрямяляр беля олар: 

; 16, 12, 2xx xy yyz z z′′ ′′ ′′= = =
ъ) градийент щаггында п.3, бюлмя 8.2-йя бахын; гра-

дийент ,z zz
x y

⎛ ⎞∂ ∂
∇ = ⎜ ∂ ∂⎝ ⎠

⎟ ,  йяни  ( ) ( )( )2 2 24 1 ,2xy x y x x y+ +1 ;  (2,3)  

нюгтясиндя ( )312,104z =  олар; 

ч) функсийанын диференсиалы x ydz z dx z dy′ ′= + ; хцсуси 

тюрямяляри йазсаг аларыг:  

( )( ) ( )( )2 2 24 1 2 1d z x y x y d x x x y d y= + + + ;

,

 (3,5) нюг-

тясиндя  олар;  2760 828dz dx dy= +
д) Истигамятя эюря тюрямяйя п.3, бюлмя 8.2- я ба-

хын; 
0 , 0 4 , t x t y tx t y t z z x z y′ ′ ′ ′ ′= + = + = +  яввял щесабладыьы-

мыз ,x yz z′ ′  хцсуси тюрямяляри йазсаг вя 1, 4t tx y′ ′= =  ялавя 

етсяк аларыг  

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 24 1 1 2 1 4 4 2tz xy x y x x y x y x x y′ = + ⋅ + + ⋅ = + 2 1+ ; 

(0,0) нюгтясиндя эюстярилян истигамятдя тюрямя  сыфыра 
бярабяр олар;  

е) параметря эюря диференсиалламайа п.3, бюлмя 
8.1- я бахын; 
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tt x t yz z x z y′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ ′ ; Яввял щесабладыьымыз ,x yz z′ ′  

хцсуси тюрямяляри йазсаг вя 2, 2t tx y t′ ′= =  ялавя етсяк аларыг: 

( )( ) ( )( )2 2 24 1 2 2 1tz xy x y x x y′ = + ⋅ + + 2t⋅ ; 1t =  олдугда 

( ) ( )1 2, 1 0x y= =  олар вя аларыг ки, . 8z =
Тапшырыг 2. Щялли: «а» - «б» пунктларынын щялли бюлмя 

8.2- дя мисал 3-дя верилмишдир; 
ъ) биринъи ямтяя цчцн файдалылыг еластиклийи 

1

1

1
2

u
x

U
x

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, икинъи ямтяяйя эюря ися еластиклик сабитдир; 

ч) бюлмя 9.1 мисал 2-я бахын. 

Ъаваб: 
( ) ( )

* *
1 2

1 2

,
2 2
Q Qx x
p p

= = . 

Конкрет верилянляр цчцн аларыг: 
* *
1 2

40 405, 20
8 2

x x= = = =  

Тапшырыг 3. Бюлмя 8.1 мисал 6-а бахын. 
Тапшырыг 4. Щялли: Хцсуси тюрямяляри тапаг вя онлары 

сыфыра бярабярляшдиряк:  
2 2 0 1; 2 4 0x yu x x u y y′ ′= + = → = − = + = → = −2 . 

Стасионар (-1,-2) нюгтясини таплыг. Бу нюгтядя екс-
тремумун нювцнц тапмаг цчцн 2-ъи хцсуси тюрямяляри та-
паг:  2, 0, 2.xx xy yyA u B u C u′′ ′′ ′′= = = = = = 2 4 0D AC B= − = >  вя 

 олдуьундан (-1,-2) нюгтяси максимум нюгтядир 
(бах п.2, бюлмя 9.1). 

2 0A = >

Тапшырыг 5. Щялли 2-ъи мягсяд функсийасынын мак-
симумуну билмяк цчцн ашаьыдакы хятти програмлашдырма 
мясялясини щялл едяк: 
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2 8;
8 3 24

, 0

x x
x x
x x
x x

+ →
+ ≤
+ ≤

≥

1 2

1 2

1 2

1 2

2 max;

;
 

Бу мясяля ики дяйишянли олдуьундан ону графики 
цсулла щялл едяк (шякил2). Тутаг ки, чохлуг OKBC  дюрдбу-
ъаглысыдыр. Координат башланьыъындан мягсяд функсийасынын 
вектор-градийент айыраг, йяни (2,1) векторуну вя мягсяд 
функсийасынын сявиййя хяттини бу вектора перпендикулйар 
онун истигамятиндя щярякят етдиряк. Сявиййя хятти мцмкцн 
чохлугла кясишдийи сонунъу нюгтя  B   нюгтясидир. Онун 
координатларыны тапмаг цчцн систем тянлийи щялл едяк: 

1 2

1 2

2 8;
8 3 24.
x x
x x
+ =⎧

⎨ + =⎩
 

Онда аларыг 1 2
24 40,
13 13

x x= = . 2-ъи мягсяд функсийа-

сынын максимумуну щесаблайаг: 
24 40 882
13 13 13
⋅ + = . Бу мак-

симумун 
7

10
-ни щесаблайаг: 

B 

8 
 
K 
 
 
4

x2 

                 3  8                  x1

c

7 88 308
10 13 65
⎛ ⎞ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
 
 
 
 
 
   Шякил 2. 
 
 
Инди йени ХП мясялясиня бахаг: 
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1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3 ma
3082 ;
65

2 8;
8 3 24;

, 0

x x

x x

x x
x x

x x

+ →

+ ≥

+ ≤
+ ≤
≥

x;

 

 
Йеня дя буну графики цсулла щялл едяк, (шякил 2-я 

бах). 
Ики критерийалы мясялянин 1-ъи мягсяд функсийасы 

максимумуна A(32/65,244/65) нюгтясиндя чатыр вя 764/65-я 
бярабярдир (мцмкцн чохлуг штрихлянмишдир). Бу ися йекун 
ъавабдыр. 

 
3.   2-5 №-ли вариантларын верилянляри 

 
Тапшырыглар цчцн верилянляр 

ва
р-
т

I II III IV V 
 

2 2)1( xyz −=

 

31
2

21
1 xxu =  

7

39

10
,10,10
,3,3,1

=

==

===

M
LK

cba

 

22 )1( −−= yxz

2
8

=
=

b
a

 

3 2)1( xyz −=

 
3 2

21xxu =
 7

48
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=
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LK

cba

 

xyy
xyxz
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244
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=
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a
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)1( 2

+×
×+=

y
xz  xxu 32 1 +=

 
6
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10
,2,10

,5,5,2

=

==

===

M
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221 yxz +−=
0
4

=
=

 b
a

 



 

 449

5 2yxyz +=
 

},2min{ 21 xx
 

6
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xyyxz 333 −+=

 2
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=
=

b
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 Я л а в я  4 .  
4№-ЛИ НЯЗАРЯТ ИШИ (10-14 мювзуларына аид) 
 
Бурада вариант №1 эюстяришлярля вя щялляри иля, щям-

чинин 2-5№-ли вариантлар мцстягил щялл етмяк цчцн верилмишдир. 
Диггят! Щесабламалары йа ади кясрлярля, йа да 

верэулдян сонра бир рягям дягигликля апармалы. 
 

1. 1№-ли ВАРИАНТ  ЦЧЦН ТАПШЫРЫГЛАРЫН  МЯТНИ 
 

Вариант №1 
Тапшырыг 1. А. Мцяййян интеграллары щесаблайын:  

( )
2 9 110

2

1 1 0 0 1

22 3 , , 2 5 , , .x x dx
5 4

dx xdxSin xdx xSinxdx
x x

π

− ∫
π

− −∫ ∫ ∫ ∫  

Б. Гейри-мяхсуси интеграллары щесаблайын: 
( )

1

2
0

ln ,
1

dxxdx
x

∞

−∞ +∫ ∫  

В. Чохгат интеграллары щесаблайын. 
Щамар областы (шякил 1) вя цст юртцйцнцн тянлийи 

2Z X Y= +  олан силиндирин щяъмини тапын. Сыхлыьы   f(M)=x+y+2z    
олан вя йухарыда тясвир олунмуш силиндирин кцтлясини тапын. 

4                                    x 
      Шякил 1 

y

y=x
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.

                                                                       . 
 

 
Тапшырыг 2. А. Ашаьыдакы тянликлярин x=0  олдугда y=1  

олан хцсуси щяллини тапын:   2 42 , ,xy x x y e y SinxCosx′ ′ ′= + = =

Б. 33 , yy x y y x
x

′ ′= − − =  тянликляринин цмуми щяллини 

тапын. 
Тапшырыг 3. А. Ашаьыдакы сыраларын йыьылан вя йа 

даьылан олдуьуну эюстярин:  

( ) ( )
( )( )

( )2
1 1 1 1

2 11 1, , ,
2 1 2 4 51

n

n
n n n n

n
n n nn n

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

+ −

− − ++
∑ ∑ ∑ ∑  

Б. Гцввят сырасынын йыьылма радиусуну тапын:  
1

n

n
nx

∞

=
∑  

 
2. 1№-ли вариантын эюстяришляри, щялляри вя ъаваблары 

 
Тапшырыг 1. Щялли: А. Биринъи цч интеграл билаваситя 

щесабланыр, йалныз ъаваблары веряк: 1) - 4;   2) 8;   3) 2/5. 
Дюрдцнъц интеграл щисся-щисся интеграллама дцстуру 

иля щесабланыр. 
,x u Sinxdx dv= =   вя  

( ) ( )
0

0 0o

Sinxdx x Cosx Cosx dx Cos Cosxdx
π π

π
π π= − − − = − ⋅ + =∫ ∫

π

∫  

o
Sinx ππ π= + =  

Бешинъи интегралы щесабламаг цчцн 25 4x z− =  явяз-
лямясиндян истифадя едяк, онда аларыг: 
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( )25 4

,
4 2

z dzx dx
−

= = z− ⋅  вя 
( )

( )

21 1

1 3

5
4 25 4

zxdx zdz
zx−

− ⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∫ ∫ . 

( ) 121 3

3 3

5 5 1 5 27 15
8 24 8 24 8 24 8

z dz z z− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫
1
6

=  

Б. Гейри-мяхсуси интеграл лимит олдуьундан 
1 1

0
0

ln lim lnxdx xdx
ε

ε
→

=∫ ∫ . Бу интегралы щисся-щисся интегралласаг 

-я бярабяр олар. Демяли,  (0, ln 1x x − )

( ) (
1

1
ln ln 1 1 ln 1xdx x x

ε
ε

ε ε= − = − − −∫ ) . Айдындыр ки, 0ε →  -да 

бу ифадя -1- я йахынлашыр. Она эюря дя бахдыьымыз интеграл -
1- я бярабяр олар. Икинъи интеграл цчцн йалныз ъавабы веряк: 
π . 

В. Бюлмя 11.1- дя мисал 3- я бахын. 
Ъаваб: 160/3. 
Ъисмин кцтлясинин щесабланмасы цчцн бюлмя 11.1 

мисал 4-я бахын. 

Ъаваб: 
1952 650,6

3
≈ . 

Тапшырыг 2. А. Тянликляр билаваситя щялл олундуьундан 
йалныз ъаваблары веририк: 434)2;13)1 432 +=++= xeyxxy  ; 

4542cos +−= xy       
Б. Щяр ики тянлик хятти тянликдир вя сабитин вариасийасы 

цсулу иля щялл олунур. Йалныз биринъи тянлийин щяллиня бахаг. 
Яввялъя биръинс y + y = 0′  тянлийи щялл едяк. Онун цмуми щялли 

xy = ce−  олар. Индии фярз едяк ки,  c    x - дян асылы функсийадыр, 
диференсиаллайаг вя башланьыъ тянликдя йериня йазаг. Аларыг 

ки, 3 xc xe′ = , бурадан 3 xc xe d= x∫  олар. Бу интегралы щисся-

щисся интеграллама цсулу иля щесабласаг аларыг. 
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( )3 1 xc x= − e  нятиъядя  ( ) 13 1 xy x c e−= − +  аларыг. 

Тапшырыг 3. Щялли А. 1) сыранын цмуми щядди сыфыра 

дейил 
1
2

- я йахынлашдыьындан, сыра даьыландыр (бюлмя 14.1 п. 

«в»- я бахын); 2) бюлмя 14.1 мисал 3- я бахын; 3) сыра йыьылыр, 

бу ортаг вуруьу 
1
2

 олан азалан щяндяси сыранын мцгайисяси 

иля исбат олур; 4) сыра йыьылыр, беля ки, ( )2

2

1
4 5

lim 1
1n

n n

n
→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎝ ⎠ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (бах 

п.3, бюлмя 14.1, теорем 2). 
Б. Бюлмя 14.1 теорем 5-дян истифадя едяк. Бах-

дыьымыз сыра цчцн 1n
nS n= → ; Демяли, бу сыранын йыьылма 

радиусу ващидя бярабярдир. 
 

3.  2-5№-ли вариант цчцн верилянляр. 
Вариант  

Т
ап

-
г 2 3 4 5 
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I. 
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∫
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∫

∫
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∫

∫
∞
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1
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2
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)ln(

xxdx

xxdx
 

 
 
 
 
 
 
 

Вариант 

Т
ап

-г
 

2 3 4 5 
 

C yxz 2+=  
  
 
 

yxz 2+=  
  
 
 

yxz 4+=  
  
 
 

yxz += 4  
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zyx 22 ++  
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Я л а в я  5 .  
5 №-ли НЯЗАРЯТ ИШИ    (15-16 мювзуларына аид) 
 
Бурада 1№-ли вариантын эюстяришляри вя щялляри, щямчи-

нин мцстягил щялл етмяк цчцн охшар 2-5№-ли вариантлар 
верилмишдир. 
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6

Диггят! Щесабламалары йа ади кясрлярля, йа да верэцл-
дян сонра бир рягям дягигликля апармалы. 
 

1. 1№-ли ВАРИАНТ ЦЧЦН ТАПШЫРЫГЛАРЫН МЯТНИ 
 

Вариант №1 
 

Тапшырыг 1. Щесаблайын . 2 4 2 3
8 6 8 7 4, , , , ,A A C C P P

Тапшырыг 2. Верилиб  
( ) ( ) ( )0,6; 0,3; 0,6BP A B P A B P A∪ = ∩ = = . 

Тапын: P(A), P(B), PA(B) вя A,B щадисяляринин асылы 
олуб, олмадыьыны арашдырын. 

Тапшырыг 3. Сехдя сяккиз киши вя цч гадын ишляйир. 
Табел нюмряляриня уйьун тясадцфян йедди адам сечилир. 
Сечилянлярин ичярисиндя а) йалныз ики гадынын; б) щеч олмаса 
бир гадынын олмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг 4. Йцк сифаришчийя  тяййаря иля, гатарла вя йа 
автомобилля эюндяриля биляр. Бцтцн бу вариантлар ейни 
имканлыдырлар. Нязярдя тутулан вахтда йцкцн чатмасы 
ещтималы уйьун олараг 0,99; 0,98 вя 0,90-а бярабярдир. Йцкцн 
нязярдя тутулан вахтда чатмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг 5. Сувенир шюбясиня эирян алыъы 1
4

 ещтималла 

базарлыг едир. Дюрд алыъыдан а) щес олмаса биринин базарлыг 
етмясини; б) дцз икисинин базарлыг етмяси ещтималыны тапын. 

Тапшырыг 6. Кредит картларынын сащибляри онлары гиймят-
ляндирирляр вя чох аз щалларда итирирляр. Ихтийари кредит картынын 
сащибинин бир щяфтя ярзиндя ону итирмяси ещтималы 0,001-я 
бярабярдир. Банк ъями 2000 мцштярийя карт вериб. Бир щяфтя 
ярзиндя а) щеч олмаса бир картын; б) дцз бир картын итмяси 
ещтималынын тапын. Бир айда орта щесабла нечя карт итяр? 

Тапшырыг 7. Дискрет тясадцфи    X   кямиййяти 
пайланма сырасы иля верилиб. 

-1 0 1 6 0,1 0,1 0,1 0,7  
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а) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )03 , 0 5 , 0 , 5 , 6xP x P x P x P x P x>< < < > < =  

ещтималларыны тапын; б) пайланма функсийасынын графикини гу-
рун. 

Тапшырыг 8. 200 км узунлуьундагаз турбасында  A  
вя  B   компрессор стансийалары арасында газ иткиси баш верир. 
Трубанын истянилян нюгтясиндя газ иткиси ейни имканлыдыр. 
Ашаьыдакы ещтималлары тапын: а) газ иткиси A,B компрессор 
стансийаларындан 20 км-дян узагда олмасын; б)  A - йа B- 
дян йахын олсун. 

Тапшырыг 9. Тясадцфи эялирля бир нечя мцхтялиф 
(Q1,Q2,Q3) 
ямялиййатлара бахаг. -10 0 10 20  

Q1: 
 0,1 0,2 0,5 0,2 

Бцтцн 
ямялиййатлар цчцн 
эюзлянилян Q  эялирини -10 0 10 20 

  Q2: 
 0,3 0,2 0,1 0,4 

вя орта квадратик  
сапманы тапын. 

( ),E Q r Q r= −   
-10 0 10 20  

Q3: 
 0,3 0,1 0,2 0,4 

дцстуру васитясиля 
ян йахшы вя ян  
пис ямялиййаты тапын. 

 
 
 
 

2. 1№-ли вариант цчцн эюстяришляр, щялляр вя ъаваблар 
Тапшырыг 1. п.4 бюлмя 15.1- дя олан дцстурлара бахын 

(56, 360, 28, 35, 24, 720). 
Тапшырыг 2. Бюлмя 15.2 -дя Ы мясяляйя бахын (0,4; 

0,5; 3/4; асылыдырлар). 



 

 457

Тапшырыг 3. Ещтималын тапылмасы цчцн классик дцстур-
дан истифадя един, бюлмя 15.1- дя мясяля 3- я бахын (28/55; 
161/165). 

Тапшырыг 4. Там ещтимал дцстуруну (вя йа Байес 
дцстуруну) тятбиг един, бюлмя 15.3- дя 1-ъи мисала бахын 
(0,956). 

Тапшырыг 5. Бернулли дцстуруну тятбиг един, бюлмя 
15.3- дя мисал 3- я бахын (175/256, 27/128). 

Тапшырыг 6. Пуассонун биномиал пайланма (вя йа 
щяр щансы каноник дискрет пайланма ганунуну) тятбиг един, 
бюлмя 16.1- дя, мисал 8- я бахын (6/7, 2/7, 2, 8). 

Тапшырыг 7. Бюлмя 16.1- дя п.3- я бахын (0,3; 0,1; 0,8; 
0,3; 7/8; M[x]=4,2; D(x)=7,7 ). Пайланма функсийасынын графики 
шякил 1- дя верилмишдир. 

Тапшырыг 8. Мцнтязям (вя йа цстлц) пайланма 
ганунуну тятбмг етмяли, бюлмя 16.3- дя п.5,6- йа бахын 
(1/5; 1/2). 

Тапшырыг 9. Бюлмя 16.2- дя п.3- я бахын (Q1-8  цчцн 
8,7; Q2-6  цчцн 12,8; Q3-7  цчцн 12,7; ян йахшы ямялиййат -
Q1, ян писи ися Q2- дир). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Ялавя вариантлар 

1

  -1       0             1                  6

0,2

Шякил 1. 

 
Вариант №2 

 
Тапшырыг Ы. Ашаьыдакылары щесаблайын:  
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3 2 4 4
7 10 8 9 3 7, , , , ,A A C C P P . 

Тапшырыг ЫЫ. Верилмишдир: ( ) ( )0,5; 0,8.BP A B P A∩ = =    

( ) ( ) ( ), , AP A B P A P B∪ ещтималларыны тапын, A  вя B -

нин асылы олуб олмадыьыны арашдырын. 
Тапшырыг ЫЫЫ. Гутуда цч аь, цч гырмызы вя цч гара шар-

лар вар. Гутдан цч шар эютцрцлцр. а) щяр цч шарын ейни рянэдя 
олмасы ещтималыны; б) онларын арасында йалныз бир аь шарын ол-
масы ещтималларыны тапын. 

Тапшырыг ЫВ. Тялябялярин 30% йохлама ишини уьурла 
йазды. Имтащан заманы бу тялябялярин мясяляни дцзэцн щялл 
етмяляри ещтималы 0,8-я, галан тялябялярин ися мясяляни 
дцзэцн щялл етмя ещтималлары 0,4-я бярабярдир. Тялябя 
имтащан заманы мясяляни щялл едя билмяди. Бу тялябянин 
йохлама ишини пис йазмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг В. 2000 саат ишляйяндян сонра лампанын 
саз галмасы ещтималы 0,2-я бярабярдир. 2000 саат ишлядикдян 
сонра беш лампадан: а) дцз ики лампанын; б) бирдян аз 
олмайан лампаларынсаз галмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ВЫ. Автомат-дязэащ деталлар штамплайыр. 
Деталын зай штампланмасы ещтималы 0,01-я бярабярдир. 
Штампланмыш 200   деталлардан а)    йалныз бир зай деталын 
олмасы; б) щеч олмаса бир зай деталын олмасы ещтималыны 
тапын. 200 детал ичярисиндя зай деталларын ян ещтималлы сайы ня 
гядяр олар? 

  Тапшырыг ВЫЫ. Дискрет тясадцфи кямиййяти  X  пай-
ланма сырасы иля верилирб:  

-3 -1 0 1 2 6 

0,1 0,1 0,2 0,2 0,3 0,1 

 
а) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 , 20 , 1 10 , 3 , 2xP x P x P x P x P x=> < − < < = =  

ещтималларыны тапын; б) рийази эюзлямя вя дисперсийаны ще-
саблайын; ъ) пайланма функсийасынын графикини гурун. 
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)

Тапшырыг ВЫЫЫ. Аьаъ емалы заводунда аьаълары емал 
едяркян юлчцсц 1м - я гядяр олан тулланты алыныр. Туллантыларын 
юлчцляри       ейни имканлыдырлар.     Нювбяти   аьаъы емал едяр-
кян; а) туллантынын 50см- дян аз олмамасынын; б) 70см-дян 
чох олмамасынын ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ЫХ. Тясадцфи эялирли бир нечя мцхтялиф ямялий-
йатлара  бахаг. Бцтцн ямялиййатлар цчцн эюзляни-

лян 

( 1 2 3, ,Q Q Q
Q  эялири, орта квадратик сапманы r щесаблайын. Бу харак-

теристикалары ващид графикдя гейд един вя ямялиййатларын гра-
фики тясвирини алын. ( ), 2E Q r Q r= −  дцстурунун кюмяйиля ян 

йахшы вя ян пис ямялиййаты тапын. 
 
 
 

-20 0 20 40  
Q1: 

 0,1 0,2 0,5 0,2  
 

-20 0 20 40   
Q :  2

  0,3 0,2 0,1 0,4

-10 0 10 20  
Q3: 

 0,3 0,1 0,2 0,4 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Вариант №3. 
 

Тапшырыг Ы. Ашаьыдакылары щесаблайын:  
3 7 3 7
10 9 10 9 7 2, , , , ,A A C C P P  

Тапшырыг ЫЫ. Верилмишдир:  
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( ) ( ) ( )0,6; 0,3; 0,6.BP A B P A B P A∪ = ∩ = =    

Тапын: ( ) ( ) ( ), , ,AP A P B P B A  вя  щадисяляряинин 

асылы олуб-олмамасыны арашдырын. 

B

Тапшырыг ЫЫЫ. Ахшам гонаглыьында даиряви столун ят-
рафында 11 адам    тясадцфян отурурлар. Ики конкрет адамын 
а) йан-йана отурмамасынын; б) бир адамдан сонра отурма-
ларынын ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ЫВ. Мящсул щазырламаг цчцн эютцрцлян 
материалларын характеристикалары 0,1; 0,2; 0,2; 0,2; 0,3 ещти-
малларла беш мцхтялиф интервалларда ола билирляр. Бу харак-
теристикалардан асылы олараг биринъи нюв мящсулун алынмасы 
ещтималы 0,6; 0,8; 0,8; 0,7; 0,9- дур. Биринъи нюв мящсулун 
алынмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг В. Магнитафонун зяманят мцддяти тямиря 
ещтийаъы олмасы ещтималы 0,2-йя бярабярдир. Дюрд магнита-
фондан зяманыт мцддятиндя а)йалныз биринин; б) икидян аз 
олмайан сайдасынын тямиря ещтийаъы олмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ВЫ. Завод базайа 500 мямулат эюндярир. 
Йолда мямулатын корланмасы ещтималы 0,002- йя бярабярдир. 
Йолда а) щеч олмаса бир мямулатын; б) икидян аз мямулатын 
хараб олмасы ещтималыны тапын. Хараб олан мямулатын ян 
ещтималлы сайы нечя ола биляр? 

Тапшырыг ВЫЫ. Дискрет тясадцфи X  кямиййяти 
пайланма сырасы иля верилмишдир: 

-4 -1 1 3 4 6 

0,1 0,2 0,1 0,1 0,4 0,1 

 
а) 2Y X=  вя 2Z X=  тясадцфи кямиййятляринин 

пайланма сырасыны тяртиб един; б)  тясадцфи кямиййятинин 
рийази эюзлямясини вя дисперсийасыны щесаблайын; 

Y
Z  тясадцфи 

кямиййятинин пайланма графикини гурун. 
Тапшырыг ВЫЫЫ. Баь сащясиндя бязян електрик ишыьыны 

тясадцфи вахтларда орта щесабла 3 саат мцддятиня кясирляр. 
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Индики щалда електрик ишыьы артыг 2 саатдыр ки, йохдур; а) електрик 
ишыьынын йахын йарым саатда верилмяси; б) онун щяля бир саат 
верилмяси ещтималы нечя олар? 
Тапшырыг ЫХ. Тясадцфи  

 
эялирли бир нечя 
 ( )  1 2 3, ,Q Q Q
 ямялиййатларла бахаг.  
Бцтцн ямялиййатлар цчцн эюзлянилян 
Q  эялири, r  орта 
 квадратик сапманы щесаблайын.  

Бу характеристикалары графикдя гейд едиб ямялиййат-
ларын графики тясвирини алын. ( ), 6E Q r Q r= −  дцстурунун кюмяйи-

ля ян йахшы вя ян пис ямялиййаты тапын. 
 

Вариант №4. 
 

Тапшырыг Ы. Щесаблайын  2 4 6 2
12 12 7 6 3 8, , , , ,A A C C P P

Тапшырыг ЫЫ. Верилиб: 

 ( ) ( ) ( )2 30,4; ;
3 4B AP A B P A P B∩ = = =  Тапын: 

( ) ( ) ( ), ,P A P B P A B∪  вя ,A B  щадисяляринин асылы олуб, 

олмамасыны арашдырын. 
Тапшырыг ЫЫЫ. Беш машын тясадцфи олараг сырайа дцзц-

лцрляр; а) ики конкрет машыны 
йан-йана дурмасы; б) сыранын 
яввялиндя дурмасы ещтималыны 
тапын. 

-30 0 30 60 Г1: 
0,1 0,2 0,5 0,2 
-30 0 30 60 Г2: 
0,3 0,2 0,1 0,4 
-30 0 30 60 Г3: 
0,3 0,1 0,2 0,4 

Тапшырыг ЫВ. Тирдя беш 
тцфянэ вар, онларын щядяфя 
дяймяси ещтималы цчцн олараг 
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0,5; 0,6; 0,7; 0,8 вя 0,9- дур. Тясадцфян эютцрцлмцш бир 
тцфянэля биринъи дяфя атыъынын щядяфи вурмасы ещтималыны тапын.  

Тапшырыг В. Аилядя дюрд ушаг вар. Щесаб едяряк ки, 
оьлан ушаьынын доьулмасы ещтималы 0,5- я бярабярдир, бу 
ушагларын ичярисиндя а) щеч олмаса бир оьланын олмасы; б) ики-
дян аз олмайан сайда оьланын олмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ВЫ. Абонентин бир саат мцддятиндя АТС - 
я зянэ вурмасы ещтималы 0,01-я бярабярдир вя бцтцн або-
нентляр цчцн ейнидир. АТС 200 абонентя хидмят едир. Бир 
саат мцддятиндя АТС- я эялян зянэлярин а) икидян аз 
олмамасы; б) щеч олмаса бир зянэин олмасы ещтималыны тапын. 

Бир саат мцддятиндя АТС- я олан зянэлярин ян ещти-
маллы сайы нечя олар? 

Тапшырыг ВЫЫ. Дискрет тясадцфи X пайланма сырасы иля 
верилиб: 

 
-4 -1 1 3 4 6 

0,1 0,2 0,1 0,1 0,4 0,1 

 
а)  вя 1Y X= − { }max ,0Z X=  тясадцфи кямиййятинин 

пайланма сырасыны тяртиб един; б) Z  тясадцфи кямиййятинин 
рийази эюзлямясини вя дисперсийасыны щесаблайын; ъ) пайлан-
ма функсийасынын графикни гурун. 

Тапшырыг ВЫЫЫ. Бейнялхалг телефон данышыгларынын 
мцддяти тяхминян цстлц ганунла пайланыр вя орта щесабла 
данышыг 3 дяг. давам едир. Нювбяти данышыьын 3 дяг.- дян 
чох олмасы ещтималы нечя олар? Бцтцн данышыгларын щансы 
щиссяси бир дягигядян аз олар? 

 
Тапшырыг ЫХ. Тясадцфи эялирли бир нечя ямялиййатлара 

бахаг ( )1 2 3, ,Q Q Q . Бцтцн ямялиййатлар цчцн эюзлянилян Q  

эялири, орта квадратик r сапманы щесаблайын. Бу 
характеристикалары графикдя гейд един вя ямялиййатларын графики 
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тясвирини алын. ( ), 4E Q r Q r= −  дцстурунун кюмяйи иля ян 

йахшы вя ян пис ямялиййаты тапын. 
: 

-10 0 10 30 
1Q  

0,1 0,2 0,5 0,2 

-10 0 10 30  
Q2: 

 
0,3 0,2 0,1 0,4 

-10 0 10 30  
Q3: 

 
0,3 0,1 0,2 0,4 

 
 
 

Вариант №5 
 

Тапшырыг Ы. Щесаблайын: 
3 3 5 3
8 9 7 12 4, , , , , 6A A C C P P  

Тапшырыг ЫЫ. Верилиб:  

( ) ( ) ( )0,8; 0,4; 0,6BP A B P A B P A∪ = ∩ = = . Тапын: 

 ( ) ( ) ( ), , AP A P B P B  вя ,A B  щадисяляринин асылы олуб-

олмамасыны арашдырын. 
Тапшырыг ЫЫЫ. Хариъи эюрнцшъя ейни олан 20 дяфтярдян 

16-сы дама-дамадыр. 4 дяфтяр эютцрцлцр. Онлардан а) дцз 
икисинин дама-дама олмасы; б) щеч олмаса биринин дама-
дама олмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ЫВ. Заводун йыьма сехиня деталлар цч 
автоматдан дахил олур. Биринъи автомат 3%, икинъи 1%, цчцн-
ъц 2% зай ишляйир. Автоматлардан сехя уйьун олараг 500, 
200 вя 300 деталын дахил олдуьуну биляряк, сехя зай деталын 
дахил олмасы ещтималыны тапын. 
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Тапшырыг В. Дцкана дахил олан телефонлардан цчдя бир 
щиссяси аь рянэдядир, лакин бу баьлама ачылдыгдан сонра 
эюрцнцр. Алты ачылмамыш телефондан а) дцз ики аь телефонун; 
б) щеч олмаса бир аь телефонун олмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ВЫ. Техники нязарят шюбясиня дахил олан 
интеграл схемлярин 10%- и зайдыр. Нязаряти щяйата кечирян 
автомат нювбяти схемин стандарт олдуьуну тясдиг едяня 
гядяр схемляр бир-биринин ардынъа йохланылыр. Тясадцфян 
кямиййятин-автоматын стандарт схеми тясдиг едяня гядяр 
йохладыьы схемляри сайынын пайланма сырасыны тяртиб един. Бу 
тясадцфи кямиййятин рийази эюзлямяси нечя олар? 

Тапшырыг ВЫЫ. Дискрет тясадцфи    X   кямиййяти 
пайланма сырасы иля верилиб:  

-1 0 1 8 

0,2 0,1 P1 P2 

 
а) P1 вя P2-ин еля тапын ки,   M[x]=0,5  олсун; б) X- 

ин рийази эюзлямясини вя дисперсийасыны щесаблайын вя онун 
пайланма функсийасынын графикини гурун. 

Тапшырыг ВЫЫЫ. Кассир 100 рублдан аз олан галыьы 
дямир пулларла верир вя интервалда истянилян мябляь ейни 
имканлыдыр. Ики ардыъыл верилян мябляьин ъяминин а) 100 
рублдан чох олмасынын; б) 120 рублдан аз олмасынын ещтималы 
нечя олар? 

Тапшырыг ЫХ. Тясадцфи эялири олан бир нечя 

( )1 2 3, ,Q Q Q  ямялиййатларына бахын. Бцтцн ямялиййатлар цчцн 

эюзлянилян Q  эялири, орта квадратик  r  сапмасыны щесаблайын. 
Бу характеристикалары гейд едиб, ямялиййатларын графикитясвирини 

алын. ( ), 5E Q r Q r= −  дцстурундан истифадя едиб, ян йахшы вя 

ян пис ямялиййаты тапын 
   

 -10 0 20 50 
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Q1: 0,1 0,2 0,5 0,2 

-10 0 20 50  
Q2: 

 
0,3 0,2 0,1 0,4 

-10 0 20 50  
Q3: 

 
0,3 0,1 0,2 0,4 

 
 

Я л а в я  6 .  
 

6 №-ли НЯЗАРЯТ ИШИ  (бюлмя 16.4, 17-19-ъу  мюв-
зуларына аид) 

Бурада 1№-ли вариантын эюстяришляри вя ъаваблары, 
щямчинин мцстягил ишлямяк етмяк цчцн охшар 2-5№-ли 
вариантлар верилмишдир. 

Диггят! Щесабламалары йа ади кясрлярля, йа да верэцл-
дян сонра бир рягям дягигликля апармалы. 
 

1. 1№-ли ВАРИАНТ ЦЧЦН ТАПШЫРЫГЛАРЫН МЯТНИ 
 

Вариант №1 
Тапшырыг Ы. Нормал пайланмыш   тясадцфи кямиййяти-

нин рийази эюзлямяси ващидя вя орта квадратик сапмасы 2-йя 
бярабярдир. Тутаг ки,  

Y

( ) ( ) ( ) ( )3 , 1 , 2 5 , 2 , 3X Y P x P x P x P x= > < < < =  

ещтималларыны тапын. X -ин пайланма вя сыхлыг функсийаларыны 
тапын вя онларын тяхмини графиклярини гурун. Тясадцфи X  кя-
миййяти цчцн «цч сигма» гайдасы неъя олар? 

Тапшырыг ЫЫ. Деталын техники нязарят шюбясиндя 
йохланылмамасынын ещтималы 0,2p = -дир. Тясадцфи сечилмиш 
400 детал ичярисиндя йохланмамыш деталларын сайыны 70-ля 100 
арасында олмасы ещтималыны тапын. 
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Тапшырыг ЫЫЫ. Мцшащидялярин нятиъяляриня эюря: 11, 17, 
17, 12, 13, 12, 15, 15, 14, 16, 13, 14, 13, 15, 16, 16, 15, 15, 14, 
14- дискрет вариасийасыны тезликляр чохбуъаглысыны сечмя, 
пайланма функсийасыны графикини гурун.  

Щесаблайын: а) сечмя ортанын вя сечмя дисперсийа-
сыны ики цсулла; б)дисперсийасыны гаршыг олмайан гиймятини. 2S

Тапшырыг ЫВ. ( ),X Y  тясадцфи кямиййятляр системи аша-

ьыдакы пайланма ъядвялиня маликдир. 
 

X 
Y 

0 1 2 

0 0,2 0,1 0,1 

2 0 0,2 0,4 

Тамалы: а) X  вя  компанентляринин пайланма га-
нунларыны вя 

Y
0Y =  олдугда X -ин шярти пайланма ганунуну 

тапын; б) X -ин -дян кичик     гиймят   алмасыны ещтималыны; 

ъ) 

Y
XYK -коррелйасийа моментини вя XYK -корреллйасийа 

ямсалыны. 
Тапшырыг В. Инвесторун имканы вар ки, юз портфелини цч 

нюв коррелйасийалашдырылмайан вя сямярялилийи iE , рисги iσ  

олан ашаьыдакы ъядвялля верилян каьызларла тяртиб етсин. 

i  1 2 3 

iE  2 4 6 

iσ  1 3 5 
 
Портфелин тяртибини бу каьызларла бярабяр тяртибини бцтцн 

вариантларына бахын. Графики тясвири эюстярин (координат охлары-
сямярялилик, риск). Парето мянада оптимал нюгтяляр вармы? 

Тапшырыг ВЫ. Цч нюв гиймятли каьызда верилмиш сямя-
рялиликля оптимал портфел формалашдырын: Дюрдя бярабяр рисксиз 
сямярялиликля вя коррелйалашдырылмайан рискли эюзлянилян 
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сямярялиликля 8 вя 20 вя 4, 10 риски иля оптимал портфелин рискли 
щиссяси неъя гурулмушдур? 

Тапшырыг ВЫЫ. Ашаьыдакы ъядвялдя аксийаларын  
курсу, базарын  сямярялилийи эюстярилмишдир:  

E
F

 
E  25 23 24 25 26 27 26 25 24 25 

F  10 9 9 10 10 11 12 10 9 10 

 
Аксийаларын курсуну базарын сямярялилийиндян регре-

сийасыны, щямчинин аксийаларын характеристикаларынын гиймят-
лярини: «мяхсуси» вариасийанын  вя  -ны тапын. (Риск-
сиз капитал гойулушунун сямярялилийи 6-йа бярабярдир). 

v 2, , Rα β

 
 

2. 1№-ли вариантын эюстяришляри, щялли вя ъаваблары 
 

   Тапшырыг Ы. Щялли. Нормал гануну тятбиг едяк (бах 
п.1, бюлмя 17.1). Рийази эюзлямянин вя дисперсийанын хас-
сяляриндян истифадя едяряк аларыг ки, X нормал пайланмышдыр. 
Онун параметрляри: рийази эюзлямяси 3 1 3a = ⋅ =  вя орта 
квадратик сапмасы 3 2 6σ = ⋅ =  эюстярилян ещтималлары щесаб-
ламаг цчцн ашаьыдакы дцстуру тятбиг едяк: 

 ( ) ( ) ( )a a
P x

β α
α β

σ σ
− −⎛ ⎞ ⎛

< < = Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠
      йяни 

 ( ) ( ) ( )3 3
6 6

P x
β α

α β
− −⎛ ⎞ ⎛

< < = Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 вя нятиъядя 

аларыг: 

( ) ( ) ( )1 31 1 11 1 0
2 6 2 3

P x P x
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞< = < < ∞ = −Φ = +Φ ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
,63 ; 
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( ) ( ) ( )5 3 2 3 1 12 5 0,13 0,06 0,19
6 3 3 6

P x
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< < = Φ −Φ =Φ +Φ ≈ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; 

( ) ( ) ( )2 3 1 1 12 2
6 2 2 6

P x P x
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞< = −∞ < < = Φ + = −Φ ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
0,44 . 

( )f x  сыхлыг вя ( )F x  пайланма функсийаларынын тях-

мни графики шякил 1 вя 2- дя эюстярилмишдир.  

( ) ( )
( )23

721
6 2

tx

f x e dt
π

−
−

−∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ( ); 
( )

( )
23

721
6 2

tx

x e dt
π

−
−

−∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫F  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Шякил 1.                                           Шякил 2. 

f(x
)

3                                 

F(x

1

3                                 
1/2 

 
 

«Цч сигма» гайдасы:  

( ) ( )3 3 15 21 0,997P a X a P xσ σ− < < + = − < < ≈ . 

Тапшырыг ЫЫ. Муавр-Лапласын интеграл теореминдян исти-

фадя едяк. ( ) ( ) ( )2 1
1 2

k np k np
P k k k

npq npq

⎛ ⎞ ⎛− −
< < =Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟⎟
⎠
. Бу-

рада . Бу гиймятляри йериня йазсаг, 
аларыг:  

400, 0,2, 0,8n p q= = =
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )100 80 70 80
70 100 2,5 1,25 0,88

8 8
P k

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
< < = Φ −Φ =Φ −Φ − ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Тапшырыг ЫЫЫ. Бюлмя 16.4- дя олан 3, 4 мисалларына 
бахын (14,3; 2,63; 2,76). 

Тапшырыг ЫВ. Бюлмя 18.1- дя олан 3,5 мисалларына 
бахын.  

( )( )0,2; 0,44; 0,57XY XYP X Y K K< = = ≈  

Тапшырыг В. бюлмя 19.2-дя мисал 1-я бахын. Мцхтялиф 
портфеллярин цмуми сайы 7 олар- цч портфел бир каьыздан ибарят 
(онларын характеристикалары ъядвялдя верилиб), цч портфел ики 
каьыздан ибарят вя бир портфел ися бцтцн цч каьыздан ибарят. 
Цч каьыздан ибарят олан щалда ъаваб беля олар:  

4, 1,97p pm σ= ≈ .  

Парето мянада оптимал нюгтяни тапмаг цчцн бюлмя 
16.2- дя п.4- я бахын. 

Тапшырыг ВЫ. Бюлмя 19.2- дя мисал 2- я бахын: 

 
( )*

4 1 4
6 2589

pm
x

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Тапшырыг ВЫЫ. Бюлмя 19.3- дя мисал 1- я бахын:  

( )15 , 0,4, 1E F v β= + = =%  

 
 
 
 
 

3.Ялавя вариантлар 
 

Вариант №2 
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Тапшырыг Ы. Тясадцфи Y  кямиййяти нормал пайланмышдыр, 
онун рийази эюзлямяси ващидя, орта квадратик сапмсы ися 
икийя бярабярдир. Тутаг ки,  

( ) ( ) ( )2 3. 1 , 2 5 , 3X Y P X P X P X= + > < < =  

ещтималларыны тапын. X -ин сыхлыг вя пайланма функсийаларыны 
йазын вя онларын тяхмини графикини гурун. Тясадцфи X  кямий-
йяти цчцн «цч сигма» гайдасы неъя олар? 

Тапшырыг ЫЫ. Йолда щяр сяккизинъи мямулат зядялянир. 
700 мямулатдан ибарят партийада зядялянянлярин сайы 80 иля 
120 арасында олмасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ЫЫЫ. Мцшащидялярин нятиъяси: 21, 27, 27, 22, 23, 
22, 25, 25, 24, 26, 23, 24, 23, 25, 26, 26, 25, 25, 24, 24-дискрет 
вариасийа сырасыны, тезликлярин чохбуъаглысыны, сечмя пайлан-
ма функсийасынын графикини гурун. 

Щесаблайын: а)сечмя ортаны вя сечмя дисперсийасыны 

ики цсулла; б)дисперсийанын гарышдырылмайан  гиймятини. � 2
S

Тапшырыг ЫВ. ( ),X Y  тясадцфи кямиййятляр системи 

ашаьыдакы пайланма ъядвялиня маликдир: 
X 
Y 

-1 0 1 

0 0 0,1 0,2 

3 0,2 0,2 0,3 

 
,X Y  компанентлярин пайланма ганунларыны вя 0Y =  

олдугда X -ин шярти пайланма ганунуну тапын. а) X -ин Y -
дян кичик гиймят алмасынын; б) X  вя Y расында коррелйаси-
он ялагяни тапын. 

 а

 Тапшырыг В. Инвестор сямярялилийи iE  вя рисги iσ  олан 

(ъядвялдя верилмишдир) цч нюв каьыздан портфел формалаш-
дырмаг имканына маликдир. 
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i  1 2 3 

iE  20 30 40 

iσ  6 8 10 

 
Бу каьызлардан бярабяр мигдарда олмагла портфел фор-

малашдырылмасынын бцтцн вариантларына бахын. Бцтцн портфел-
лярин графики тясвирини верин (координат охлары сямярялилик, рисг). 
Парето мянада оптимал нюгтя вармы? 

Тапшырыг ВЫ. Верилмиш сямярялиликля цч гиймятли каьыз-
дан ибарят оптимал портфел формалашдырын: сямярялилийи ващид 
олан рисгсиз, рисгли эюзлянилян сямярялилийи 3 вя 5, рисгляри 
уйьун олараг 2 вя 4. Оптимал портфелин рисгли щиссяси неъя 
гурулмушдур? 

Тапшырыг ВЫЫ. Бир нечя квартал цчцн  аксийаларын 
курсу вя базарын  сямярялилийи ъядвялдя эюстярилмишдир: 

E
F

Е: 35 33 34 35 36 37 36 35 34 35 

Ф: 10 9 9 10 10 11 12 10 9 10 

 
Базарын сямярялилийиня эюря аксийанын курсунун рег-

ресийасыны вя щямчинин аксийанын характеристикаларынын гий-
мятини:  вариасийаны вя -ы тапын (рисксиз гойулушун 
сямярялилийи 6-йа бярабярдир). 

v 2, , Rα β

 
 
 

Вариант №3. 
 

Тапшырыг Ы.  тясадцфи кямиййяти нормал пайланмыш-
дыр. Онун рийази эюзлямяси 2-я, орта квадратик сапмасы 3-я 
бярабярдир. Тутаг ки, 

Y
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 ( ) ( ) ( ) ( )3 . 1 , 2 5 , 20 , 3X Y P X P X P X P X= > < < < =  

  ещтималларыны тапын. X - ин сыхлыг вя пайланма функсийаларыны 
йазын вя онларын тяхмини графиклярини гурун. X  тясадцфи 
кямиййяти цчцн «цч сигма» гайдасы неъя олар? 

Тапшырыг ЫЫ. Щяр онунъу кишинин сойады M  щярфи иля 
башланыр. Полкун 900 ясэяри ичярисиндя сойады M  иля баш-
лайанларын сайынын 80 иля 120 арасында олмасы ещтималыны 
тапын. 

Тапшырыг ЫЫЫ. Мцшащидлярин нятиъяляри: 31, 37, 37, 32, 33, 
32, 35, 35, 34, 36, 33, 34, 33, 34, 35, 36, 36, 35, 35, 34, 34; 
дискрет вариасийа сырасыны, тезликлярин чохбуъаглысыны, сечмя 
пайланма функсийасынын графикини гурун. Щесаблайын: 
а)сечмя ортаны вя сечмя дисперсийаны ики цсулла; б)диспер-
сийанын  гиймятини. 2S

Тапшырыг ЫВ. ( ),X Y  тясадцфи кямиййятляр системи 

ашаьыдакы пайланма ъядвялиня маликдир: 
 

X 
Y 

-2 0 2 

0 0,1 0,1 0 

3 0,6 0 0,2 

 
Тапын: а) X  вя Y  компанентляринин пайланма га-

нунларыны вя 0Y =  олдугда  компанентинин шярти пай-

ланма ганунуну; б) 

X
XYK -корелйасийа моментини вя XYK -

коррелйасийа ямсалыны. 

Тапшырыг В. Инвестор сямярялилийи iE  вя рисги iσ  

олан (гиймятляр ъядвялдя верилмишдир) цч нюв коррелйа-
сийаланмамыш каьыздан портфел формалашдырмаг имканына 
маликдир. 
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i  1 2 3 

iE  4 6 18 

iσ  5 8 12 

 
Бярабяр мигдарда каьызлардан истифадя етмякля 

портфелин формалашдырылмасынын бцтцн вариантларына бахын. Бц-
тцн портфеллярин графики тясвирини нюгтялярля эюстярин (координат 
охлары-сямярялилик, рисг). Парето мянада оптимал нюгтя вар-
мы? 

Тапшырыг ВЫ. Верилмиш сямярялиликли оптимал портфели цч 
нюв гиймятли каьыздан формалашдырын: сямярялилийи 40-а бяра-
бяр олан рисгсиз, эюзлянилян сямярялилийи 80 вя 200 олан, рисг-
ляри уйьун олараг 2 вя 6 олан рисгли. 

Оптимал портфелин рисгли щиссяси неъя гурулуб? 
Тапшырыг ВЫЫ. Ашаьыдакы ъядвялдя аксийаларын  

курсу вя базарын сямярялилийи бир нечя квартал цчцн 
эюстярилмишдир. 

E

E  25 23 24 25 26 27 26 25 24 25 

F  20 19 19 20 20 21 22 20 19 20 

Базарын сямярялилийиня нязярян аксийа курсунун 
регресийасыны, щямчинин аксийанын характеристикаларынын гий-

мятини тапын:  вариасийаны вя v 2, , Rα β -ны (рисгсиз гойулушун 
сямярялилийи 8- ябярабярдир). 

 
 
 
 

Вариант  №4 
Тапшырыг Ы.  тясадцфи кямиййяти нормал пайланмыш-

дыр, онун рийази эюзлямяси икийя, орта квадратик сапмасы 
ващидя бярабярдир. Тутаг ки, 

Y
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 ( ) ( ) ( ) ( )2 5. 10 , 2 5 , 2 , 3X Y P X P X P X P X= + > < < < =  

ещтималларыны тапын. X  цчцн сыхлыг вя пайланма функсийала-
рыны тапын, онларын тяхмини графиклярини гурун. X  тясадцфи кя-
миййят цчцн «цч сигма» гайдасы неъя олар? 

Тапшырыг ЫЫ. Щяр бир ийирминъи кредит вахтында гай-
тарылмыр. Бу ил банк 300 кредит вермяйи планлашдырыр. Йалныз 10 
кредитин вахтында гайтарылмамасы ещтималыны тапын. 

Тапшырыг ЫЫЫ. Мцшащидялярин нятиъяляри: 13, 19, 19, 14, 
15, 14, 17, 17, 18, 19, 15, 16, 15, 17, 18, 18, 17, 17, 16, 16; 
дискрет вариасийа сырасыны, тезликлярин чохбуъаглысыны, сечмя 
пайланма функсийасынын графикини гурун. Щесаблайын: а) сеч-
мя ортаны вя сечмя дисперсийаны ики цсулла; б) дисперсийанын 

 гиймятини. 2S
Тапшырыг ЫВ. Тясадцфи ( ),X Y  кямиййятляр системи 

ашаьыдакы пайланма ъядвялиня маликдир: 
 

X 
Y 

-1 0 1 

0 0,1 0,1 0,2 

1 0 0,1 0,5 

 

Тапын: а) ,X Y  компанентляринин пайланма гану-

нуну,  олдугда0Y = X  компанентинин шярти пайланма 
ганунуну тапын; б) X -ин -дян бирдян аз фяргли гиймятляр 

алмасыны ещтималыны; в)

Y
XYK  коррелйасийа моментини вя XYK -

кореллйасийа ямсалыны; 
Тапшырыг В. Инвестор портфелини цч нюв каьыздан 

формалашдырмаг имканына маликдир, бу каьызларын сямярялилийи 

iE  вя рисги iσ -дир (онларын гиймятляри ъядвялдя верилмишдир). 

i  1 2 3 
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iE  4 6 18 

iσ  5 8 12 

 
Бу каьызлардан бярабяр мигдарда истифадя етмякля 

портфелин формалашмасынын бцтцн вариантларына бахын. Бцтцн 
портфеллярин графики тясвирини нюгтялярля эюстярин (координат ох-
лары-сямярялилик, рисг). 

Парето мянада оптимал нюгтя вармы? 
Тапшырыг ВЫ. Верилмиш сямярялиликли оптимал портфели 

цч нюв гиймятли каьыздан формалашдырын: сямярялилийи икийя 
бярабяр рисгсиз вя эюзлянилян сямярялилийи 6 вя 12- йя 
бярабяр олан, 2 вя 8 рисгли каьызлардан; оптимал портфелин 
рисгли щиссяси неъя гурулмушдур? 

Тапшырыг ВЫЫ. Ашаьыдакы ъядвялдя аксийаларын  
курсу вя базарын  сямярялилийи эюстярилмишдир. Аксийаларын 
курсунун базарын сямярялилийиня нязярян регрессийасыны, 
щямчинин аксийаларын характеристикаларынын гиймятлярини  
вариасийаны вя 

E
F

v
2, , Rα β  тапын (рисгсиз гойулушун сямярялилийи 

6-йа бярабярдир). 
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	2. Векторлар цзяриндя ямялляр. Мисал 1-дя биз вектору ядядя вурмушдуг. Доьрудан да . Щямин мисалда биз цч вектору топламышдыг.  вя онларын ъями олан векторуну алмышдыг. Векторлар цзяриндя ямялляр чох тябиидир вя ядядляр цзяриндяки ямялляри йада салыр. Демяк олар ки, векторлар цзяриндяки ямялляр ядядляр цзяриндяки ямяллярин даща эениш областда тябии эенишляндирилмясидир. Истянилян вектору истянилян ядядя вурмаг олар. Бунун цчцн векторун бцтцн компонентляри щямин ядядя вурулур вя нятиъядя вектору алыныр.  векторуну 3-я вурсаг (6,9) векторуну аларыг. Тябии олараг щямин вектору кими ишаря едирляр.
	Тяклиф.   Йалныз квадрат матрисин тярси вар. 

	Яэяр чеврянин мяркязи                                                                             
	 координат башланьыъында                              
	шяклиндя йазмаг олар, бурада -сонсуз кичилян функсийадыр ().  функсийасынын  нюгтясиндя артымынын -я нязярян хятти баш щиссясиня  онун диференсиалы дейилир:
	                                      (2) 
	Аргументин артымыны  кими дя ишаря едирляр, онда (2) дцстуруну беля йазмаг олар: . Бу бярабярликдян эюрцнцр ки, тюрямяйя щям дя функсийанын диференсиалынын аргументин диференсиалына нисбяти кими дя бахмаг олар: .
	Диференсиал цчцн диференсиалланма дцстурларынын аналогу доьрудур (бах бюлмя 5.1.м.1). Яэяр (1) дцстурунда икинъи дяряъяли  топлананыны атсаг тягриби  вя йа бярабярлийини аларыг ки, бу бярабярликдян дя тягриби щесабламаларда вя мцряккяб асылылыгларын хяттиляшдирилмясиндя истифадя едилир.
	Мисал 1. Радиусу  р олан даирянин  сащяси  -дыр Яэяр радиусу   гядяр артырсаг, онда  -ин  артымы радиуса  р  вя   олан консентрик чеврялярин арасында галан даиряви щалганын сащяси олар.
	 ифадясиндян аларыг ки,  – да  -ин баш щиссяси  олар ки, бу да -диференсиалыдыр. Диференсиал анлайышындан тябии олараг хяталарын щесабланмасында истифадя етмяк хцсуси иля ялверишлидир. Мясялян, тутаг ки,  кямиййятини юлчцрцк вя йа билаваситя щесаблайырыг, ондан асылы олан  кямиййятини ися  дцстуру иля тяйин едирик.  кямиййятини юлчяркян адятян  гядяр хятайа йол верилир ки, бу да  кямиййятини  хятасына сябяб олур. Бу хяталарын чох кичик олдуьуну нязяря алараг  гябул етмяк олар, бу да о демякдир ки, артымы диференсиалла явяз етдик.
	Мисал 2. Кцрянин радиусуну щансы нисби хята иля юлчмяк лазымдыр ки, онун щяъмини 1% дягигликля тяйин етмяк олсун.
	Щялли. Мялумдур ки, . Демяли, . Шяртя эюря  олдуьундан .
	Ъаваб:  дягигликля.
	Тутаг ки,  - ихтийари функсийадыр. Фярз едяк ки, бу функсийанын  нюгтясиндя тюрямяси вар. Онда эюстярдийимиз кими   тягриби бярабярлийи доьрудур,  -йа ня гядяр йахын олса бу бярабярлик бир о гядяр дягиг олар. Беляликля, истянилян мцряккяб функсийаны тягриби олараг хятти функсийа иля явяз етмяк олар. Бу йанашмайа  функсийасынын хяттиляшдирилмяси дейилир. Графики олараг бц йанашма о демякдир ки, функсийанын графики  нюгтясиндя она чякилян тохунанла явяз олунур. Мясялян, тутаг ки,  мянфяятини ишчилярин  сайындан асылылыьыны эюстярир. Яэяр мцяййян вахтда ишчилярин сайы  кифайят гядяр бюйцкдцрся, онда тягриби бярабярлик . Эюстярир ки,  -дан аз фяргляняндя мянфяят ишчилярин сайындан хятти асылы олур. Функсийанын диференсиалы  юзц дя аргументин функсийасыдыр. Бу функсийанын диференсиалына верилмиш функсийанын ЫЫ тяртиб диференсиалы дейилир вя ашаьыдакы кими ишаря олунур: ; ахырынъы функсийанын диференсиалы ЫЫЫ тяртиб диференсиал вя с. адланыр.
	Мисал 3. функсийасынын ЫЫ тяртиб диференсиалын йазаг. Бунун цчцн бу функсийанын ЫЫ тяртиб тюрямясини тапаг. . Демяли, .
	3. Тейлор чохщядлиси вя дцстуру.  Тутаг ки,  функсийасы щяр щансы  нюгтясиндя -ъи тяртибя гядяр тюрямяси олан функсийадыр. Бу о демякдир ки, функсийа щяр щансы  интервалында  -ъи тяртибя гядяр бцтцн тюрямяляри олан функсийадыр, вя щям дя -ъи тяртиб тюрямяси дя вар.
	 Бу функсийа цчцн Тейлор чохщядлисини йазаг:
	.
	Ардыъыл олараг -ни щесаблайараг эюрярик ки, бу чохщядлинин вя онун -ъи тяртибя гядяр тюрямяляринин (-тяртибли тюрямя дахил олмагла)  нюгтясиндяки гиймятляри  вя онун тюрямяляринин гиймятляриня бярабяр олар. Она эюря дя ясас вар ки, бу чохщядлинин -я чох йахын олдуьуну щюкм едяк.  галыьы бу йахынлыьын юлчц дяряъясидир. Исбат етмяк олар ки, -дя эюстярилян шяртлярля  галыьы -я нисбятян сонсуз кичилян функсийадыр, йяни  .
	Буна эюря дя йаза билярик ки,
	                                (3)
	(3) дцстуру Пеано формалы галыг щядли Тейлор дцстуру адланыр.
	Бу дцстур ашаьыдакы дцстурун тябии цмумиляшмиш формасыдыр:  бу ися  функсийасынын  нюгтясиндя дифференсиалланмасы ифадясидир. Яэяр =0 эютцрсяк, Тейлор дцстуру даща садя шякиля дцшяр:
	                  (4)
	(4) дцстуру Маклорен дцстуру адланыр.
	Мисал 4. Тутаг ки, , онда  истянилян  цчцн доьру олар. Бу щалда  олдуьундан (4) дцстуруна ясасян аларыг:
	Арайыш мягсяди иля  вя  функсийаларынын Тейлор дцстуруну веряк:
	МЯСЯЛЯЛЯР
	1.  функсийасынын 8 нюгтясиндя,  функсийасынын к=2000 нюгтясиндя хяттиляшмясини йазын (М вя щ-параметрляридир).
	2.      функсийаларынын ЫВ щяддя гядяр дягигликля Маклорен дцстуруну йазын.
	3.а)  функсийасынын о нюгтясиндя, б)  функсийасынын  нюгтясиндя ЫЫЫ щяддя гядяр дягигликля Тейлор дцстуруна йазын. 
	 Бу хассяляря бу вя яввялки мцщазирядя верилмиш хцсуси диференсиалланма анлайышы тимсалында бахаг  (файдалылыг функсийасы щаггында  бах 7.1. б.3)
	МЯСЯЛЯЛЯР

	МЯСЯЛЯЛЯР
	Интеграл–рийазиййатын ян мцщцм анлайышларындан биридир. Бу анлайыш елмин, техниканын, игтисадиййатын бцтцн сащяляриндя эениш тятбиг едилир. Дцнйаэюрцшлц ящямиййятя маликдир. Яввялъя она тямиз рийази нюгтейи-нязяриндян бахаг.
	3. Кясилмяз тясадцфи кямиййятляр вя онларын хассяляри.  Яэяр еля мянфи олмайан  функсийасы варса ки, ихтийари  цчцн  олсун. Онда В тясадцфи кямиййяти кясилмяз адланыр.  функсийасы  В тясадцфи   кямиййятинин ещтималынын сыхлыг функсийасы адланыр.
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