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GIRIS

GOLOCOK IQTISADCI (MENECER) HANSI
RIYAZIYYATI VO NEC® OYRONMSLIDIR

Riyaziyyat va onun bagqga elmlarls slagali 6yredilma-
si prosesinda iki ndqteyi-nazar mévcuddur. Birincilar hesab
edirlar ki, riyaziyyat mustaqildir ve 6zu-6zliyunda giymatli-
dir. ikinciler bunu gebul edirler, lakin esasen hesab edirlor
ki, riyaziyyat ¢cox xeyirli va zaruri alatdir. Subhasiz ki, riya-
ziyyatin muayyan dinyabaxigli ehamiyyati var, lakin iqti-
sadcl, idareetma-menecer mutaxassislori Ugun riyaziyyat
idaraetmanin taskili ve tahlili Ggln bir alet, bir vasitedir. Bu
kitab da hamin maqgsadls yazilmisdir.

Kitab «iqtisadiyyatda riyaziyyat» adlanir ve riyaziy-
yatin, onun iqgtisadiyyata, maliyyaya tetbiglerini dyrenmak
dgln nazards tutulan Ug¢ semestra uygundur. Kitab g his-
soadaen ibaratdir:

Birinci hisse «Xatti cebrin va riyazi analizin asaslar»
adlanir. ikinci hisse «Riyazi analiz ve igtisadi slaveler» ve
Uguincl hisse «iqtisadiyyatda ehtimal nezeriyyssi ve stati-
stik Usullar» adlanir. Kitab ali maktablar tugun yazilan klas-
sik ali riyaziyyat kurslarindan ferqli yazilmigdir. Birinci farq
ondan ibaratdir ki, dyranilen riyazi anlayislar igtisadi, maliy-
yo, idarsetma sahalarine aid ayani slavalarle izah olunur.
Bu slaveler daginig, perakends deyillor. Faktiki olaraq bu
alaveler «Riyazi igtisadiyyat», «Maliyya riyaziyyati» mase-
lan, istehlakin taleb nazeriyyasi, optimal portfel nazariyyssi,
grup tarafinden qararlarin gabul edilmasi va s.) bdlmalarinin
asas anlayiglarini ahats edir. Bazan bu alavalar 6na gixir va
ele gorundar ki, riyazi anlayislar daxil edilir ve dyranilir yalniz
ona gora ki, igtisadiyyat t¢ln lazimdir. Bu kitabin ikinci forg-
li xtsusiyystidir. Uglincli fergli xtsusiyyst Gglincii hissays
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aiddir. Bu hissada ehtimal nazeriyyasi ve riyazi statistika
eyni zamanda garh olunur, bu ise tedris materialina muxte-
sorlik va zanginlik verir. Uygun komputer programlarinin bil-
gisine umid edarak bir sira mesalalerin tam serhi nazarde
tutulmayib. (Masalen, simpleks-Usul nazariyyasi yoxdur, la-
kin har hansi xatti programlagdirma paketini praktiki masge-
lalerde ve yaxud mustaqil olaraq dyranmak mumkuiandur).
Bir ¢ox isbatlar buraxilmisdir, zeruri hallarda onlar ali mak-
toblarin riyaziyyat kurslarindan tapmaq olar. Bir sira zaruri
nazarst tatbiqlari nazarde tutulmusdur (bu da giyabi ve ax-
sam tahsili iglin ¢ox vacibdir).

Riyazi modellagdirma, riyazi modellar

Real obyektlar gox murakkab oldugundan, onlari dy-
ronmak ugln dyranilan real obyektlorin suratlarinin model-
larini qururlar. Bir tarefden modeller dyroenilon surat Ggun
alverisli olmalidir, demali onlar ¢ox murakkab olmalidirlar,
buna gora de modeller real obyektlorin sadslasdiriimis su-
rotleridir. Digar terafden ise onlan oyrenarkan alinan ne-
ticalari real obyektlera-prototiplera aid edirlor, demali model
Oyrenilan real obyektin asas xususiyyatlerini eks etdirmali-
dir. Bu sebabdan de modellarin tartibi bdyuk maharat taleb
edir. Modellarin tartibi na gadar ugurlu olsa, o real obyektin
xususiyyatlerini daha yaxg! ifade edasr, tadgiqat ve ondan
alinan naticaler, tekliflar bir o geder ugurlu olar. Elmi tedqi-
gatlarda bir cox muxtelif modellerden istifade edirler: ma-
selan (laboratoriyada kicik ¢cay diuzaldirler ve onun Gzerinda
1:100 miqgyash su elektrik stansiyasi qururlar) ve abstrakt;
fiziki; riyazi (dayisenlerden, funksiyalardan, barabarsizlik-
larden va s.). Riyazi modelin tertib olunmasi riyazi model-
lasdirma adlanir. Riyazi modellerin tertibi ile riyaziyyat diger
elm sahalorinin elmi tadqgiqatlarina tatbiq olunur. Bu daha
aydin igtisadiyyat elminda gorunur. Bu kitabda riyazi aparat
vo riyazi modellar paralel sarh olunur.
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Tadris vasaitinin strukturu

Kitab asagidaki struktura malikdir: hissaler, mévzu-
lar, bélmaler, bandlar. Muallif istar hacmina gorae, isterse da
sarhlarin munasibatlarina gora real muhazirslerin matnlarini
yazmaga say gostermisdir. Bolmalerin ndmralenmasi mov-
zularin némraleri ile bu movzunun daxilindeki bdélmalerin
ndémralerindan alinir. Masalen, 2.1 bdlmasi — Il bélmenin |
movzusudur. Muallif bandleri ele tertib edib ki, onlardan
imtahan ve maqbul (zacgot) suallan kimi istifade etmak
mumkun olsun. Har bir bélmada hamginin muayyan tip me-
solalarin halli bu praktiki masgalalerde ve yaxud miustaqil
hall etmak Ugun masalelar verilmigdir. $okillor, dusturlar,
misallar, masalaler bdlmanin igerisinde ndmralanir, onlara
istinad edilarkan ham da bdlmanin ndmrasi gostarilir. Me-
salan, 2.1 bdlmaesinin (1) dusturuna istinad bels olur: 2.1
bdlmasinda (1) dusturuna bax. ©ger istinad kitabin basga
hissasina edilerse, onda bu hissenin de ndmrasi gosterilir.
Nazaret islorinds bir variant igiin masalaler, onlarin halli va
bir nega variant dgiin malumatlar verilmisdir.

istifade olunmus adabiyyat haqqinda

Ali riyaziyyata aid ¢ox sayda gozsl kitablar var ki,
muallif (6ziUm ds vaxtinda bu kitablardan 6yrenmisem)
bunlardan genis istifade etmisdir, hatta gox hallarda onlara
istinad etmadan. Xususi olarag muallifs teqdim olunmusg
V.N.Kiryusenkovun «Ali riyaziyyata aid muhaziraler» kita-
bini geyd etmak isteyiream. ©vvaelcaden Uzr istayirem ki, ba-
zon muslliflera (bezan qeyri-muayyan) istinad etmak mim-
kiin olmamisdir. Oziime haqq gazandirmaq lgiin geyd edim
ki, muallif bu tadris vasaitine elmi asar kimi deyil, yalniz
zoruri materialin vicdanla muayyan maqsad Ugun iglonmasi
kimi baxir, yoni galacak igtisad¢i (menecer) hansi riyaziyyati
ve neca dyronmalidir?



IXTISARLARIN SiYAHISI

VB Verilenlar bazasi

DXO Dovletin xazina 6hdagiliyi (istiqgraz kagizi)
DVS Diskret variasiya sirasi
DTK Diskret tesadufi kemiyyat
AYL Agac-yonma l6hvaesi

IVS interval variasiya sirasi
QQS Qorar gabul edan saxs

RS Riyazi statistika

KTK Kasilmaz tasadufi kemiyyat
TK Tasadufi kemiyyat

OKS Orta kvadratik sapma

EN Ehtimal nazariyyasi

MLT Merkazi limit teoremi




Hissa 1. Xatti cabrin va riyazi
analizin asaslari

!Vlé\{zu 1..
IQTISADIY_YATDA VEKTORLAR
VO MATRISLSR

1.1. Vektorlar va onlar uzarinda amaller

1.Vektorlar haqqinda ilk malumatlar. Nizamlanmis
adadlar yigimina vektor deyilir. Masalan, (1,3,7) vektordur.
Onu qisa olaraq P ile isare etsek, onda P =(1,3,7).
Vektora daxil olan adadler, onlarin yerlesma nomralari na-
zoro alinmagla vektorun komponentlari adlanir. Yuxardaki
misalda 1- adadi P vektorunun birinci, 3- adadi ikinci, 7-
adadi ise Uguncu komponentidir. Komponentlarin say vek-
torun 6lgiisti adlanir. Demali, P cgolcill vektordur.

Misal 1. Tutaq ki, zavod kisi, gadin ve usaq velosi-
pedlari istehsal edir. Zavodun bir ilde istehsal hacmini V' -ni
vektor saklinde (M, L, D) yaza bilerik. Bura da M -bir ilde
istehsal olunan kisi velosipedlerinin, L -qadin velosipedlari-
nin ve D -usaq velosipedlarinin hacmidir. Masalen, tutaq ki,
1996-ci1 il Ggln istehsal hacmi Vg4 =(1000,800,4000). Farz
edak ki, 1997-ci ilin plani 1996-ci ilin istehsal hacmindan 10%
coxdur. Onda ¥y, = (1100,880,4400) olar. Bger «Velosiped»
ticarat firmasi zavodun meahsullarinin yarisini alarsa, onda
1996-ci ilde firmanin aldigi mahsullar w =(500,400,2000)



olar. Tutaq ki, élkede cami U¢ velosiped zavodu var va on-
larin 1996-ci ilds istehsal hacmi uygun olaraq

, = (1000,800,4000), Q, = (1000,600,2000 ),
0; =(2000,1600, 8000) . Onda ii¢ zavodun birlikde istehsal
etdikleri mahsul O = (4000,3000,14000) olar. Yani 4000 kisi,
3000 gadin ve 14000 usaq velosipedlari istehsal olunub.
Qeyd etmak olar ki, O; =20, yeni Ill zavod bitiin ndvler
Uzra | zavoddan iki defe ¢cox meahsul istehsal etmisdir. Yu-
xaridaki misallarda V., V,, . W,0,,0,,0; konkret vektor-
lardir. ixtiyari Gigolgiilii vektor (x,,x,,x;) kimi ve yaxud qisa
olarag X kimi isare olunur. x; adadi X vektorunun I, x,

adadi, vektorunun Il, X3 adadi ise vektorunun Ill kompa-
nentidir. Istenilen dérdolglll vektor (xl,xz,x3,x4) kimi ve

n olculu vektor (xl,xz,x3,...,xn) kimi igare olunur. Vektorlar

iki nOv olurlar: satir vektorlan ve sutun vektorlarl. Yuxarida
gOstardiyimiz butin vektorlar satir vektorlari idi. Satir vek-
torlar nizamlanmis satirler saklinds, sutun vektorlar ise ni-
zamlanmisg sUtunlar saklinde yazilir. Sutun vektorun kom-
panentlarinin nébmralenmasi yuxaridan asagiya dogru olur,

4

masalan | 3 |. Matbea noqteyi nazerinden setir vektorlar-
0

dan istifade etmak alverislidir, lakin bazan sltun vektordan
istifade etmak zaruri olur. Vektorlardan butin elm sahale-
rinds, o cumladen da igtisad elmlarinde genis istifada
olunur. Vektorlardan istifads edarkan isarslarin goxu kom-
pakt olur va an asasi ayaniliyi ve mazmunu itirmirler.

Qeyd 1. Umumiyyaetle riyaziyyatda «vektor» anlayisi
coxmanalidir. Maktabds fizika foenninda vektor geyd edilmis
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baslangic nogtasi (quvvenin tatbig ndqgtesi) olan istiqamat-
lanmis parca kimi basa dusulir. Hondesade bazan vektor
mustavinin va ya fezanin xususi sekle gevrilmasi kimi baxi-
lir. Galecakda biz bu ndv anlanmalardan bazan istifada
edacayik.

Qeyd 2. Riyaziyyatda «vektor» anlayisi dedikds yal-
niz nizamlanmis adadlar toplusu deyil, istonilon obyektlor
toplusu da basa dusulur. Masalan, vektorun | komponenti

M, coxlugunun, Il komponenti M, goxlugunun vs s. ele-

mentleri ola biler. Bu imumi anlayisdan galecakds istifada
edacayik.

2. Vektorlar lizarinde amallar. Misal 1-do biz
vektoru adede vurmusduq. Dogrudan da O; =20, . Hamin
misalda biz Ug¢ vektoru toplamisdiq. O, +0, +O; va onlarin

comi olan O vektorunu almisdiq. Vektorlar (izerinde emaller
cox tebiidir ve odadler Uzerindaki amalleri yada salr.
Demak olar ki, vektorlar tzarindaki emallar adadler Uzerin-
daki amallarin daha genis oblastda tabii geniglandiriima-
sidir. istenilon vektoru istenilon ededs vurmagq olar. Bunun
Ucun vektorun butiin komponentleri hamin adada vurulur ve

naticeda vektoru alinir. U=(2,3) vektorunu 3-a vursaq
(6,9) vektorunu alariq. Tabii olaraq hamin vektoru 3U kimi
isara edirlar.

0, =(1000,800,4000) vektorunu 2-ys vurag. Onda
0; -9 barabar (2000,1600,8000) vektorunu alariq. O; =20, .

Bu ise o demakdir ki, misal 1-da lll velosiped zavodu | za-
voddan 2 dafe artig mehsul istehsal etmisdir. (Bazan vek-
toru adeds vurarkan natice-vektorun mana yuku itir. Masa-

lan, O vektorunu E-e vursaq, natice vektorda Il kompo-

nent tam adad olmadigindan onu velosipedlarin sayi kimi
gabul etmak olmaz).

11



Eyni Olguld iki vektoru toplamaq olar. Bunun dgln
avvalca | komponentler, sonra Il komponentler ve s. topla-
nir, bu camler natico vektorunu taskil edirlor.

0, = (1000,800,4000) vo O, =(2000,1600,8000) vektorlari-
ni toplayaq. Naticeds K = (3000,2400,1200) vektorunu ala-

rnq. Gosterin ki, K =30, . Muxtslif dl¢ulii vektorlar toplamaq
olmaz. Vektorun adada vurulmasi ve vektorlarin toplanmasi
asagidaki xassalera malikdir:

a) vektorlarin toplanmasinda gruplasdirma xassasi
dogrudur: assosiativdir (X +Y)+Z=X+(Y+Z). Bu xas-
soya gore istanilan sonlu sayda vektorlan toplamaq olar.
Misal 1-da Ug vektorun cami Q, + O, + O; tapiimigdir;

b) vektorlarin toplanmasi adede vurmaya nazeran
paylanma xassasina malikdir, yoani /‘L(X+ Y)= AX +AY .

Vektorlar Uzarinds emallerin sonraki xassalerini tas-
vir etmadan onu bir daha geyd edsak ki, vektorlar Uzarinda
amallerle adadler Uzerindaki, adi amaller oxsardir. Vektorlar
uzarindoki emallerle adadler Uzarindaki emaller arasinda
fargler de var. Masalen ixtiyari a, b # 0 adadler ligiin a -
nin b -den «nege dafe» bdyik oldugunu, yani %-ni tayin
etmak olar. iki vektor (iglin imumiyyatla bunu etmak olmaz.
Masalan, E=(7,1) ve N=(1,1) vektorlari tigciin ele 4 yoxdur
ki, E=AN olsun.

iki vektor o zaman barabar hesab edilir ki, onlarin
uygun komponentleri barabar olsun, yani onlarin uygun ola-
raq I, Il va s. komponentlari biri-birine baraber olsunlar.
Belelikle,X=(x1,x2,x3,...,xn), Y=(y1,y2,y3,...,yn) vektor-
lan Ggln x; = y,...,x, =y, olarsa, X =Y . Bu terafden gdrunur
ki, yalniz eyni 6l¢ulu vektorlarin barabaerliyindan ve ya bara-
barsizliyinden danismagq olar. Muxtalif élgull vektorlarin be-
rabarliyindan danigmaq manasizdir.
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Tutag ki, X,Y eyni Olguli vektorlardir, ager
X; 2 yy,..., X, 2 ¥, 0larsa, onda gabul edilir ki, X >Y . Mase-
lon, X =(6,3,0) ve Y =(5,1,0) olarsa, onda X >Y. X vek-
toruile Z = (5,4,0) vektorunu miqayise etmak olmaz, ¢lnki
X<Z, X=Z, X 2Z minasibatlerinin heg biri dogru deyil-
dir (vektorlarin adadlarden bir farqi de budur).

Bazan vektoru X = (x) soklinde yazmaq alverigli

olur, burada x, X vektorunun ixtiyari komponentdir. Vek-
torlar Uzerinde ameallari satir vektorlari Ggun tesvir etdik.
Sutun vektorlarn aglin amsaller eyni qayda ile yerina yetirilir

3
va naticads, slbstts sutun vektoru alinir. Tutaq ki, y_|; |,
0
6
onda 2x =| 4| olar. Eyni Olgulu setir ve sutun vektorlari na-
0

ticasinda satirvektoru sutun vektoruna va sutun vektoru se-
tir vektoruna cgevrilir. Bu amaliyyati yuxarda «T» indeksi
yazmagla isare edirlar. Masalan, U=(2,3) olarsa, onda

2
ul = (3} olar.

0
Tutaq ki, H:(J, onda H' =(0,7) olar. Asanligla
gormak olar ki, iki defa ardicilligla tetbiq olunan transponire

7
amaliyyati naticesinde avvalki matris alinir: (XT) =X .Bu-

rada X -in satir vo ya sutun matrisi olmasinin ahamiyyati
yoxdur.

Vektorlarin skalyar hasili Tutaq ki,
X =(x0x, ) ¥Y=(ony,) eyni  Olgili  vektorlardir.
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X0 +X%,y,+..+xy oadedine X ve Y vektorlarinin skalyar

hasili deyilir ve X -Y kimi igsars olunur. X ve Y vektorlari-
nin skalyar hasilini asagidaki xassalerini isbatsiz geyd edak
(onlarin isbati gox sadadir).

a) X-Y=Y-X;

b) X-(Y+2Z)=X-Y+X-Z;

¢) X-(A¥)=A(X 7).

Bu xasseler ixtiyari X,Y vektorlari ve istenilon A
adadi Ugun dogrudur.

3. Xotti foza. Vektorlarin xatti asihligi va xatti asili
olmamasi. Tutaq ki, R" biitiin 7 6lgiilii vektorlar goxlugu-
dur. Qeyd edok ki, bu yalniz coxlug deyildir - R” miiayyen
struktura malikdir. ixtiyari X € R"vektorunu istenilen A
adadine vurmaq olar ve naticeds alinan AX vektor da
R" goxlugunun elementidir. R" - den gétiriimis iki ve da-

ha c¢ox vektorun cemi do R"-nin elementidir. Bundan
alave, vektorun adads vurulmasi va vektorlarin toplanmasi
Il bandda gésterilmis miinasibatleri ddayir. R" - coxlugunda
unikal 0=(0...,0) vektoru var ki, onun da rolu adadlar gox-

lugunda 0 odadinin roluna oxsardir. Belo ki, 0-X=0 veo
X +0=X munasibatleri ixtiyari X € R" gln dogrudur.

mayan vektor adlanir. Manfi olmayan vektor bitiin kompo-
nentleri manfi olmayan vektordur. Vektor (2, 3) menfi ol-
mayan vektordur, (-2, 4) vektoru ise manfi olmayan deyildir,
bele ki, onun birinci komponenti manfi adaddir. Batlin bu

sobaebloere gére R"- o n-dlciilli adadi (hesabi) xatti foza
deyilir. Xatti fazanin terifindaki «adadi» s6zUnin manasi
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ondan ibaratdir ki, belo fezanin elementi komponentlori
adadlar olan vektorlardir.

Farz edak ki, eyni Olgula
B=(by,....b, ) 4, =(ay,rrapy oo A4, =(ay,.....a,,) vektorlari

verilmigdir. ©gear ele X;,...,X, adadleri tapmagq muimkin
olsa ki, B=x,4,+...+x,4, olsun, onda deyirler ki, B vek-

toru A4,,..., A, vektorlarinin xetti kombinasiyasidir. Belsliklo,
bunu bilmek Ug¢un 7 machullu, m tanlikden ibarst olan
cabri tanlikler sistemini hall etmak lazimdir:

a, x, +..+a,x, =b

a, X, +..+a,x, =b,

ax, +..+a,x, =b,

mnT"n

Misal 1. F(1,6) vektorunun H;=(1,2), H,=(0,2) vek-
torlarinin xatti kombinasiyasi olub-olmadigini yoxlayaq. Bu-
nun Ugln asagidaki sada xatti tanliklar sistemini hall edak:

x =1
2x;+2x, =6

Sistemi hall ederak tapiriq ki, xs=1, x,=2. Belaliklo,
F=H+2H,.

Bgar vektorlar sisteminin har hansi bir vektoru sis-
temin yerds qalan vektorlarinin xatti kombinasiyasidirsa,
onda vektorlar sistemi xotti asill, aks halda, yani sistemin
he¢ bir vektoru yerds galanlarin xatti kombinasiyasi ol-
mazsa, onda vektorlar sistemi xatti asili olmayan adlanir.
Masalan, yuxarndaki misalda F, H,, H, vektorlari xatti asil-
dir, bels ki, F=H{+2H, .

Tutaq ki, 4 her hansi vektorlar sistemdir, E onun alt
sistemdir. ©ger E xatti asili olmazsa ve A sisteminin ixtiy-
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ari vektoru E vektorlarinin xatti kombinasiyasidirsa, onda E
vektor sistemi 4 sisteminin bazisi adlanir.
Tutaq ki, E=(E,....E,). 8ger Be A olarsa, onda

her hansi 4,,..., 4, adadleri Gglin 4, ---1, bu ayriligin emsal-

lan adlanir. Bu emsallar &€ bazisinde vektorun koordinatlari
adlanir.

Teorem 1. ixtiyari vektorlar sisteminin heg ol-
mazsa bir bazisi var. Sistemin istani-
lan bazisinin elementlarinin sayi eyni-
dir. ixtiyari vektorun koordinatlar ve-
rilmis bazisda birgiymatlidir.

Teorem 2. R fazasinda sayl 7 -dan ¢ox olan

ixtiyari vektorlar sistemi xatti asilidir.

Misal 2. E, =(1,0,....0), E, =(0,L,...,0).....E, =(0,0,...,])
vektorlarinin R" fazasinda bazis toskil etdiyini gdsterak, yani
isbat edek ki, £ =(E,,...,E, ) bazisdir.

1. E - xatti asili olmayan sistemdir. Dogurdan da ferz
edak ki, E, vektoru E,,..,E vektorlarinin xatti kombi-
nasiyasidir. Onda, E; = LE, +...+ A4, E, . E, vektorunun ve
AMHE, +...+A4,E, xeatti kombinasiyasinin birinci kompanent-
larini mliqayise etsak, ziddiyyst aling: 1=4,-0+...+ 4, -0,
demsali bele 4; adadi yoxdur.

2. Tutaq ki, B=(b,.....b,) vektoru R"-dan gétiriimiis
ixtiyari ~ vektordur. Asanligla gbstermak olar ki,
B=bE +..+b,E,, yoni B vektoru E, - sisteminin vek-

torlarinin  xatti kombinasiyasidir ve B vektorunun kompo-
nentleri hemin bazisda onun koordinatlardir.

4.9mtoa fozasi. Qiymat vektoru. Miayyan vaxtda
ve muayyen yerde satisa c¢ixarilmig har hansi mal ve ya

xidmat emtoes adlanir. Tutaq ki, # mixtslif emtes var, i -ci
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amtaanin miqdarini X; -ile isare etsak, onda miayyen am-

toslar toplusu X=(x1,...,xn) n Olglli vektordur. Biz yalniz
amallerin manfi olmayan miqdarina, yani
x;20 i=L.,n . X 20 baxacayq.

©mtoealarin butun toplusu C amtos fozasi adlanir.
Bele amtasaloer toplusu ona gors foza adlanir ki, bu ¢oxlugda
ixtiyari iki toplunu cemlemak olar ve ixtiyari toplunu manfi
olmayan adada vurmagq olar. Biz farz edecayik ki, har bir
amtoeanin giymati var. Butun giymatlar musbatdir. Tutaq ki,

i-ci emtssnin bir vahidinin qiymsti P -dir, onda
P= (pl,...,pn)-qiymet vektorudur. ©mtealar toplusu vekto-
ru ve qiymat vektoru eyni olguludur. Xz(xl.) amtoaler top-
lusu il P:(pi) giymat vektorunun skalyar hasili

P-X = px +..+ p,x, amtosler toplusunun giymeati v ya
deyeri adlanir va C(X)—Ie isare olunur.

MOSSLBLOR

1. Rayonda bir bankin U¢ valyuta dayisma mantaqgesi
var. Bu mantagalerde yalniz dollar va yevronun rublla
mubadilesi aparilir. Har axsam butin pullarin galigi banka
verilir. M;- ile i-ci mantegenin pul vesaitini isare edsk.

M, +M,, M,+M,+M; vektorlarinin manasi varmi?

Halli aydindir. Lakin hamisa vektorlarin caminin me-
nasi olmur. Gostardiyimiz misalda bu cemlarin manasi var.
Farz edak ki, Ug 6lgull fezada vektorlar uygun olaraq gadi-
nin désunun olgusu, belinin gevrasi ve budunun hacmidirse,
onda bu vektorlarin ceminin manasi yoxdur.

2. Velosiped zavodu normal (4, =1) intensivlikle islo-

dikds bir ayda G =(30,40,60) kisi, gadin ve usaq velosipedi
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istehsal edir. 0< 4, <4 intensivliyi ilo islodikds ise 4,G, vek-
toru ile idare olunan qadar velosiped istehsal edir. (Zaruri
hallarda tam olmayan adadlari tama qadar yuvarlaglagdi-
racagiq).

Hamin zavod 4, =2,3;0,5; 0,6 intensivliyi ilo isladikda
ne qgoader velosiped istehsal eder? ikinci zavod 4, =1
intensivliyi ile  bir ayda hamin velosipedlerdan
G, =(40,50,60) kimi ifade olunan velosiped istehsal edir.
(41,4,)=(1,2); (2.3) oldugda her iki zavod birlikde na geder
velosiped istehsal edir?

3. Normal A =1 intensivlikle zavod R=(20, 40) ehtiyati
sorf edir ve V=(10, 30) mahsul istehsal edir. 0< 4 <4 oldu-

qda ise A -dofo artig ehtiyat serf edir vo A defo artiq
mahsul istehsal edir. 4=2;3;2,5 oldugda (ehtiyat serfi ve
mahsul istehsall) cutllydnd tesvir edin. (20, 60) ; (15, 45)
maohsul istehsall Ggun ehtiyat serfi vektorunu tapin. (25, 30);
(30, 60) ehtiyat sarfina géra mahsul istehsalini tapin.

2 -10
4. ﬂ[1j+ﬂ( 4 j xotti kombinasiyasinin menfi ol-

mayan (1, 1) ; (6, 1) ; (-1, -1) ; (2, -1) vektoru oldugunu
bilerek A ve a4 citllyinl tapin.

1\ (2)(7
5. [J, (O}[lj vektorlar sisteminin xatti asili olub-

olmadigi asiliigini yoxlayin. Bu sistemin bitin bazislerini
tapin.

6. Qiymat uygun (3, 5) olan iki név amtas varsa,
dayeri 15, 30, 45 olan amtes toplusu gosterin. Tutaq ki,
giymatler dayiserek (4, 4) olub. Ucuzlasan, bahalasan ve
eyni giymatda galan amtaa toplularini tapin.

7. Dukan iki ndv mismarla alver edir: 25 vo 40 mm.
olan. Mismarlarin kitlasi uygun olaraq 5 ve 10 q., giymatleri
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ise 1 kq.-1 uygun olaraq 5 ve 7 rubldur. Alict 10 rubllug
mismar almagq istayir. Bu giymate uygun mismarlar toplu-
sunu gosterin. Aliciya har ndév mismardan na gader alin-
masini nece maslahat vermak lazimdir ki, alinan mismarla-
nn: a) katlasi en az olsun; b) uzunluglan an boylk; c) 40
mm-lik mismar 25 mm-lik mismardan iki defe gox alinmig
olsun.

1.2. Matrislar va onlar uzarinda amallar

1. Matrislar haqqinda ilkin malumatlar. ©dadlor-
den ibaret olan duzbucaql cedvale matris deyilir. Masalen,

(12 (? f] iki setiri ve U¢ sutunu olan matrisdir. Bu matrisi A

ilo isaro edak. Adaten matrisin elementloerini matrisi goste-
ren harfin kigik herfi ile isare edirler: 4 = (a,, ). Bu matrisin 6
elementi var:
a =2, a;, =3,a;3=0,a,, =1,a,, =0, a,; =4 . Bu elementlori
bele oxuyurlar: a;;- a - bir — bir, a;, - @ - bir — iki va s.
matrisin satirleri ve sutunlarinin sayi onun olgusu adlanir ve
ham da satirlerin say birinci deyilir. Belsalikls, A matrisi 2x3
olguludur. Iki matris yalniz ve yalniz o halda barabar (eyni)

hesab edilir ki, onlarin olguleri, yani satir ve sutunlarin sayi
ve uygun elementlari eyni olsun. Masalen, tutaq ki, 4=(q,))

matrisim x n olgiilii, B =(a,,)matrisi ise kx s ®lgilidilr.
Onda A=B yalniz va yalniz o halda dogrudur ki, istanilen
i=1,-~n ve j=1,--,n UgUN k=m, s=n VO a,=b, olsun.

Belalikla, olgulari eyni olmayan matrislerin barabarliyinden
danismaqg manasizdir. Satirlaerinin sayl sutunlarinin sayina
barabar olan matris kvadrat matris adlanir.

Kvadrat matrisin g, elementlori matrisin bas
diaqonalini tegkil edirlar. ©ger kvadrat matrisin bas diaqo-
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nal elementlari vahid qalan butin elementlori sifirdirsa,
onda belo matriss  vahid matris deyilir. Masalon,
1 0 0
E.={0 1 0
0 0 1
sin 6z vahid matrisi var . Olglisi m x n  olan A matrisini

nazardan kegirak.. Onun har satrina n oOlgullu satir — vektor,
har sttununa ise m Olgulu sutun—vektor kimi baxa bilerik. /-

uc olgult vahid matrisdir. Har olgulu matri-

ci satir-vektoru a:, j—cu sltun-vektoru 4, ils isare etsak,
onda A vektorunu nizamlanmis satir-vektorlarin vasitesilo
a:
A=
an
A=(A4, -, A) soklinde géstermek olar. Qeyd edak ki,

vektorlara matrislerin xususi hali kimi baxmaq olar. Bela ki,
setir-vektoruna bir seatri olan matris, sutun-vektoruna ise
yalniz bir sutunu olan matris kimi baxmaq olar.

vo ya nizamlanmig sutun-vektorlari vasitesile

2. Matrislor uUzarinde amallar. Matrislor Uzarinda
amallar vektorlar Gzarindaki amalleri yada salir.

Matrisin edede vurulmasi. Ixtiyari matrisi istanilen
adada vurmaq olar. Bunun Ugun matrisin har bir elementini
hamin adada vurub, naticede matrisi alariq. Masalan,

A= (2 3 Oj matrisini 2-ye vuraq.

1 0 4
2A=(4 6 OJ, bu o demaekdir ki, matrisi adeda
2 0 8

vurarkan vurugu matris isarasinin qarsisina «gixartmaq»
olar.

Matrislerin toplanmasi. Eyni 6l¢ulU ixtiyari iki matrisi
toplamaq olar. Naticede hamin dl¢uli  matris aling. Tutaq
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ki, A:(a[j) , B=(b,~j), onda A+B matrisi a;; +b;; ele-

mentlarinden ibarst olar, yani, matrislari toplayarkan onlarin
eyni yerda duran elementlari toplanir.

Maxtalif dlguli matrisleri toplamaq olmaz (hatta onla-
rn bir Olgisu eyni olsa bela, yoni masalan, agar satirlorin
say! eyni, lakin sutunlarin sayr muxtslif olsa bels matrislori
toplamaq olmaz. Matrislerin toplanmasi assosiativlik xasse-
sine malikdir, yeni, (A+B)+C=A+B+C) . Bu xasse sonlu
sayda ixtiyari matrisleri toplamaga imkan verir.

Matrislerin vurulmasi. Bazen (hamisa yox!) matrislari
bir-birine vurmaq olar. Qeyd edak ki, matrislerin vurulma-
sinda vurma ardicili§ ¢ox vacibdir. Hansi halda m x n
Olculd A matrisini k x ¢ Ol¢ulu B matrisine vurmagq olar?
Bu suali aydinlasdiraq, yeni AB hasilini tapmaga calisaq.
AB hasili yalniz n=k oldugda mumkundur, n=k -ni r — la
isare edok. Vurma naticasinde m x s dl¢ult C matrisi alinar.
C matrisinin elementlori c,=ab, +ab, +...+ab Vo Yya-

iy

xud ¢ =Sab soklindadir.

1 0
Masalen, tutaq ki, ,_ 2 30y B :
(1 0 4 B=|1 4
0 2
Onda p_ 5 12
1 8
Qeyd edak ki, BA hasili da var ve matrisi de var ve
2 30
BA=|6 3 16|
2 0 8

Biz gortrik ki, AB # BA.

Demali, matrislerin vurulmasi kommutativ deyildir,
yani vuruglarin ardiciligindan asilidir. ©gar V matrisinin W
matrisine vurmaqg olmazsa, onda deyirler ki, V' -W hasili
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yoxdur. Vektorlari matrislerin xtsusi hali kimi hesab etmak
mumkin oldugundan, matrisi ve vektoru bir-birine vurmaq
olar (hemise yox!). Bu zaman yuxarida tesvir edilmis qay-
dadan istifade edirler. Tutaq ki, A matrisi m x n 6lguli Y
Olcist s olan satir vektordur. Onda matrisi sol terefden
yalniz sUtun-vektora vurmaq olar, bu sertle ki, n=k olsun,
naticeds m olgull sutun vektoru alariq. Matrisi sagdan yal-
niz satir vektoruna vurmaq olar, bu gertle ki, s=m olsun,
naticede n Olgull satir-vektoru alinir.

Satir-vektorunu siutun-vektoruna yalniz onlarin 6IgU-
lari eyni oldugda vurmagq olar, naicada bir satirdan va bir
sutundan ibarat matris alariq, bele matrisi edaed hesab et-
moak olar. ixtiyari sUtun-vektorunu ixtiyari setir-vektoruna
vurmagq olar (matrisler kimi). Naticade satirlarin sayr sutun-
vektorunun, situnlarin sayi ise satir-vektorunun uygun saetir
vo sutunlarinin sayina barabar matris alariq. Masalan, tutaq

1
Ki, :230, , onda
A (1 0 4J Y(4,1),X[2J

0
4 -1
8
AX:[J; YA=(7,12,-4), xy=|8 -2/
0 0

Qeyd edak ki, XA, AY, YX hasilleri yoxdur.

Matrislarin transponire olunmasi. Vektorlarda ol-
dugu kimi matrisleri de transponira etmak olar, yoni satir-

lorle siitunlarin yerini deyismak olar. Tutaq ki, A:(Z 3 0].
10 4

21
Onda AT{3 OJ olar. Asanlgla gormak olar ki, ager

0 4
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A matrisi m x n  odlguludurse,

onda transponira olunmus matris n X m

a, 4y - 4y,
g7 ap dp 1 4y ey ey .
= Olculu olar. Vektorlarda oldugu
alm a2m : anm

kimi matrislerde de iki defe ardicil transponira matrisin
6zUnd verir: (AT)T =A.

3. Texnoloji matris ve optimal planlagdirma me-
salesi. Matrisler butun elm sahalarinda, o ciumladan iqtisa-
diyyatda da genis istifada olnur. Matrislarden istifade edar-
kan butun isaralar cox kompakt, syani va mahiyyati saxlay-
andir. Misal Ugun texnoloji adlanan matrise baxaq. Tutaq ki,
muassise m nov ehtiyyatlardan n név meahsul istehsal
edir. Farz edak ki, j — cu mahsulun bir vahidi tug¢lin i — ci
nov ehtiyyatin a; - vahidi serf olunur, yeni a; - j—cu mah-
sulu istehsal etmak Ugln / — ci ehtiyyatin sarf normasidir.

A:(ai j) ehtiyyatin norma matrisi adlanir. Bu matrise

asagidaki sebabdan texnoloji matris do deyirlar.

Bu matrsin A; j — ci sUtununu nazardan kegirak.

J — cu sutun j — cu mahsulun bir vahidinin istehsall
Ucun lazim olan ehtiyyat sorfini gosterir. Abstrakt sakilda
desak, j — cu mahsulun bir vahidini istehsal etmak ugun bi-
«qarnsdirmaq» lazimdir. Bu cur «gargidurmani» ehtiyatlarin
yenidan iglanmasi texnologiyasi adlandirmaq olar. Belsliklo,
A matrisinin j — cu sutunu ehtiyatlarin ema-lnin j — cu tex-
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nologiyasini tesvir edir. Butun muassise n texnologiyaya
malikdir.

indi ise texnoloji matrisin satirlerinin mahiyystini ay-
dinlagdiraq. Asanligla gérmak olar ki, i — ci satrin element-
lari j — cu ehtiyatin har vahid mahsul UGgln sarfini tasvir
edir. Texnoloji matrisi daha darinden dark etmaye calisaq. |
mahsulun x; vahid, Il meahsulun x> vahid ve umumiyastle j—
cu mehsulun x; vahid istehsall Ggin plana baxaq. Bu plani

X

siitun vektoru seklinde yazaq: X =| : |. Qeyd edsk ki, bu

Xn

plani ele hayata kegirmak olar ki, Z":a]jxj vahid 1-i ehtiyyat,
Jj=1

i“zfxf vahid Il ehtiyyat vo umumiyyatla Za,;,xj - vahid i —
j1 J=1

ci resurs lazim olacaq. Malum olur ki, bu migdarda resurs-
lar AX sutun vektorunun elementlaridir, bu sertls ki, A sorfi
normasi matrisi soldan X sutun vektoruna — istehsal pla-
nina sagdan vurulsun. Yeni kemiyyat — manfoaatda xUsusi
coki daxil edak. j — cu mahsulun bir vahidinin satisindan
alde olunan manfests, manfestds xiisusi ¢aki deyilir va ¢;
ilo isare olunur. Manfeatde bltln xUsusi ¢akilari satir vek-
toru C=(c, c,) soklinde yazaq. Onda C-X hasili
istehsal olunan X vahid mahsulun satisindan alinan man-
foat olar. Bu manfasti P(x) ile isara edak. Tutaq ki, i — ci
ehtiyyatin vahidlarinin miqdar b; — dir. Bunu sutun vektoru

soklinds yazaq: 2 l?‘ . Onda A4X < B. Matris — vektor

b,

barabarsizliyi onu gostarir ki, istehsal planina baxarken eh-
tiyatlarin mahdudlugunun zaruriliyini nezera almaq lazimdir.
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©ger bu berabarsizlik 6denarse, demali X plani Ggln eh-
tiyatlar kifayotdir va bela plan realdir.
_ Asagidaki optimal planlasdirma masalasine baxaq:
Istehsalin el planini tapin ki, hem real olsun, ham doa butin
real planlarn igerisinde an ¢ox manfeati tamin etsin. Bu
masala butun igtisadiyyatin an muhim masslalarindan biri
olub, simvolik olaraq asagidaki sakilda yazilr:

P(X):C~X—>max,

AX < B,

X>0

(Maselonin  mezmununa gbre x>0 olmahdir).
X >0, AX < B sertlerini ddayan bitin X planlan goxlugunu
D ile isare edak ve onu mimkin planlar ¢oxlugu adlandi-
rag. Onda yuxaridaki masalani, belo ifads etmak olar: P(X)-
manfaat funksiyasinin » oblastinda—mUmkuin planlar ¢ox-
lugunda maksimumunu tapin: P(X)—> max X € D

4. Matrislor vo xatti gevirmalar. Hor hansi adadi
xotti fozani masalen, R*- ni nazerden kegirek. Onda iki
Olculd har hansi 4 kvadrat matrisi Ot(X)=Ax gaydasi ile
a: R*— R* cevirmasini veror. «- nin xatti olmasi o
demakdir ki, istonilon x.,vy vektorlar ve istenilon A adadi
tgin a(X +Y)=a(X)+a(r) ve a(iX)=lda(X) sartlori
odanir.

Xususi halda sifir vektoru 6ztina gevrilir.
Misal 1. Asagidakilar gostarin:

a) g _[! %] vahid matrisi 6zii-6ziine geviren eyni-
o1

lik gevirmasini tayin edir;
b) s, :[’1 ?J matrisi, vektoru A - ya vurur;
0

C) 51:(0 lj matrisi, vektorun komponentlarinin ye-
1 0

rini dayigir;
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11

dayismaz saxlayir, ikinci komponentlari ise avvalki kompo-
nentlerin camina gevirir.

) S, :[1 OJ matrisi vektorun birinci komponentlarini

MOSSLOLOR

2 1 1
A: isi i = — = -
1. [0 4] matrisi ilo X =(2,-3),Y (4] vektorlari

nin butin mdmkin cut-cut hasillarini va XAY - hasilini ta-

pin.
Cavab.

6
Ayz(mj, XA=(4,-10) , XY =(-10)=—10,

v=[* T xur-ceor=ca10| ' |=_36
g g MY XY =ERI0) =36

2 1), (1 3) (4 ), _(¢ .
2. 4 217712 6l 13 2 Tl matris — vektor

tonliyini hall edin.
Halli. Yalniz birinci tenliys baxaq. Nezars alaq ki, bu
tanlikde X adad ola bilmaz, o yalniz 2x2 Ol¢ulu matrisdir.

.. _ x11 x12 . . e e
Bu matrisi X = ilo isare edak va A matrisini X
X, X

21 22
matrisina vuraraq asagidaki tenliklar sistemini alirnq:
2x; +x9; =1,
2x)5 + X9, =3,
4%, +2x,, =2,
4x15 +2x,, =6.

Bu sistemi hall edib X matrisini tapariq.
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Cavab. Haller sonsuz saydadir. Haller ¢oxlugu

X, X, % x eR soklinds olar.
1-2x, 3-2x,) """

2 0 1 -3 1 0
3. X=|-2 3 2|,Y=0 2 1| matrislorina ba-
4 -1 5 0 -1 3

xaq. Gosterin ki, XY #YX.

Bu isa gosterir ki, matrislerin hasili kommutativ deyil-
dir, yani vuruglarin yerinden asilidir.

4. Sex iki ndv transformator istehsal edir. Birinci név
transformatorun biri Ggin 5 kq demir ve 3 kg maftil, ikinci
név ugln isa 3 kq demir ve 2 kq meaftil telab olunur. Bir
transformatorun satisindan sex uygun olaraq 6 va 5 dollar
golir goturur. Sexds 4,8 t demir ve 3 t maftil var. Sex nego
ndv maftil istehsal edir? Ne¢a ndv ehtiyyatdan istifads olu-
nar? Serf normasi matrisini, manfastde xususi ¢aki vekto-
runu ve ehtiyatlarinin vektorunu yazin. Bir nege istehsal
planina baxin va onlarin hansinin mimkin plan oldugunu

muayyanlasdirin. Masalen, 500 600 miimkiin plan ola
600) " | 600
bilormi?
Halli. Menfestde xususi gaki vektoru C =(6,5), re-

. . 4800
surslarin ehtiyat vektoru isa B = olar.
3000

53

Serf normasi matrisi 4 {
3 2

] olar. Mahsulun novleri

—2, resurslarin noévu— 2.

X =(x1j planinin mimkin oldugunu gostarmak Gglin
X

ya bu plan Ugun ehtiyyatlarin serfini hesablayib, ehtiyyat-
larla maqayise etmak lazimdir, ya da 4x <B matris — vektor
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berasizliyinin dogrulugunu yoxlamaq lazimdir. Naticads ala-
rnq ki, har iki plan mamkundur.

5. Taxta—salban zavodunda kiknar ve sam agacla-
rindan faner va tirlor dizaldilir. 100 kv.m faner Ug¢un 2 kub m.
kiikknar ve 6 kub m. sam agaci teleb olunur va 170 dollar
manfaat alinir. 100 m kuknar tiri dguin 5 kub m. va 100 m.
sam tiri Ggln 4 kub m. agac teleb olunur, menfeat ise
uygun olaraq 80 va 100 dollardir. Bu zavod nega mahsul
istehsal edir? Neg¢a ndv ehtiyyatdan istifade olunur? Mate-
rial sarfi normasinin matrisini, xisusi manfasat va resurslar
ehtiyati vektorunu tapin. isbat edin ki, faner istehsal etmok
sorfoli deyil. Maksimum manfasat veran plani tapin.

6. (é AIJ matrisinin kvadratini va kubunu tapin.

Gostoris. Matrisi kvadrata yuUkseltmak dglin onu
0zU-6zuns vurmaq lazimdir. Matrisin kvadratini 6zina vur-
duqgda matrisin kubunu aling.

7. Tutaq ki, E vahid matrisdir. Yoxlayin ki, XE(EX)
varsa, onda XE=X (EX=X) bearaberliyi ixtiyari X Ugun
dogrudur.

8. Tutaq ki, Az(z 3}32( 2 ‘3]. Yoxlayin ki,

12 -1 2
AB=BA=E, burada E; iki tertibli vahid matrisdir. Belo ol-
dugda A va B matrisleri qarsiliqh ters matrisler adlanir
ve asasen X ' kimiisara edirlor.

9. R® fozasinda asagidaki matrisleri yazin:

a) vektorun | komponentini 3-8, Il komponentini 2-
ya vurun va lll komponentini oldugu kimi saxlayin; b) Il
komponenti avvalki u¢ komponentin cemi, Il komponenti
avvalki | va Il komponentlerin cemi, | komponenti ise ov-
valki kimi galir.

10. ©ger Y maenfi olmayan satir vektordu, 4 mat-

ris, X,B siitun vektorlardirsa, onda AX<B berabersizliyini
soldan Y- o vursaq, barabarsizlik 6z gucunds galar. Bunu
yoxlayin.
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1.3. Xatti cabri tanliklar sistemi

1. Xatti cabri tanliklor sistemi haqqinda ilk malu-
matlar.Bir cox masalalerin halli naticade xatti cebri tonliklor
sisteminin halline gaetirilir. Asagidaki «zarafat-maseloyo»
baxaq. «Kesfiyyat¢i haqqinda masele». Maxfi seherds
100000 fshle 3 boyuk zavodda iglayir. Sshards basqa
zavod yoxdur. Kasefiyyatgi bu zavodlarda kadr axini
haqqinda malumati alds edib: bir ilde har min nafar iggiden
20 naferi A zavodundan B — ye, 15 nafari isea C — ya kegir
vo s. (sokil 1). $ahar uzun iller sakit, stabil yasayir. Bu
soraitde kasfiyyatgcl har zavodda isleyanlerin sayini tapir.
Siz da bunu tapa bilarsinizmi?

Halli. Tapa bilerik ki,
«Soher sakit, stabil yasayir»
Onu  gbsterir ki, bir ilda bir ?/ 7 8 5
zavoddan negas fahle isden 10

y

cixibsa, o qadar da ise gabul B 10 C

olunub. A zavodundaki
fehlalerin sayini a ile, B
zavodundaki fehlalerin sayini b ile, C
zavodundaki fehlalerin sayini ¢ ils isare eisaok,
xotti cebri tanlikler sistemini alariq:

A 35a/1000 = 7b/1000 +8¢/1000,

B: 17b/1000 = 20a/1000 +10¢/1000,

C: 18¢/1000 =15a/1000 +105/1000,
a+b+c=100000

Bu sistemi hall edib taparq:

a = 17600, b = 43600, ¢ = 38800

Xatti cabrda bir vektorun bir nege vektorlarin xatti
kombinasiyas! olub, olmadigini yoxlamaq ugin har dafs
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xotti cabri tonlikler sistemi ile rastlasiriq. Bele masalays biz
yuxarida (bax. punkt 3 1.1.) baxmisdiq.

Xatti cabri tonliklar sistemina aid olan bazi muhim
anlayislar nezardan kegirak.

Xatti cabri tanliklar sisteminin he¢ olmazsa bir halli
oldugda ona birgs, yalniz bir halli oldugda ona musayyen,
birden ¢ox halli oldugda ona geyri-muayyan va halli olma-
digda onda ona birge olmayan deyilir. Asagida bels sis-
temlare aid misallar ardicilligla gésterilmisdir:

X, +x,=3, 2x, —x, =1,
2x, —x, =0, X, +x,=5,

x, —x, =1, X, +2x, =4,
2x, —2x, =2, 2x, +4x, =7,
2. Xeotti cobri tanliklor sisteminin vektor ve mat-

ris-vektor saklinda yazilisi. Tutaq ki, n — machullu xatti
cabri m tenlikdan ibarat sistem verilmisdir:

ax +..+a x =b,

a x +..+a x =b .

ml1”71 mn~"n m

'xl bl .
x=| | | : isare edak.
X, b
A — il amsallar matrisini, A4,...,A, — ilo matrisin

vektor sltunlarini isare etsak, onda verilmis sistemi asagi-
daki kimi yaza bilarik:

Vektor soklinde: x 4 +...+x A =B

Onda verilmis sistemin halli B vektorunun Ay,...,A,
vektorlarina gore butin mumkin ayriiglarinin tapilmasina
gatirilir. Yoni ele xy,...,x, adadlar toplusu tapilmalidir ki, B
vektoru emsallari hamin adadler olan vektorlarin xatti kom-
binasiyasi olsun. Har bir bela toplum n Olgulu vektordur ve
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demali, verilmis sistemin haller coxlugu M, n olguli xatti
adadi goxlugun R" — in alt goxlugudur. ©ger B vektorunu
A4, ...,A, vektorlarinin he¢ olmazsa bir xatti kombinasiyasi
soklinde gosterila bilerse, onda xatti caebri tanlikler sistemi
birge (uyusan), bu xatti kombinasiya yalniz bir olarsa, onda
sistem muayyan, birdan ¢ox olarsa sistem geyri-muayyan
vo ager B vektoru Ay, ..., A, vektorlarinin xatti kombinasiy-
asi saklinda gosterile bilmazse, onda sistem birge olmayan
(uyusmayan) adlanir ve yaxud: |m|>1,M|=1,|M|>1,|M|=0

Xatti cebri tonliklar sistemi matris saklinde qisaca
olaraq AX=B saklinda yazilir (adi birdaracali ax=>b tanliyi ile
muqayisa edin).

Iki xatti cabri tanlikler sisteminin birinin har bir halli
digerinin halli olarsa ve ya tarsine, onda hamin tanliklar
sistemi eyniglcli adlanir, yani onlarin hallar ¢oxlugu eyni-
dir. Asagidaki iki gevirma xatti cebri tanliklor sisteminin
elementar ¢evirmasi adlanir:

1) tenliklerdan birini sifirdan farqli ededs vurmaq ve ya
bolmak;
2) sistemin tanliklarindan birinin Gzarina alava etmak.

Hb6km. Xaetti cabri tanliklar sistemi Uzerinde sayindan
asilh olmayaraq ardicil eynigucli g¢evirmalar apardiqgda ev-
valki sistemla eyniguclu sistem alinar.

Xaotti cabri tanliklar sistemini  hall etmak Ugun genis
yayllmig Usulu machullarnn ardicil yox edilmasi Usulundan
ve ya onun modifikasiyasi — Jordan-Hauss Usulundan isti-
fade edirler. Bu Usulun mahiyyati ondan ibaratdir ki, ele-
mentar c¢evirmalar vasitasilo masalon, 3 tortibli sistem
ucbucaq ve ya trapes saklina gatirilir.

a x +a,x,+a.x+=>b,

a.x, +a,x+=b,,

22772 23773
1

a,x,+=>b, .

33773
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Bu sistemin (avvelkina eynigucld) hallini tapmagq
asandir, hamin hall svvalki sistemin halli olar.
Misal 1. Asagidaki sistemi Jordan-Hauss Usulu ile
hall edin.
X +x,+x,=6,
2x, —x,+x, =3,
2x, —x, =1.
Machullar ardicil olarag yox edak. 1-ci addim da x;
— i birinciden basqa tenliklerden yox edak:
X, +x,+x, =6,
-3x,—x,=-9,
2x,—x,=1.
2-ci addimda x3 — U ikinci tenlikden basqa galan
butun tenliklardan yox edak:

X, —2x,=-3,
-3x,—-x,=-9,
5x, =10.

3-cu addimda x» - ni uguncuden basga butun ten-
liklarden yox edak:

x =1,
-x, =-3,
5x, =10.

2

Belaliklo, sistemin halli: x; =1, x> =2, x3 =3 olar.
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3. Matrisin determinanti.

Tutaq ki, 4 _ [a“ anz] - iki tortibli kvadrat matrisdir.

aZI a22

a a. —a.a. - oadadi A matrisinin determinanti adlanir ve

117722 127721

A(A) ile ve yaxud |4 4| ils igars olunur.
aZl a22
N H al] alz al} PRI B
3 tortibli matrisinin determinanti
A: aZ] aZZ 23
a a a

asagidaki kimi hesablanir:

A(A) = ayjaypay; +aparpas +a;3aas —

—a3dydsz —apdydsy —dydypds

Determinantin har hansi bir elementinin minoru ha-
min elementin yerlasdiyi satri ve sutunu pozdugdan sonra
alinan determinanta deyilir. Masalon: yuxaridaki 3-tertibli
determinantin a;; elementinin minoru

a a
A =7 3 olar.

11

a32 a33

Determinantin har hansi bir elementinin cabri ta-
mamlayicisi hamin elementin minorunun (-7)° hasiline deyi-
lir. Bura da S hamin elementin yerlagdiyi satir va sutunlarin
némralarinin comidir.

Determinantin xassoleri:

1) satirlorle sutunlarnn yerini dayisdikde determinant
dayismaz, yani transponira olunmus matrisin determinanti
avvalki matrisin determinantina barabaerdir;

2) determinantin iki satrinin (sutununun) yerini dayis-
dikde onun isaresi dayisir, yani determinantin iki satrinin
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(sUtununun) yerini dayismak determinanti (-1) vurmagla ey-
nigucludur;

3) determinantin iki satri (sutunu) eyni olarsa, deter-
minant sifira barabardir;

4) determinanin satirinin (sUtununun) butin ele-
mentlorinin ortaq vurugu olarsa, onu determinant isarosi
xaricina ¢ixarmagq olar;

5) determinanti har hansi bir satirinin (sutunun)
batin elementlarini eyni bir adeda vurub, diger satirin
(sutunun) uygun elementlari Gzarina alave etsek determi-
nant deyigmir;

6) determinantin har hansi bir setrinin (sutununun)
bitin elementlarini onlarin uygun cabri tamamlayicilarina
vurub, topladigda hamin determinant alinir, masalan, i - ci
setiri (sttunu) goétursak alanq:

A(A) = ailAil teeet ainAin ve ya A(A) = i aikAik !

burada A4, odadleri g, elementinin cabri tamamlayicila-

ndir.

Bu xassaler istenilon kvadrat matrisin determinanti-
nin tapilmasina imkan verir. Lakin adi qayda ile masalan 5-
tortibli determinanti hesablamaq kifayet deracada agirdir,
ona gora doa lazim galdikde komputer programlarindan isti-
fade edirler. Biz bu kitabda 4 tertibden yuxari olmayan de-
terminantlarla kifayatlonaciyik.

Misal 2. 4 tortibli: determinantini he-

A=

W = NN

3
3
1
4

N O = =
—_— O = N

sablayin.
Halli. Determinantin birinci satir elementlarine gore
ayriligini yazaq: A=1A,, —2A,, +3A, —4A,,

34



Ay, Ay, Az, Ay, - Gg tertibli determinantlar tapagq.
Misal Gglin, A, - i tapaq:
1 o |1 o |
4 11 B 1 B
Eyni qayda ile tapanq ki,
A, =-1, A; =-1,A, =-1 ; naticede alariqg ki, A=3.
4. Determinantlarin xatti cabri tanliklar sisteminin
komayi ila halli. Ugmachullu, Ug tanlikdan ibarat xatti cabri

tonlikler sistemina baxaq:
ay X, +apX, +a3%; = by,

1
=2-3+1=0
4

A, =2

+1

Ay X, + Ay X, +ayX; = by,

Ay X, + A3y X, + Ay, = b,

. an 4 dp b, a, aj;
TUtaq ki, A=lay ay ay A =1b, a, ayl
ay 4y Ay by, ay ay
a, b a; a, a, b
A, =lay b, ay Ay =lay ay, by”
ay by ay a, a, by

Onda, A #0 olarsa, xatti cebri tonliklor sisteminin yegana
halli var ve bu hall Kramer duisturlar adlanan asagidaki
dusturlarla tapilir:

A A A

X, =—,X,=—=,x,=—.
A A A
Qeyd edsk ki, analoji dusturlar machullarin sayi tan-
liklerin sayina berabar olan ve machullarin emsallarindan
duzaldilmis determinant sifirdan ferqli olan ixtiyari xetti cebri

tonlikler sistemina tetbiq edilir.
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Misal 3. Kramer dusturlari vasitasile asagidaki sis-
temi hall edin:
X, +2x,+3x, =14,

x,+ x, =5,
2x, +3x, +4x, = 20.
Cavab: :__izl,xzz__Zzz,)%:__?:;

5. Tars matris. Tutaq ki, A har hansi matrisdir. ©9ger
AB=BA=E olarsa, B matrisi A matrisinin tersi adlanir, bu-
rada E har hansi vahid matrisdir. ©dadlarle migayise et-
sok muayyen oxsarligi gorerik, bels ki, mesalon, 2 adadi

dculn % - in tars adaddir, cunki 2-%=1. Bu manada A mat-

risinin torsini A™ isara edirlder.

Taklif. Yalniz kvadrat matrisin torsi var.

Isbati.  Malum oldugu kimi vahid matris kvadrat mat-
risdir.

Tutaq ki, E matrisini s satirli vo s sutunu matri-
sidir. Farz edak ki, A matrisi m x n dl¢ulu, B matrisi isa k x |
Olcllidir. Onda AB=E oldugundan alinir ki, m =s = n = k;
ham de BA=E oldugundan k =m, | = s olar. Belslikls,
alanq ki, m=k =n bunu da isbat etmak talab olunurdu. Eyni
gayda ile gostarmak olar ki, k=m =n, yoni A ve B
kvadrat matrislordir.

Ters matrisi tapmaq Ugln asagidaki alqoritmden
istifade etmak olar:

0) verilmis matrisin kvadrat matris olub-olmadigina
baxiriq, ager kvadrat matris deyilse, onda onun tersi yox-
dur, agar kvadrat matrisdirsa, onda birinci bands kegirik;

1) A(A) determinantini hesablayiriq: ager bu de-

terminant sifra berabardirse, onda ters matris yoxdur, ager
sifirdan farglidirsa, onda ikinci bande kegirik;
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2) matrisin har bir elementinin yerine onun cabri
tamamlayicisini yazirq;

3) alinmisg matrisi transponire edirik;

4) aldigimiz matrisin her bir elementini A(4) deter-

minantina boluruk, onda A matrisinin tersini alariq.
2 1
Misal 4. Tutaq ki, 4 =(3 2}. A(4)=1, demali ters

matris var. Her bir elementin yerine onun cabri
tamamlayicisini yazsaq, alariq [21 _;’J Bu matrisi trans-

ponira edek va A(4)=1- o bolek, alinan A—lz[ i ‘21} mat-

risi A —nin tarsidir.
2 1Y 2 -1 1 0
Yoxlama:[ j{ j=( J
3 2/-3 2 0 1

Misal 5. A:[Z 1}, B:[4 0] oldugda AX=E
3 2 1 2

matris tenliyini hall edin. Yuxarida A matrisinin tersini
tapmisiq. Verilmis tonliyi soldan A" — o vuraq: A" AX=A"B
A1 A=E oldugundan, aling ki, X= A'B. Demali verilmis

tanliyin heui( 7 ‘2J matrisidir.
~10 4

voxtama: |> [ 7 2[4 0
oxiama: 13 2f-10 4)7l1 2
Boyuk olgulu matrislerin tersinin tapilmasi ¢cox amak
sorfi teleb edir. Bunun Ugun komruterdan istifade etmoak
lazimdir. Forz edak ki, 100 satri vo 100 sutunu olan matrisi
kompdutera daxil etmak lazimdir. Burada elementlerin sayi
10000-dir. ©ger bu elementlor 36,23 saklindedirsa, yani

vergule qgeder iki reqem, verguldan sonra iki reqgem ve
vergulin 6zu da daxil olmaqgla 50 000 isare daxil etmak
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lazimdir. Her isaraye 1 san. sarf olunsa, onda 50 000:3 600
yoni butdvlikde 16 saata yaxin vaxt serf olunar.

MOSSLSOLOR

1. Jotox, =1, Sisteminin birge (uyusmayan)
{aoc1 +x,=a’

olmadigi, qgeyri-muayyan oldugu, misayyan oldugu, birge

(uyusan) oldugu butin « -1 tapin.

Halli. Birinci tenlikden x; — i tapib, ikinci tenlikda
yerine yazsaq alarq: (I-a’)x, =a’ -a. Oger a#*l olsa,
onda bu tenliyin yegana halli olar x =-¢/(1+«), bu halda
tonlikler sisteminin yegana halli olacaq:

x =(l+a+a’)/(+a), x,=—a/(l-a)- Oger a=+l1 olar-
sa, onda a=1 va « =-1 hallarini xUsusi tedqiq etmak
lazimdir. ¢=1 oldugda (1-a’)x, =&’ —« tenliyinin sonsuz
sayda halli olar — har bir aded onun hallidir, demsali bu halda
tonliklar sisteminin de sonsuz sayda halli var. ¢ =1 olduqda
(l—ozz)x2 =a’ —a tanliyinin halli yoxdur ve demali tenliklar
sisteminin da halli yoxdur. Belsliklo, naticads aling: a=-1
oduqda tenlikler sistemi birge (uyusmayandir) deyil, a=1
olduqda sistem geyri-muayyandir va o #+1 oldugda muay-
yondir vo « # —1 olduqgda ise sistem birgadir (uyusandir).

2x,—x,+x,=6,
x,—-8+x =x,,
x,—10+x, =0.

Xotti cabri tanliklor sistemini vektor va matris — vek-
tor seklinds yazin.

3. Machullari yox etmakla xatti cabri tonliklor siste-
mini igbucaq soklina gatirarak onun hallini tapin:

38



X —x,+x,=4,
2x, —x,+x, =-1,
4x —x, =1
4. Kramer dusturlan vasitasile xetti cabri tenliklar
sistemini hall edin.
2x,—x,+x,=0,
X +x,+x,=7,

3x,—x,+x, =1

5. a, b, ¢ parametrler arasinda hansi minasibat
a 1 1

oldugda |1 & 1| matrisinin tersi yoxdur. Matrisini torsi
1 1 ¢

olmadigi parametrlaerin heg¢ olmazsa bir Gg¢liylni gdsterin.

6. Asagidaki matrislarin har birinin tarsini tapin:

1 0Y(4 1\ (n m) (1 23
o 2)lo 2)lo 1) |1 3 4
0 0 1

7. Bas diaqonal Uzesrindaki n adadlerdan har biri
olan n tertibli kvadrat matrisin determinantini hesablayin.

8. Gostermak olar ki, kvadrat matrislaerin hasilinin
determinanti, onlarin determinantlari hasiline barabardir. Bu

fakti (2 Oj matrisinin kvadrati ve kubu ugun yolxayin.
1 2

9. Bundan avvalki massladan istifade ederak gos-
torin ki, ters matrisin (eger varsa) determinanti avvalki
matrisin derminantinin tersidir.

Gdsteris. ©vvalce gosterin ki, vahid matrisin determi-
nanti 1-a barabardir.
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10. Gostarin ki, agar xatti cebri tonliklor sisteminin
he¢ olmazsa iki halli varsa, onda sistemin hallerinin sayi
sonsuzdur.

11. R? fozasini 6zii-6ziine ceviran xatti cevirma

(lj vektorunu (2] vektoruna, (1j vektorunu isa [3j
0 1 1 2

vektoruna gevirir. Bu ¢gevirmanin matrisini tapin.
Gdésteris. XA=B matris toenliyini hall edin, burada X

. 11 2 3
axtarnlan matris, 4= , B=
0 1 1 2

12. Xaetti tanliklor sistmeinin butiin sarbast hadleri
sifira barabardirse, bu sistem bircins adlanir. Gosterin ki,
belo sistemin sifirdan forgli halli olarsa, onda hamin
sistemin sonsuz sayda halli var.

13. Tutaq ki, o, cevirmaleri R’ fozasinda tesir
edon xatti cevirmalardir va uygun olarag A,B matrislari ilo
verilib. ©ger onlar ardicil, bir-birinin ardinca tetbiq etsak,
onda natice gevirmasi hasil matrisi ile veriler. « -8, -«
cevirmalarinin matrislarini tapin.

14. Gostorin ki, R® fazasinda kollinlar olmayan ixti-
yari iki vektor bazis emala gatirir.

15. Gosterin ki, iki amtaa fozasinda, ixtiyari amtas
dasti (toplusu) iki geyri-mutenasib amtea destinin ax + fy
kombinasiyasi geklindadir. Naezera almaq lazimdir ki, «,/f

manfi olmaya da bilarlar.
Gostaris. ©vvalki masaladen istifada edin.
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Movzu 2.
MUSTOVi UZORINDD VO FOZADA XOTT

Hesab edak ki, duz xatt Uzearinds , koordinat sistemi,
mustevi Uzerinde ve fezada dizbucaqgli koordinat sistemi
haqqinda esas malumatlar malumdur. Hamginin hesab
edaceyik ki, serbast vektorlar («sarbast» istigamatlonmis
parcalar) haqqinda asas malumatlar, ndqtenin koordinatlari
ile onun radius - vektoru arasindaki alagaleri ve digar oxsar
malumatlari da bilirik.

2.1. Mustavi Uzarinda duiz xatt.
Fazada mustoavi vo diiz xatt

1.Mustavi Uzorinda duz xatt, diiz xattin muxtalif
nov tanlikleri. Tutaq ki, Ufigi OX ve saquli OY koordinat
oxlarnnin kasisma noqgtasi O(0,0) noqtasidir (sokil1).

Bu oxlar Uzarinde uzunluq vahidi  secilmigdir, onlari
OM va ON-ls isaro edak.

Saga dogru
istigamatlonmis Ufigi OX Y
uzerinda x koordinatini, (0,2)
yuxariya dogru
istigamatlanmis saquli N .
QY Ulzerinds iso (-1, 0) ¢n- @b
y koordinatini ayiracagiq. IY; N
Sakilde mustavi
uzarinde muxtalif noqgtelar
geyd edilmisdir. Sakil 1.
Mustavi Uzarinda xatti tanliyi ele F(x,y)=0
tonliyine deyilir ki,bu tenliyi xatt Uzerinde olan ixtiyari
noqtenin koordinatlari 6dayir ve xattin Uzarinde olmayan
noqtelarin koordinatlar 6damir. Malumdur ki, ikideyisenli ax
+ by = ¢ xaetti tonliyi mustavi Uzerinde diz xatti tayin edir.
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Muxtalif xatti tenliklarle verilmis duz xatlerin an rasional
usulla neca quruldugunu gdstarok.

A
a y b) Ak
1 ﬂ/T/
NE A
B
A > »
0 3 X 0 X
c) Yy A
=(23)
11
2.0 >
0 X Sokil 2.

Masslon, duz xstti koordinat oxlan ile kasisma
nogtalarine gbra quraq. Duz xstti ax + by =c tanliyi ile
verildikde onu bu cur qurmaq alveriglidir. Misal Ugun
2x+3y=6 duz xattini qurag. Bu diz xattin OX oxu ile
kasisma noqtesini tapmaq uguin y=0 goturak, onda x=3
alariq (sakil 2, a) yeni A néqtasini tapirq.

Analoji qayda ila bu duz xattin OY oxu ile kesisma
nogtesini tapmaq ugun X=0 gabul edearak, y=2 alariq ki, bu
ise B noqtesidir. Bu iki nogteden kegan diz xett ax-

tardigimiz diz xettdir.. Bu diz xsttin tenliyini X,V _¢
3 2
soklinde da yaza bilarik ki, bu da diz xettin pargalarla tan-
liyi adlanir.
Oger duz xatt y= kx+b tanliyi ile verilarss, onu
asagidaki sokilde qurmagq elveriglidir: saquli ox Uzerinda
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B=1( b=1 vahid) (sekil 2, b) ndqtssini tapaq, sonra bu
noqteden Ufiqgi istigamatde 1 vahid saga «gedak» ve k=2
vahid yuxar «qalxarag» K noqtssini tapirq. K va B nog-
talerindan axtarilan Il diz xettini gakak.

Bazi hallarda verilmigs nogteden kegen ve verilmis
vektora (dUz xattin normal vektoru) perpendikulyar olan diuz
xotti qurmaq lazim galir. Tutaq ki, (Xo, Yo) noqtesi ve
ﬁz(a,b) vektoru verilmigdir. Onda diz xattin tanliyi
a(x—x,)+b(y—y,)=0 olar. Ona gore do Ill diiz xattini
(sekil 2,v) qurmaq ugun (2, 1) négtesindan kegon ve (2, 3)
vektoruna perpendikulyar olan duz xatt gekmak lazimdir.

Arayis xarakterli bazi malumatlari da qeyd edak.
©ger duz xatt (X, yo) nogtesinden kecirse, onun tonliyi
a(x—x,)+b(y—y,)=0 sokilinds olar, burada a ve b ix-

tiyan adadlardir. (xo, yo ) vo ( x1, y1 ) ndqtalarinden kegen
diiz xattin tenlyi (¥=%) _ (?=2.) soklindadir.
(xl_xo) (y1_yo)
Bucaq emsallari ks, k2 olan duz xatler arasindaki ¢

bucadl ., - (k,—k,) disturu ile tapilr.
(1 + kl ’ kz)
Duz xatlerin paralel olmasi Ugun zaruri vo kafi sert
onlarin bucaq emsallarinin barabar olmasidir: ks=k, (sakil
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d
y=x y=h
y+)% h
Sokil 3

Duz xstler y=kx+p soklinde tenliklerle verilerss,

onda onlarin perpendikulyar olmasi Ggln zaruri ve kafi serte
kk, =-1, 8g9r ax+by=c soklinde tenliklerle verilorss,
onda ga, +bb, =0 olar.

ax+by=c VO ax+by=_c, duz xsttlerinin kesigsme

néqtesini tapmagq Uciin J4X+DY=¢. tonlikler sistemini
a,x+by=c,
hall etmak lazimdir.

Ufigi diiz xatlerin tenliyi y=h, saquli diiz xatlerin ten-
liyi ise x=d soklindadir: | kvandratin tanbdleninin tenliyi  y=x,
Il kvandratin tenbdlaninin tanliyi iss y+x=0 olar (sakil 3).

2. Telab ve taklifin xatti funksiyalar, tarazliq
giymatlerin terifii Her hansi emteays baxaq. Vahid
amteanin verimis P qiymatina gobra, alicilarin alacagi

amtesnin migdarini p(p) ile isare edsk.D(p) funksiyasi
amtoasnin toleb funksiyasi adlanir. p(p) azalan funksiyadir,

onun taxmini grafiki sakil 4-de verilmisdir. Diger terefden
saticilarin bazara cixardigi emteanin miqgdarini S(p) ilo
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isaro edok. Bu funksiya emteenin toklif funksiyasi adlanir.
Bu funksiya artandir, onun texmini grafiki sekil 5-da verilib.

I)Ak S A D

S
|

@ -=--

v

Ty
=

P P
Sakil 4. Sakil 5. Sakil 6.

Tolab ve taklifin bearaber oldugu qiymeat taraziiq
qiymeti adlanir. Demali, berabesrdlguli p° tarazliq qiymati
tgtin D(p")=S(p") (sokil 6).

Tutag ki, taleb ve toklif funksiyalan xatti funksi-
yalardir (bu farziyye yalniz muayyan mahdudiyyatlarde
mumkun ola bilar).

Masalen, tutaq ki, D(p)=40-p, S(p)=10+2p. On-
da tarazliq qiymeti asagidaki tenliyin hallinden tapilar:
40-p=10+2p; p=10.

3. Budca g¢oxlugu. n olgulu C amtasler fazasina
baxaq.Tutaq ki, p qiymetler vektorudur. Onda X
amtealer dastini (toplusunun) giymati px = ipix,- olar.

i=1

9gar X ve Y dastlerinin (toplusunun) giymatlari ey-
nidirse yazacagiq ki, X~Y. Bu isaro amtasler fozasinda
eynigucluliyl goéstarir, yoni: a) simmetrik: eger X ~Y isa,
onda Y~ Xolar; b) tranzitivlik: eger X~Y ve Y~ Z olarsa,
onda X ~Z olar; c) refleksivlik: ager X ~X ixtiyari X € C
Ucln. ©mtasler fozasinda bir sira basga munasibatler do
fikirlegsmak olar.

iki emtoslor fozasina baxaq. Asanligla gérmek olar
ki, eyni qgiymati olan amtasaler dasti (toplusu)
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¢, px, + p,x, =c tonliyi ile verilmis duz xattin birinci kvad-
ratinda yerlegon L, hissasidir. Bu diz xatt qiymatler vek-
toruna perpendikulyardir. ©ger e <c¢ olarsa, onda
p.x, + p,x, = e tonliyiile verilmis [, duz xatti [ duz xsttine
paraleldir va koordinat baglangicina daha yaxindir.

Tutaq ki, har hansi pul mablegi O fikse edilmigdir.
Bu pul mablagins galir de deyirler. Qiymatleri Q-den gox

olmayan bitin emtealer destine (toplusuna) blidce ¢oxlugu
deyirlor vo B ile isare edirlor. Bludce coxlugunu adi ve
vektor barabarsizlikleri vasitasilo asagidaki kimi tayin etmak
oalr: B(P.Q)={X eC:px, +..+ p,x, <0} vo ya

B(P,Q)={xeC:PX <Q}.

Qiymat daqiq Q-ys besrabesr olan emtsesler dastinin
(toplusunun) c¢oxluguna blidce goxlugunun serhadi deyilir
ve G-ile isare edirlor. Budca g¢oxlugunun serhadini adi ve
vektor barabasizliyinin kdmayi ile tayin etmak olar:

G(p,Q)={xeC:px +..+px,=0} VO Yya B(p,Q)Z {x eC:px= Q}
(Qeyd edak ki, amtaslor fozasi manfi olmayan vektorlar
dastinden (toplusundan) ibaratdir).

Oger amtooler fozasi ikidlguli ve ya Ugdlcull
olarsa, onda blidce ¢oxlugunu ayani tasvir etmak olar. Sakil
7-de muxtelif P qgiymetleri va muxtalif O galirlari Ggun bid-
ca ¢oxlugu tasvir olunmusdur.

A X2 3

1 Q=40 B(P, 50)
Q=20 B(P, 40) P=(2. 1)
P=(2, 1)
% 0=50
0 10 20 x; s@¢o Nl v
VEiinn R To 1 (o [ (g - 1
oxlari Sokil 7. colciili
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fozada bidce ¢oxlugu Ug¢ UzlU piramida olar. Bu
piramidanin Uzlarindan birinin yerlagdiyi mustavinin birinci
oktanta sixilmis hissasi blidce ¢oxlugunun sarhadi olar.

Budce goxlugu B(P,Q), P qiymatinden ve Q gali-

rinden asildir. Galir artdigca bidce c¢oxlugunun searhadi
O0zuna paralel olaraq koordinat baslangicindan uzaglasir,
giymet azalanda da o artir-serhadlerin kesisme noqtesi
koordinat baslangicindan uzaglasir (sakil 7-e baxin).

Misal 1. ki smtes fozasina baxaq. ©ger
Il emtes |-dan diz iki defe X A
cox olarsa, amtoalar dasti
(toplusu) balanslasdiriimig
adlanir. 9gar amtaa dosti

(toplusu) balanslasdirnimis

deyilss, onda har hansi 4 o

amtaanin gosterilmis nisbatdan

artigi heg bir shamiyyet kesb Sekil 8.

etmir va bu halda balanslasdirimis dastin (toplunun) qiy-
mati (faydasl) uygun balanslagdirimis dastin (toplunun)
giymatine (faydasina) bearabardir. Yoxlayin ki, alinan mina-
sibat ekvivalentlik munasibatidir.

Halli. Refleksivlik, simmetriklik va tranzitivlik xasse-
larinin O0danildiyini yoxlayaq. Ekvivalentlik sinfi-ixtiyari iki
elementi ekvivalent olan maksimal c¢oxlugdur. Sakil 8-de
baxilan ekvivalentliyin bir ne¢a hali gostarilmisdir. Kasisma
bucaqglan y=2x duz xattinin Uzarinds yerlagirlar.

4. Fazada miustavi va diuiz xatt. Fozada seath tonliyi
ele F(x,y,z)=0 tenliyina deyilir ki, bu tenliyi seth tzerinde
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olan ixtiyari néqgtanin koordinatlari 6dayir, bu sath Gzerinda
olmayan heg¢ bir ndgtenin koordinatlari ddemir.

Malumdur ki, ugdayigenli ax+by+cz=d xatt
tanliyi fozada mustevini tayin edir. Arayis xarakterli bir nege
malumatlari geyd edak.

OX oxu Uzerinda goéturilmis a noqgtesinden, OY oxu
Uzerinde goturilmus b ndgtasindan ve OZ oxu Uzarinda
goturdimus ¢ noqgtesinden keg¢an maustavinin tenliyi

%+%+% —1 soklindadir. (xo, Yo, o) Ndqtasindan kegan
ve 7 =(a,b,c) vektoruna perpendikulyar olan (bu vektor

mustavinin  normal vektoru adlanir) mustevinin tenliyi
a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—z,)=0 kimidir. [ki mistevinin para-

lelliyi Gigln zaruri ve kafi sart onlarin normal vektorlarinin
mutanasib olmasidir.

Saquli mustaviler yeni OZ oxuna paralel olan mus-
toviler by tenliyi ax+by=c sakilindadir. Ufligi mustaviler, yani
OXY mustevisine paralel olan mustavilerin tenliyi z =h
sokilindadir va b.

Fozada duz xatt ¢cox hallarda iki mustevinin kesig-
masi sakilinda verilir, yani diz xatt

ax+by+cz=d ,
ax+by+cz=d .
tanlikler sisteminin halleri goxlugu kimi verilir.

Verilmis (xo, Yo, Zo) V8 (X1, y1, Z1) noqtelarinden ke-
¢on duz xattin tenliyi

(x—x%l_x0)=(y_y%] —yo):(z_z%l ~2)

MOSSOLBLOR
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1. Asagidaki diz xotleri rasional Usul segerak
qurun:
a) 3x+4y=12; b) y=2x-1; c¢) (1,2) noqtesindan kegan va
(2, 3) vektoruna perpendikulyar olan; ¢) x/3+y/5=1.

2. a) (1, 2) vo (4, 5); b) (-1, 0) va (0, 0)
ndqtalerinden kegan diz xattin tenliyini yazin.

3. a) (0, 0) ndégtasindan kegan va bucaq amsall k =2
olan; b) (-1, 0) ndqtasindan kegen ve bucaq emsall k= -1
olan duz xattin tanliyini yazin.

4. Telab va toklifin bir nege xotti funksiyasini
fikirlagin, onlarin grafikini ¢akin ve har bir hal Ggln barabar
cokili giymati tapin. X 4 P (2,5

5. Muxtaslif giymat Ggun ’
baraber p = (2, 5)vektorlari W
(eyni) manfaat xatlorini gokin. 40 p.v.
Masalan, p = (2, ), 9-cu

0 p.
sokilde MN, VW xatlori uygun Py .
olaraq 20 va40 pul vahidina 0 M 14
uygun dayar xatlaridir. Sokil 9

6. Mustavi Uzerinde ve fezada xatleri parametrik
sokilde, her bir esas dayisanlerin parametrdan asililigi
soklinde vermoek olar. Maselan, x=f, y =2t +1 mustevi
Uzerinde y =2x +1 xattini verir. 2x+3y=6, -8x+4y=I16
xatlorinin parametrik tonliklerini yazin.

Cavab: x=3t;, y=2-2t; x=2t; y=4+4t.
7. x=2t, y=3t, z=4t duz xstti 2x+3y+4z=0 mis-
tovisini kasirmi?

8. Zavod iki nOv emtea istehsal edir va A4 intensivliyi
0-dan 1-a gadar dayismekle islaye bilir (1 =1 maksimal
intensivlikdir). A =0-dan A=1- @ gadar (1=1 maksimal
intensivlikdir). 4 =1 oldugda zavoda (20, 40) amtes desti,
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A intensivliyinde isa 4 Q dasti istehsal olunur. Zavodun
istehsal eds bilaceyi amtaa dastini yazin va qgrafiki olaraq
tosvir edin.

9. ki zavod eyni ndv olmagla iki mahsul istehsal
edir. (44 A2) intensivliyi ile igladikde birinci zavod
40, =(104,154), iKinci zavod iss 4,0, =(204,,104,) dastini,
bu zavodlar birlikde ise (10 +4,0,) emtes dsstini istehsal

edir. Hoar iki zavodun birlikde istehsal eds bilacayi emtes
dastler coxlugunu yazin ve grafik tasvir edin.

10. Iki név emtes fazasinda 1-ci amtaanin amtas
destinde 2-ciden 3 dafe c¢ox oldugunu bilerek, onun ya-
ratdi§i ekvivalentliyi nazardan kegirin.

11. (2, 5) giymatlari ile verilmis iki emtes fozasinda
amtaalar goxlugunu qgrafik olaraq gosterin.: a) 40 pul vahid
dayerina barabar; b) 60 pul vahidinden ¢ox olmayan dayare
uygun; c¢) 30 pul vahidinden az ve 40 pul vahidindan ¢ox
olmayan dayara uygun.

12. Asagidaki iki emtes Ugln blidca ¢oxlugunun ve
onun searhadlarinin nece dayisdiyini izlayin: a) yalniz galir
diyigir; b) yalniz bir amtesnin giymati deyisir; c) her iki
amtoaanin qiymati dayisir, onlarin nisbati isa sabit qalir.

13. Iki smtes fozasinda iki giymet vektoru veril-
migdir: P = (2, 3) vo Q =(3, 4). Birincisi alig, ikincisi satig
giymatidir. Barabar menfeatlerin nisbati amtaa ekvivalentlik
munasibatidirmi?

14. (2, 3, 5) qgiymatlerine uygun (¢ amtaa fozasi
verilmisdir: asagidaki giymata uygun amtasler ¢oxlugunu
grafik olaraq gostarin:a)40 pul vahidi; b) 60 pul vahidindan
cox olmayan; c) 20 pul vahidinden az olmayan; ¢) 30 pul
vahidinden az va 40 pul vahidinden ¢ox olmayan.

15. Rusiyanin Markazi Banki 1997-ci il Ggun valyuta
dshlizi misyyan etmigdir. ilin avvalinds dollar 5 500 rubl,
ilin axirinda ise 6 230 rubl (regemlar sertidir). Dollarin
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kursunun 1997-ci ilin glnlerinin uygun apropsima edilmis
némrasina xatti asilihgini tapin.

16. ki emtos fozasinda mitenasib olmayan iki A
ve B amtes destine baxaq. gx + gy kombinasiyasi seklinde

gOsterile bilan butin X dastlerinin ¢oxlugunu tasvir edin,
burada ¢, g menfi olmayan adadlerdir. Uygun goxlugu g

amtoes fozasinda neco tasavvir edirsiniz? Bu halda muts-
nasib olmamagq sertini hansi sert avez edar?

2.2. ikitartibli miihiim ayrilor.

Polyar koordinat sistemi
Duzbucaqgl koordinat sistemina nazearan ikidaracali

Ax* + Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0 tonliyi ile tayin olunan xatte
ikitortibli ayri deyilir. iki deracasli tenlik ya cevreni, ya ellipsi,
ya hiperbolani, ya parabolani, ya kasigen duz xatlar cutlinu,
ya paralel ya da bir noqteni, ya da duz xatler cutinu tayin
edir. Bundan basqga, hamin tanliyin halleri ¢oxlugu bos
coxdugq ola bilar.

Misal 1. x° +y°=0 tenliyi kasisen x—y=0 ve x+y =0
duz xetlerini tayin edir.

Misal 2. y°~ 4 =0 tenliyi y — 2 =0 ve y + 2 =0 paralel
duz xetlerini teyin edir.

Misal 3. x° +y’=0 tenliyi O(0,0) noqgtasini tayin edir.

Misal 4. x’+y’+I1=0  tenliyini heg¢ bir noqtenin
koordinatlari 6damir.

1.ikitartibli miihim ayrilar. Morkez adlanan geyd
edilmis bir ndqtesindan, radius adlanan eyni masafede
yerloson mistavi nogtelerinin goxluguna c¢evra deyilir.
Radiusu R, markazi C(xy, yo) noqgtesi olan gevranin tanliyini
cixaraq (sakil 1).
Cevranin ixtiyari M(x, y) négtasi tgun CM=R.
Buradan gevranin tanliyini alarq.
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(x_xo)2+(y_yo)2:R2 Y 4
©ger ¢evranin markaz
koordinat baslangicinda
olarsa, yani xy=0, y,=0 olarsa, c
onda c¢evranin tenliyi kanonik

tonlik adlanan sade goakle
diser: x’+y’=R’

v

0 X
Fokus adlanan verilmis Sakil 1.

cami sabit kemiyyet olan
mustevi ndqtalerinin goxluguna elps aeyilir.

Bu sabit kemiyyati 2 a, fokuslar ise Fy(-c, 0) ve
Fo(-c, 0) — ila isare edak. Ellips Uzarinda olan ixtiyari M(x,
y) nogtasindan fokuslara geder masafaler:
r=FM=,\/(x+c¢c)"+y" Vo A M

r,=FM=,(x-c) +y’ olar.

Ellipsin tarifine asasan c/7\} R
1 +7r, =2a . Buradan: a\F]\Abja'
r=2a-r ;1 =4a’ —4ar, +r; ; -

2 2 2. _
4ar, =4a” +r; — 1" ;dar, =

=4a’ ++(x-c)? +y? —(x+0)? + y?%;
ar, =a’ —xc; a’r, =(a’ —xc)’;
az((x—c)2 +y2)= a* —2a’xc+x’c?;
buradan alarq: (a° —c*)x’ +a’y’ =a’(a’ - ¢?).
Bger a=c olsa, y=0 alanq ki, bu da [F;, FJ]

parcasinin  tenliyidir. ©ger a>c¢ olarsa, onda
a’*—c? =b* (a<c<b) isara edib va barabaerliyin har torafini

a’b’ —a bolsak ellipsin kanonik tanliyini alarq:

2 y7: . 22 _ g2
xéz + 1, a—-c =b".
Bu tanliya asasen deya bilarik ki, ellips koordinat

oxlarina nazesran simmetrikdir. Misbeat, « ve » adadleri
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ellipsin boyuk va kicik yarnmoxlari, 5:4 adadi ise

eksentrisitli adlanir.

£ =0 olduqda alariq ki @ = b, ¢ = 0. Bu halda ellips
radiusu a olan gevradir. ¢ =1 oldugda ise a = ¢, b = 0 olar
vo ellips [F4, F5] pargasina gevrilir.

Fokus adlanan F noqtasinden ve direktris adlanan
m duz xasttinden barabar mesafede yerlosan mustovi
ndqtelarinin goxluguna parabola deyilir (sokil 3).
Tutaq ki, F(p/2, 0) parabolanin fokus ndqtssidir, saquli m

duz xetti ise (- p/2, 0)

o . ) N...|l M
noqtesinden kegir. Bu nogts e 7
saquli koordinat oxuna nazeren :
fokus nogtssile simmetrikdir. :

Bger M(x, y) parabolanin : F
ixtiyari ndqtasidirse, onda :
M| Sekil 3.

MN = x + % -- bu néqtaden

direktrisa gqader masafe,
r=FM =./(x—p)’+y’ - fokusa gader olan masafadir.

Parabolanin terifine asasan bu masafaler barabardir:

JEx=p)y+y’ :x+%.

Buradan parabolanin 2 =7,y tenliyini aling. Lakin

cox hallarda parabolanin adi, mektebdan malum olan
tenliyinden istifade edirler: y = ax” + bx + ¢, burada a, b, ¢

parabolanin  parametrloridir. Parametrlarin ~ muxtalif
giymatleri igln parabolanin grafiki sakil 4 — de verilmisdir.

53



/N /N

YA

N2
AN e
N4

g »

—-b/(2a) x 2 X
Sekil 4.

Adeten parabolanin grafikini qurmag UGgln bir nege asas
momentlorden: simmetriya oxu, koklari, parabolanin teps
noqgtesi, parabolanin gollarinin istiqgamati ve s. istifade edirlor.
Biz hesab edeacayik ki, bu @sas momentler malumdur.

Fokus adlanan verilmis iki F; va F, nogtasindan
masafalarinin forgi sabit kemiyyat olan mustavi ndégtalerinin
coxluguna hiperbola deyilir (sokil 5).

Tutaq ki, bu kemiyyat 2a —ya berabardir. ©ger
F1(-C, 0) vo F,(C, 0) hiperbolanin fokus noqtslari M(x, y)
ise hiperbolanin ixtiyari nogtedirse, onda bu noqgtaden
fokuslara gedar masafe s

b

r=FM=,/(x+c) +)

vo r=FM=+(x—c) +)’
olar. Hiperbolanin terifine
osasan | —r|=2a veya F a

rn—r==%2a.

Ellipsde oldugu kimi bu ifadani
sadalegdirmak, hiperbolanin
kanonik tenliyini alariq:
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2 2 2 2 2
x/z—y ,=c’; ¢ =a -b".
a b

Bu tenliys esasen muayyan ede btlarik ki, hiperbola
koordinat oxlarina nazersn  simmetrikdir.  ikitartibli
ayrilarden igtisadiyyata  tetbigine aid misal gosterak.

Qisman inhisar seraitinde firma 6z amtaasina 6zl
giymat teyin eda bilar, lakin bu halda firma emteaye talabin
dayismasini nazare almalidir. Asagidaki masaleni hall edak.

Misal 5 . Satigin hacmi - y, w giymetinden « M
y=40-2w  disturu ile asilidir. istehsal xerclorinin - J,
istehsalin y - hacminden asililigi  (y)=y?+2y+7 disturu ila
verilir. Maksimal menfeat kriteriyasina asasan istehsalin
hacminin optimal hacmini, manfeatin miqgdarini va xarcleri
tapin.

Hoalli. Masalenin gertlorine asasan manfast
P(y)zyw—J(y)zy(40—y)|2—(y2+2y+7) istehsalin hacminin

kvadratik funksiyasidir. Manfaatin téremaesini tapib, onu
sifira barabar etsak, istehsal hacmini optimallasdiran y*=6
giymatini tapariq. Sonra ise maksimal manfoati - p'=47 ve
istehsal xarclarini - J'=55 tapiriq.

2. ikitortibli ayrilorin optik va handasi xassalari.
Ovvalce optik xassaleri geyd edak:

1) ixtiyari M noqtesinde ellipse toxunan diiz xatt
Fi M, FoM (sakil 6, a) fokal radiuslar ile barabar bucaqlar
amala gatirir.

2) ixtiyari M néqtesinde parabolaya toxunan diiz
xott FM fokal radiusla vo M noqtesinden baglayan, pa-
rabolanin oxuna paralel olan sua emale gatirir (sakil 6, b).

3) Ixtiyari M ndqgtesinds hiperbolaya toxunan diiz
xott F1 M ve F,M fokal radiuslar ile barabar bucaglar amale
gatirir (sakil 6, v).
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ZERNCI

Ellipsoid, paraboloid, hiperboloid.

indi tesavviir edok ki, ellips, parabola ve ya hiper-
bola fokus ndgtalerinden kegan ox atrafinda firlanir. Alinan
sathler uygun olaraq ellipsoid, paraboloid ve ya hiperboloid
adlanir. Fizikadan bize melum olan isigin aks olunmasi
ganununa asasan aling:

1) oger isig manbayi elliptik guzglnun fokuslarindan
birindadirsa, onda bu manbadan ¢ixan isiq suasi guzgudan
aks olunaraq digar foksa yigilir;

2) oager isig manbayi parabolik glizgunun fokus noqgte-
sindadirse, onda isig suasI guzgudan aks olunaraq, para-
bolanin oxuna paralel istigamatda gedir;

3) ager isig manbayi hiperbolik glizgunun fokuslarin-
dan birinde yerlasirsa, onda isiq suasi bu guzguden aks
olunaraq ele istigamatde gedir ki, digar fokusdan da bura-
xilsaydi, hamin istigamatda gedardi. Parabolik gizgunun bu
xassosine gore projektorun qurulusu teyin olunur. Asa-
gidaki teorem ellips, hiperbola ve parabolanin har birinin
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handasi tabistini tesvir edir vo na ugln bu ayrilor konik
kasiklar adlanir sualina cavab verir.

Teorem. istonilon dairavi konusun onun
topasindan kegmayan miistavi ilo kasiyi
yalniz ellips (xtisusi halda c¢evra),
parabola va ya hiperbola ola bilar.

3. Polyar koordinat sistemi. Slverigli va tez-tez
totbig olunan polyar koordinat sistemini tesvir edak. Polyus
adlanan O  noqtesi ile, bu ndgtadan ¢ixan polyar ox
adlanan OA suasi ila ve uzunlugu 6élgmak Ggln migyasla
toyin olunan koordinat sistemina polyar koordinat sistemi
deyilir. Bundan alave polyar koordinat sistemi verildikde O
noqtasi atrafinda hansi istigamatda firlanmanin musbat
istigamat oldugu da geyd edilmalidir. Adatan saat aqrabinin
aksi musbat istigamat hesab olunur. Tutaq ki, O polyus ve
OA polyar ox (sokil 7) verilmisdir.

ixtiyari M noéqtesine baxaq

vo OM =p ilo isaro edsk. M

OA oxunun OM suasi ile p

tst-uste dusmasi Ugun @

firlana ¢ bucagin ile 9/ A
Sakil 7.

isara edak, yoni
ZAOM = ¢ (radian) p ve ¢ oadadlerine M ndqtesinin

(verilmis sistema nazaren) polyar koordinatlari deyilir. p
adadi birinci koordinat ve yaxud polyar radius, ¢ adadi
ikinci koordinat ve ya polyar bucaq adlanir.

Qeyd edok ki, M noqgtesi O nogtesi ili Ust-Uste
dlsersa, onda birinci koordinat p =0 olur, ikinci koordinat
ise bu halda geyri-muayyoandir (muUayyan giymata malik
olmur). Bazan eyni zamanda dekart ve polyar koordinat
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sistemindan istifade etmak lazim gelir. Bu halda bir
sistemdan digerine kegmak masalasi ortaya ¢ixir: négtanin
polyar koordinatlarini bilerek, onun dekart koordinatlarini ve
torsine — dekart koordinatlarini bilerek onun polyar
koordinatlarini tapmaq. Bu dusturlari tapmaq ¢atin deyildir,
bela ki, (x, y) dekart, (o ,¢) polyar koordinatlardirsa, onda

y=psing
dusturlan polyar koordinatlardan dekart koordinatlarina,

e 2

1gp=y/x

{x=pcos¢ , (1)

dusturlan ise dekart koordinatlardan polyar koordinatlara
kecidi teamin edir.

Misal 6. Noqgtenin dekart koordinatlan (-2, 2) veril-
misdir. Onun polyar koordinatlarini tapin. (2) dusturlarinda
istifads etsek alariq: p =22, p=37z/4.

Misal 7. Dekart koordinat sisteminde duz xaott
y= J3x disturu ile verilib. Asanligla gérmak olar ki, polyar

koordinatlarli onun tenliyi g =+/3 olar.
Misal 8. Radiusu R, markazi polyusda olan g¢evranin
tonliyi polyar koordinat sisteminde — , =g olar.

Ellipsin, parabolanin va hiperbolanin polyar koordinat
sisteminda tenliklarina darslikde baxmagq olar.

4 Xatlorin parametrik tanliklari. Tutaq ki, OXY
koordinat sistemi va bir arqumentli iki funksiya verilmisdir:
x=U@), y=3%) (3)
Sertlesak ki, t—nin har bir giymatinds x va y kamiy-
yetlerine har hansi M noqtasinin koordinatlari kimi baxmagq
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olar. t deyisdikce Umumiyyetle desak, x va y kemiyyatlari do
dayisir vo demsali M noqgtesi mustevi Uzerinde 6z yerini
dayisir. (3) barabarliyi M; néqgtesinin trayektoriyasinin para-
metrik tanliyi adlanir; t argumentine dayigsen parametr de-
yilir©ger M noqtesi her hansi xatt Uzre harokat edirse,
onda (3) dusturlan parametrik olaraq hamin xatti teyin edir.
Misal 9. a) x=4¢, y=-3t+3 dusturlan 3x+4y=12

dUz xattinin parametrik tanliyidir;
b) x=Rcost,y=Rsint dusturlan, merkezi koor-

dinat baglangicinda radiusu R olan ¢evranin parametrik
tonliyidir;
c) x=acost, y=hbsint disturlar a ve b olan ellip-
sin tanliydir;
2
c) yzt,X=% - ise y’ =2px parabolasinin para-

metrik tanliyidir.

MOSSOLBLOR

1. y=ax’ +bx+c parabolasinin grafikini qurun.

Halli: Qrafiki xarakterik ndqgtslera asasen qururlar.
Bunlara asagidakilar aiddir:

a) parabolanin kokleri - ax’+bx+c=0 tenliyinden
tapilir (kdkleri olmaya da biler);

b) parabolanin  tepa noéqtesi — onun absisini
2ax+b =0 tenliyindan tapirlar;
c) koordinat oxlan ile kesisma noqgteleri — bu

ndqtanin koordinatlar (O.C) - dir;
¢) simmetriya oxlari — absisi x:—éa olan saquli

duz xett;
d) eger a >0 olarsa, parabolanin gollari yuxariya, a <0
olarsa, asagiya teraf yonelib, a =0 olarsa, onda parabola
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duz xette cgevrilor. (sokil 3-de parabolanin tipik grafikleri
goOstaerilib).

2. xy =d hiperbolasinin grafikini qurun. d >0 olarsa,
onda hiperbolanin bir ganadi 1-ci kvadrantda, digar ganadi
iso 3-cu kvadrantda yerlasir (sakil 8, a); d <O olarsa, onda
hiperbolanin qanadlan 2-ci ve 4-cU kvadrantda vyerlagir
(sekil 8, c). Cox hallarda koordinatlari mutleq giymatce
baraber olan iki ndqteni tapmaq kifayst edir: d >0 oldugda
bir ndqteni 1-ci kvadrantda, digar noqgteni (simmetrik) isa 3-
cu kvadrantda, d <O oldugda isea bir noqgteni 2-cCi
kvadrantda, digerini (simmetrik) ise 4-cu kvadrantda
tapirlar.

3. Her gun eyni emteadan eyni migdarda alan in-
sanlar grupuna baxaq (masalan, sigaret ¢akanlorin aldig-
lari siqareti). Nezarda tutulur ki, giymatlar cuzi dayigir. ©ger
giymatlar ahamiyyetli deraceda dayigerss, onda yeni
migdarda sigaret almaq zarurati yaranir. Bu insanlarin he-
min amtaaye telabi ile giymat arasindaki asilihi§ tapin.
Hamin amtaanin alinmasi Ugun gundalik xarcloenan muxtalif
pul migdarina goras talebin grafikini ¢akin.

b) yA

v
v

Sakil 8.
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P giymatinin har hansi intervalda deyismasina uygun
D telabi D(p):% dusturu ile ifade olunar, burada Q —

pulun migdaridir. Sakil 9-da taxmini grafikler gostarilmisdir.

DA

A

> P Sakil 9.

4) Polyar kooridnat sisteminde saquli ve Ufigi duz
xott tanliklerini verin.
5) Polyar koordinat sisteminde asagidaki funk-
siyalarin grafiklerini qurun:
a) r=¢ (Arximed spirali);

b) r= % (Hiperbolik spiral);

c) r=10sin3¢ (Uglagakli qizilgll).
6) Asagidaki xatleri parametrik sakilde gdsterin:
x+y=1, x’+y* =16, x*—y*=9
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Movzu 3.

IQTISADIYYATDA XOTTi MODELLOR
3.1. Optimal planlagdirmanin xatti modeli

1. Optimal planlagdirma masalasi. Bu modelin asas
torkib hissasi 2-ci movzuda verilmisdir. Onlarl gisa sakilda
tokrar edoak. Tutaq ki, muessise m nov resursdan n nov
mehsul istehsal edir. Bele ki, j—ci ndv mehsulun bir
vahidinin istehsali Gguin /—ci nOv resursun a; vahidi serf
olunur, yeni a; ile j—cu ndv meahsulun istehsal tgun i —cu
ndv resursun sarfi normasi isara edilmisdir.

Serf normasindan duzsldilmis A =( a;) matrisi sarf
normasi matrisi ve yaxud texnoloji matris adlanir. Nazero
alaq ki, bu matrisin j — cu sUtunu A; j— cu mahsulun bir
vahidinin istehsalina serf olunan resursu tamamile tasvir
edir, i — ci setirise i—ci resursun har mahsul vahidinin
istehsali igln serfini va ya vahid intensivli har texnologiyani
tosvir edir. Tutaq ki, ¢; kemiyysti j — cu msahsulun bir
vahidinin  satigindan alde olunan xususi menfastdir. Bu
xususi manfestler C =(c,---,c ) sdtir-vektorunu smala

cotirir. Onda C-X=cx +---+cx hasili x=(x,... x) vahidi

ilo ifade olunmus mahsulun satisindan alde olunan maen-
foot olar (burada X — sutln vektorudur, yazilig sadaliyi tgln
bazan onu satir vektor sakilinde yazacayiq). Bu manfaati
P(x) ils isare edak.

Tutaq ki, b; ile anbarda olan i —ci resursun miqdari
isara edilmigdir (vahidlerinin sayi). Bu ehtiyat kamiyyatlori
B=(b,---,b ) sokilinde yazaq (B sutun vektorudur). Onda

AX < B matris-vaektor bearabarsizliyi gosterir ki, istehsal
planina baxarkan resurs ehtiyatlarinin mahdudlugu nazera
alinmalidir. ©gaer bu barabarsizlik 6denarse, demali X plani
Ucun resurs ehtiyatlart B kifayetdir ve bela plan real ve ya
mimkdn plan adlanir.
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Asagidaki optimal planlagdirma masaslesine baxaq:
Istehsalin ele X' =(x,,---,x ) planini tapmal ki, mim-

kin plan olsun ve butun mumkun planlardan an ¢cox man-
foati temin etsin. Bu masalani asagidaki kimi yazirlar:
¢x, +---+c,x, > max,

n-"n

a, x, +-+a,x, <b

a,x, +---+a,x, <b,

xx,20,
va ya matris- vektor sakilinda

P(X)=C-X > max,

AX <B,

X>0
(X >0 mahdudiyysti masalenin mazmununu nazare alir, 0
-ise X —la eyni Ol¢ulu sifir sutun - vektorudur).

a,x, +--+a,x, <b

a,x +--+a,x <b,

xx,20,
vo ya matris-vektor sakilinda:

AX <B,

X=>0
sertlorini 6dayan butln planlar goxlugunu D ile isare edak
vo onu mumkun g¢oxlug (mumkin planlar g¢oxlugu)
adlandiraq. Onda yuxarida gosterdiyimiz xatti program-
lagsdirma (XR) masalesini asagidaki kimi ifade ede bilsrik:
mumkidn planlar ¢oxlugunda P(x)=c-x  funksiyasinin

. : . P(x) > max,
maksimumunu tapin. Matris-vektor sakilinde D
xen.

2. Xatti programlasdirma haqqinda bazi itmumi
malumatlar. Optimal planlasdirma masalssi xatti program-
lagsdirmanin (XP) an muhim masalalerinden biridir. Igtisadi
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sorh vermadan XP masalesini bele ifade etmak olar: de-
yiganlorin xetti mahdudiyyatlari gertlerinda xatti funksiyanin
ekstremumlarini tapin. Dayisenlarin butin xatti mahdudiy-
yatlari 6deyan qiymatlar goxlugu mimkdiin ¢oxluq adlanir.

MOmkin c¢oxlug Olglisi masalenin dayisanlarinin
saylina bearaber olan xotti adadi fezada ¢oxuzlu cisimdir.
Ekstremumu axtarilan xatti funksiya ise meqgsad funksiyasi
adlanir.

Bu gayda ile formalasmis daqiq riyazi masala xatti
programlasdirmanin dmumi masalasi adlanir. Ekstremum
noqtasi ise (ager o varsa) XP masalesinin optimal halli
adlanir. Qeyd edak ki, mimkin goxlugun ixtiyari noqtesi
XP-nin halli ve yaxud miimkiin halli adlanir.

Xaotti programlasdirma kegmis SSRi-de 30-cu illerin
(XX osr) sonunda yaranmisdir. Iqtisadgi-riyaziyyatgl alim
L.V.Kantorovi¢ bu masalalerin bir sira névunld qurmus ve
onlarin halli Gsullarini gostermisdir. 1975-ci ilde hamin elmi
islerine gora L.V.Kantorovig iqtisadiyyat sahasinde Nobel
mukafatina layiq gértulmuasdir ki, bu da XP masalalarinin
bdyuk shamiyyatine dalalat edir.

Sirf riyazi noqteyi-nezarden XP masalalerinin xusu-
siyyati ondadir ki, burada ekstremum téremenin tatbiq
komayi ile arasdinimir. Dogurdan da sade XP masalasina

baxaq: x—1— max, R
0<x<3 Y

Magsad funksiyasinin y=x-1
toremaesi 1- @ barabar
oldugundan tadqiq
olunan intervalda
bbhran noqtaleri yoxdur ,
vo klassik sxemlo Sekil 1.
ekstremumlari tapmagq

mumkun deyildir (sakil 1). Lakin maqgsad funksiyasinin
maksimumu x=3 noqtasindadir ve bu noqtse teyin oblastinin

v

0 3 X
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daxili ndqtesi deyildir (tdremanin kdmayi ile ekstremumlarin
tapilmasi Usulu meaktab programinda da baxilmigdir, 6.1-a
da baxa bilarsiniz).

Praktikada bazan eloe XP-masalalarini hall etmak
zorurati yaranir ki, resurslarin ve mahsullarin sayl had-
dinden ¢ox olur (yuzlerls ve minlarla). Bels masalalari hall
etmak UgUn guclu riyazi Usullar yaradilib va bu tip masalealar
kompduterlerin vasitesila hall olunur. XP masalalarini hall
etmak Ugun an mashur Usul 1949-cu ilde amerikan riya-
ziyyatcisi Dj. Dansiq terafinden kasf olunmus simpleks
Usuldur. Asagidaki iki teorem XP-nin va simpleks Usulun
nazari asasini toskil edir.

XP-nin | asas teoremi. XP masalasinin optimal
halli yalniz ve yalniz o halda var ki, magsad funksiyasi
mumkiin ¢oxlugda ekstremum istiqamatinde mahdud
olsun.

Bu teorem Umumi halda dogru olmaya da biler.

Masalan, y:A funksiyasi (0,+) coxlugunda asagidan

0-la mahduddur, lakin bu goxlugda onun minimum noqtesi
yoxdur.

XP-nin 11 asas teoremi. ©gar XP masalasinda
maqgsad funksiyasi ekstremum giymatini alirsa, onda
ekstremum noqtasi miimkiin goxlugun har hansi kiinc
noqtasidir.

Kinc ndgtasinin daqiq tarifi sade deyildir va bize heg
lazimda deyil. Yalniz yadda saxlamaq lazimdir ki,
ekstremumun axtanldigi mimkin ¢oxluq — goxuzli cisimdir
ve bu cismin tapa noqtaleri kiinc noqgtelaer hesab edilir. Bu
kinc noqgtsler sonlu saydadir. Simplek Usul ise mumkun
coxlugun kinc nogtslerinin axtarilan ekstremum noqtesine
yaxinlagsmaga dogru istigamatlenmis segimdir.

Novbati kiinc nogtesinin tahlili zamani simplek Usul
asagidakilar gdstarir:

1) bu ndqts — axtarilan ekstremum noéqtesidir;
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2) masalenin maqsad funksiyasi geyri mahduddur,
vo demali ekstremum noqteleri yoxdur. Bu da o demakdir
ki, masalonin halli yoxdur;

3) hansi kinc ndéqtesinin tedqiq olunacagini (bu
sortle ki, magsad funksiyasinin sonraki kiinc noqtesindaki
giymati ekstremuma daha yaxin olsun).

XP masslesinin simpleks Usulu ile adi alla halli
Simpleks cadvallar adlanan xususi cedvallar saklinds tertib
edilir. Lakin onlarla mahdudiyyst va bir o gqeder do dayi-
sonlar oldugda XP masalasini adi yolla hall etmak oldugca
murekkab olur, bu zaman komputerin tetbigi sadaca olaraq
zoruri olur.

3. ikideyisanli XP masalesinin grafik lisulla halli.

Asagidaki XP masalasini hall edak:

S(xl,xz): 2x, +2x, - max,

3x,+x, <6,
x, +2x, <6,
X;,%x, 2 0.
X2
A
I
- X .
0 | 2.\ X
L1 L2
Sakil 2.
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Mdasteavi Uzerinda koordinat sistemi goéturak (sakil 2).
Bela ki, baslangic nogtesi O(0,0), x; oxunu saga dogru
ufliqi, x2 oxunu ise yuxariya dogru saquli istigamatlandirak.
Mimkin D c¢oxlugunu qurmaga baslayaq.

3x, +x, <6 barabersizliyini serhadi 3x,+x, =6 duz
xotti olan yarimmustavi noqteleri O6dayir. Bu diz xatti
qurmagq ugun an sads yol onun koordinat oxlari il kasisma
ndqtasine gdére qurulmasidir (bax band 1, hisse 2.1). Bu
noqteler (2,0) ve (0,6) nogqtaleridir. Lazim olan yarimmus-
tovini misayyan etmak dc¢lin hamin diz xatt Uzerinde
olmayan har hansi nogtenin masalan, O(0,0) ndqts-
sinin3x, + x, < 6 barabarsizliyinde koordinatlarini yerina yaz-

saq, berabarsizlik dogru olardi. Bunu oxla gosterak. Demali,
I yanmmustevi O(0; 0) 06zinds saxlayan axtarilan
yarimmustavidir. Analoji olaraq ikinci mahdudiyyet tadqiq
edirik vo Il yarimmustavisini alariq. Har bir dayisanin manfi
olmamasi basga iki yarismmustevinin da qurulmasina
imkan verir: Saquli oxdan sag teref va Ufligi oxdan yuxariya
torof. Dord